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Prefácio 


A primeira edição de Circuitos elétricos, um livro de introdução aos circuitos, foi publi- 
cada em 1983, contendo 100 exemplos práticos e cerca de 600 problemas. Não incluía um livro 
de exercícios do aluno, nem suplementos para PSpice ou MultiSim, nem o apoio da internet. O 
suporte aos professores limitava-se a um manual de solução dos problemas e cópias ampliadas 
de várias figuras, adequadas para fazer transparências. 

Muita coisa mudou nos 31 anos que se passaram desde o lançamento de Circuitos elé- 
tricos; nesse período, este livro evoluiu para atender melhor às necessidades tanto de alunos 
quanto de seus professores. Por exemplo, agora estão incluídos cerca de 150 exemplos e 1.650 
problemas, além de uma gama de suplementos e conteúdo web. A décima edição destina-se a 
revisar e melhorar o material apresentado no livro, em seus suplementos e na internet. Toda- 
via, seus objetivos fundamentais permanecem inalterados: 


e Desenvolver a assimilação de conceitos e ideias explicitamente com base em aprendiza- 
gem anterior. Os alunos são desafiados constantemente pela necessidade de acumular 
novos conceitos sobre os já adquiridos, mas que ainda podem estar tentando dominar. 
Este livro adota como foco essencial ajudar os alunos a compreender a inter-relação e o 
grau de dependência entre os novos conceitos e os previamente apresentados. 

e Enfatizar a relação entre compreensão conceitual e métodos de resolução de problemas. 
Desenvolver habilidades para solucionar problemas continua a ser o principal desafio no pri- 
meiro ano de um curso de circuitos. Neste livro, incluímos vários Exemplos que apresentam 
técnicas de resolução de problemas, seguidos por Problemas para avaliação que permitem 
aos alunos testar seu domínio do material e das técnicas introduzidas. O processo de resolu- 
ção de problemas que ilustramos é baseado em conceitos em vez de procedimentos mecá- 
nicos. Assim, estimulamos os alunos a refletir sobre um problema antes de tentar resolvê-lo. 

e Proporcionar aos alunos uma base sólida de práticas de engenharia. No primeiro ano 
de um curso de análise de circuitos, são limitadas as oportunidades de apresentar aos 
alunos experiências realistas de engenharia. Continuamos a recorrer a situações da vida 
real, incluindo problemas e exemplos que usam valores realistas de componentes e repre- 
sentam circuitos factíveis. Incluímos muitos problemas relacionados com os da seção de 
Perspectiva prática que abrem cada capítulo. Também incluímos problemas destinados a 
estimular o interesse dos alunos na engenharia, problemas esses que requerem o tipo de 
visão característica de um engenheiro em atividade 


POR QUE ESTA EDIÇÃO? 


A revisão da décima edição de Circuitos elétricos começou com um exame criterioso do 
livro e resultou em uma imagem clara do que mais importa para professores e alunos, levando 
às seguintes alterações: 


e A solução de problemas é fundamental para o estudo da análise de circuitos. Ter fartura 
de novos problemas a resolver é a chave do sucesso de qualquer curso sobre circuitos. 
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Por isso, os problemas de final de capítulo que já existiam foram revistos e acrescidos 
de novos. Como resultado, mais de 40% dos problemas aparecem pela primeira vez na 
décima edição do livro. 

e Tanto alunos quanto professores querem saber como as técnicas gerais apresentadas em um 
curso de análise de circuitos estão relacionadas com as questões enfrentadas por engenhei- 
ros na prática. Os problemas da seção de Perspectiva prática fornecem essa conexão entre a 
análise de circuitos e o mundo real, e criamos um novo conjunto deles para os capítulos 2,3,6, 
78 e 10. Muitos desses representam o mundo do século XXI. Cada problema de Perspectiva 
prática é resolvido, ao menos em parte, no final do capítulo, e outros podem ser passados aos 
alunos para que explorem mais a fundo o tópico da Perspectiva prática. 

e Os manuais PSpice e Multisim foram revisados de modo a incluir imagens de telas das 
versões mais recentes desses aplicativos de software para simulação. Cada manual apre- 
senta o material de simulação na mesma ordem em que ele é apresentado no livro. Esses 
manuais continuam a incluir exemplos de circuitos a serem simulados que são extraídos 
diretamente do livro. Continuamos a assinalar os problemas de final de capítulo que são 
bons candidatos à simulação utilizando PSpice ou Multisim. 


CARACTERÍSTICAS PRINCIPAIS 


Problemas 


Os leitores de Circuitos elétricos têm avaliado a seção de problemas como uma das 
principais características do livro. Na décima edição, há mais de 1.650 problemas de final 
de capítulo, dos quais 40% são novos. Os problemas foram organizados em seções ao final de 
cada capítulo. 


Perspectiva prática 


A décima edição mantém a seção Perspectiva prática introduzida com as vinhetas de 
abertura dos capítulos. Essas perspectivas oferecem exemplos de circuitos reais, baseados 
em dispositivos existentes. Em alguns capítulos, a Perspectiva prática é nova na edição. 
Cada capítulo começa com uma breve descrição de uma aplicação prática do material que 
se segue. Encerrada a apresentação do material do capítulo, há uma análise quantitativa 
da aplicação. Um conjunto de problemas de final de capítulo está diretamente relacionado 
com a aplicação da Perspectiva prática. Resolver alguns desses problemas permite aos alu- 
nos compreender como aplicar o conteúdo dos capítulos à solução de um problema do 
mundo real. 


Problemas para avaliação 


Cada capítulo começa com uma lista de objetivos. Em pontos-chave, o aluno é convidado 
a avaliar seu domínio de determinado objetivo mediante a resolução de um ou mais proble- 
mas para avaliação. As respostas a esses problemas são apresentadas na conclusão de cada 
um; assim, pode-se conferir o resultado. Quem conseguir resolver os problemas para um dado 
objetivo terá dominado o objetivo em questão. Para quem precisar de mais prática, vários pro- 
blemas de final de capítulo que se relacionam com o objetivo são sugeridos na conclusão dos 
Problemas para avaliação. 


Exemplos 


Cada capítulo inclui muitos exemplos que ilustram os conceitos apresentados no texto 
sob a forma de um exemplo numérico. Há quase 150 exemplos no livro, cujo objetivo é ilus- 
trar a aplicação de determinado conceito e também estimular as habilidades dos alunos para 
resolução de problemas. 


Equações e conceitos fundamentais 


Por todo o livro, o aluno vai encontrar equações e conceitos fundamentais destacados do 
texto principal. Isso ocorre para ajudá-lo a se concentrar em alguns dos princípios fundamen- 
tais em circuitos elétricos e facilitar sua consulta a tópicos importantes. 


Integração de ferramentas de apoio 


Ferramentas computacionais podem auxiliar os alunos no processo de aprendizagem, for- 
necendo uma representação visual do comportamento de um circuito, validando uma solução 
calculada, reduzindo a carga de cálculo em circuitos mais complexos e levando à solução dese- 
jada por meio da variação de parâmetros. Esse tipo de apoio normalmente tem valor inesti- 
mável no processo. A décima edição inclui os suportes de PSpiceº e Multisimº, ambas ferra- 
mentas muito conhecidas para simulação e análise de circuitos. Os problemas dos capítulos 
adequados à exploração com PSpice e Multisim estão devidamente assinalados. 


Ênfase em projeto 


A décima edição continua a enfatizar o projeto de circuitos de várias maneiras. Em primeiro 
lugar, muitas das discussões na seção Perspectiva prática concentram-se nos aspectos de projeto de 
circuitos. Os problemas referentes a esse tópico dão continuidade à discussão por meio de exem- 
plos práticos. Em segundo, os problemas de projeto foram explicitamente identificados, permitindo 
a alunos e professores identificar esses problemas com foco no projeto. Em terceiro lugar, a iden- 
tificação de problemas adequados à exploração com PSpice ou Multisim sugere oportunidades de 
projeto usando-se essas ferramentas de software. Em quarto lugar, alguns problemas em quase 
todos os capítulos enfocam o uso de valores de componentes realistas para obter um projeto de 
circuito desejado. Uma vez analisado tal problema, o aluno pode seguir para um laboratório para 
construir e testar o circuito, comparando a análise com o desempenho medido do circuito real. 


Exatidão 


Todo o texto e os problemas na décima edição foram submetidos a nossa marca registrada 
de processo de verificação de exatidão, para garantir um livro com um mínimo possível de erros. 


Apêndices 


Há vários apêndices no final do livro para ajudar os alunos a fazer uso efetivo de sua base 
matemática. O Apêndice A analisa o método de Cramer de resolução de equações lineares 
e álgebra matricial simples; os números complexos são examinados no Apêndice B;o Apên- 
dice C contém material adicional sobre enrolamentos magneticamente acoplados e transfor- 
madores ideais; o Apêndice D contém uma breve discussão sobre o decibel; o Apêndice E 
é dedicado aos diagramas de Bode e o Apêndice F a uma tabela resumida de identidades 
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trigonométricas que são úteis na análise de circuitos; e uma tabela resumida de integrais úteis 
é dada no Apêndice G. O Apêndice H fornece uma tabela de valores padrão mais comuns de 
componentes para resistores, indutores e capacitores, para ser utilizada na resolução de diver- 
sos problemas de final de capítulo. A seção de respostas selecionadas fornece respostas para 
problemas selecionados de final de capítulo. 


MATERIAL ADICIONAL 


Na sala virtual deste livro (sv.pearson.com.br), professores e estudantes podem acessar os 
seguintes materiais adicionais a qualquer momento: 


Para professores 


Esse material é de uso exclusivo para professores e está prote- 
gido por senha. Para ter acesso a ele, os professores que ado- 
” Apresentações em PowerPoint. tam o livro devem entrar em contato com seu representante 


e Manual de soluções (em inglês). Pearson ou enviar e-mail para ensinosuperiorOpearson.com. 


Para estudantes 


e Manual de introdução ao PSpice? (em inglês). 
* Manual de introdução ao Multisimº (em inglês). 


AGRADECIMENTOS 


Há muitas pessoas esforçadas nos bastidores de nossa editora que merecem nossa gra- 
tidão pelo empenho dedicado a esta décima edição. Na Pearson, gostaríamos de agradecer a 
Andrew Gilfillan, Rose Kernan, Gregory Dulles, Tim Galligan e Scott Disanno por seu contí- 
nuo apoio e incentivo, sua conduta profissional, sua disposição em ouvir e seus meses de longas 
horas sem fim de semana. Os autores também agradecem à equipe da Integra Software Solu- 
tions por sua dedicação e trabalho árduo na composição deste livro. Os agradecimentos são 
extensivos a Kurt Norlin por sua ajuda na conferência do texto e dos problemas. 

Somos muito gratos pelos diversos professores e alunos que fizeram revisões formais do 
livro ou ofereceram feedback positivo e sugestões de melhoria de modo mais informal. Temos 
prazer em receber e-mails de professores e alunos que usam o livro, mesmo quando apontam 
um erro que nos escapou no processo de revisão. Fomos contatados por pessoas que usam 
nosso livro em todo o mundo e agradecemos a todos por se darem a esse trabalho. Usamos 
o máximo possível de suas sugestões para continuar a melhorar o conteúdo, a pedagogia e a 
apresentação da obra. Somos privilegiados em ter a oportunidade de impactar a experiência 
educacional dos muitos milhares de futuros engenheiros que vão utilizar este livro. 

James W. Nilsson 
Susan A. Riedel 


Capítulo 


Variáveis de circuitos 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


1.1 Engenharia elétrica: uma visão geral 1.4 Tensão e corrente 
1.2 O Sistema Internacional de Unidades 1.5 O elemento básico ideal de circuito 
1.3 Análise de circuitos: uma visão geral 1.6 Potência e energia 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Entender e saber utilizar as unidades do SI e os prefixos padronizados para potências de 10. 
2. Conhecer e saber utilizar as definições de tensão e corrente. 

3. Conhecer e saber utilizar as definições de potência e energia. 
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Saber utilizar a convenção passiva de sinal a fim de calcular a potência para um elemento básico ideal de circuito 
dadas sua tensão e corrente. 


A profissão de engenheiro eletricista é empolgante e desafiadora para quem se interessa por ciências e 
matemática aplicadas e tem a aptidão adequada. Nos últimos 150 anos, engenheiros eletricistas desempenharam 
um papel dominante no desenvolvimento de sistemas que mudaram o modo como as pessoas vivem e trabalham. 
Sistemas de comunicação por satélite, telefones, computadores digitais, televisores, equipamentos médicos cirúr- 
gicos e de diagnóstico, robôs de linhas de montagem e ferramentas elétricas são componentes representativos de 
sistemas que definem uma sociedade tecnológica moderna. Como engenheiro eletricista, você poderá participar 
dessa revolução tecnológica em curso, melhorando e refinando sistemas existentes e descobrindo e desenvolvendo 
novos sistemas para atender às necessidades de uma sociedade em constante transformação. 

Ao iniciar o estudo de análise de circuitos, você deve ter noção do lugar que esse estudo ocupa na hierarquia 
de tópicos que compreendem uma introdução à engenharia elétrica. Por essa razão, começaremos apresentando 
uma visão geral da engenharia elétrica e algumas ideias sobre um ponto de vista de engenharia relacionado com a 
análise de circuitos, além de uma revisão do Sistema Internacional de Unidades. 

Em seguida, vamos descrever em que consiste, de modo geral, a análise de circuitos e apresentaremos os conceitos 
de tensão e corrente. Discutiremos ainda um elemento básico ideal e a necessidade de um sistema de referência de pola- 
ridade. Por fim, concluiremos o capítulo descrevendo como corrente e tensão estão relacionadas com potência e energia. 


Circuitos elétricos 


Perspectiva prática 


Equilíbrio de potência 


Uma das habilidades mais importantes que você vai desenvolver é a capacidade 
de conferir suas respostas para os circuitos que projetar e fazer sua análise usando as 
ferramentas desenvolvidas neste texto. Um método comumente utilizado para verificar a 
validade das respostas consiste em equilibrar a potência no circuito. Os circuitos lineares 
que estudamos não têm nenhuma potência líquida, de modo que a soma das potências 
associadas a cada componente do circuito deve ser igual a zero. Se a potência total para 
o circuito for igual a zero, dizemos que ela está equilibrada; contudo, se for diferente de 
zero, precisamos encontrar os erros no cálculo. 

Como exemplo, vamos analisar um modelo muito simples de distribuição de ener- 
gia elétrica a uma residência, como mostramos a seguir. (Um modelo mais realista será 
examinado na Perspectiva prática do Capítulo 9.) Os componentes a e b representam a 


e 
a] 

—— nr —+——— mis 
E 


fonte de energia elétrica para a casa. Os componentes c, d'e e representam os fios que transportam a corrente elétrica da fonte 


para os dispositivos na casa que necessitam de potência elétrica. Os componentes f ge 


h representam lâmpadas, televisores, 


secadores de cabelo, geladeiras e outros aparelhos que funcionam à base de eletricidade. 
Após introduzirmos os conceitos de tensão, corrente, potência e energia, vamos examinar detalhadamente esse modelo de 
circuito e utilizar o equilíbrio de potência para determinar se os resultados da análise desse circuito estão corretos. 
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romakoma/Shutterstock 


1.1 Engenharia elétrica: uma visão geral 
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Elena Elisseeva/Alomy 


O engenheiro eletricista é o profissional que se ocupa com sistemas que produzem, 
transmitem e medem sinais elétricos. A engenharia elétrica combina os modelos de fenôme- 


nos naturais desenvolvidos pelos físicos com as ferramentas dos matemáticos, no sentido de 


produzir sistemas que atendam a necessidades práticas. Sistemas elétricos estão presentes 
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em todos os aspectos da vida: são encontrados em lares, escolas, locais de trabalho e meios 
de transporte espalhados por toda a parte. Começaremos por apresentar alguns exemplos de 
cada uma das cinco principais classificações de sistemas elétricos, a saber: 


e sistemas de comunicação; 
e sistemas de computação; 
e sistemas de controle; 

e sistemas de potência; 


e sistemas de processamento de sinais. 


Em seguida, descreveremos como os engenheiros eletricistas analisam e projetam tais sistemas. 


Sistemas de comunicação são sistemas elétricos que geram, transmitem e distribuem 
informações. Entre os exemplos mais conhecidos estão: equipamentos de televisão, como 
câmeras, transmissores, receptores e aparelhos de DVD; radiotelescópios, usados para explo- 
rar o universo; sistemas de satélites, que captam e transmitem imagens de outros planetas e 
do nosso; sistemas de radar, utilizados para controle de tráfego aéreo; e sistemas de telefonia. 


A Figura 1.1 representa os principais componentes de um sistema telefônico moderno. 
Começando pelo lado inferior esquerdo da figura, um microfone instalado dentro de um apare- 
lho telefônico transforma ondas sonoras em sinais elétricos. Esses sinais são transportados até 
uma central de comutação onde são combinados com os sinais de dezenas, centenas ou milha- 


res de outros telefones. Os sinais combinados saem da cen- 
tral de comutação, e a forma como isso se dá depende da 
distância a ser percorrida. Em nosso exemplo, tais sinais 
são enviados por fios dentro de cabos coaxiais subterrã- 


neos até uma estação de transmissão de micro-ondas. Ali, 


eles são transformados em frequências de micro-ondas e 
transmitidos a partir de uma antena transmissora, pelo ar 
e pelo espaço, passando por um satélite de comunicações, 
até uma antena receptora. A estação receptora de micro- 
-ondas transforma os sinais de forma a adequá-los a uma 
transmissão posterior, talvez em pulsos de luz, para serem 
enviados por cabos de fibra óptica. Ao chegarem à segunda 
central de comutação, os sinais combinados são separa- 
dos, e cada um é dirigido para o telefone apropriado, no 
qual um fone de ouvido atua como um alto-falante a fim 
de reconverter os sinais elétricos em ondas sonoras. Em 
cada estágio do processo, circuitos elétricos atuam sobre 
os sinais. Imagine o desafio envolvido em projetar, cons- 
truir e operar cada circuito de modo a garantir que todas as 
centenas de milhares de telefonemas simultâneos tenham 
conexões de alta qualidade. 

Os sistemas de computação usam sinais elétricos 
para processar informações, desde palavras até cálculos 
matemáticos. O tamanho e a potência desses sistemas 
abrangem desde calculadoras de bolso e computadores 
pessoais até supercomputadores que executam tarefas 
complexas, como o processamento de dados meteoroló- 
gicos e a modelagem de interações químicas de moléculas 


Figura 1.1 Sistema de telefonia. 
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orgânicas complexas. Entre esses sistemas, citamos as redes de microcircuitos, ou circuitos 
integrados — conjuntos de centenas, milhares ou milhões de componentes elétricos monta- 
dos sobre uma base do tamanho de um selo postal, que muitas vezes funcionam em níveis de 
velocidade e potência próximos dos limites da física fundamental, incluindo a velocidade da 
luz e as leis da termodinâmica. 

Os sistemas de controle utilizam os sinais elétricos para regular processos. Como exem- 
plos, citamos o controle de temperaturas, pressões e velocidades de escoamento em uma refi- 
naria de petróleo; a mistura combustível-ar no sistema eletrônico de injeção de um motor de 
automóvel; mecanismos como os motores, as portas e as luzes dos elevadores; e as comportas 
do Canal do Panamá. Os sistemas de piloto automático e aterrissagem por instrumentos que 
ajudam aviões a voar e aterrissar também são sistemas de controle conhecidos. 

Os sistemas de potência geram e distribuem energia elétrica. Esta, que é a base de nossa 
sociedade altamente tecnológica, é produzida normalmente em grandes quantidades por 
geradores nucleares, hidrelétricos e térmicos (a carvão, a óleo e a gás) e distribuída por uma 
rede de condutores que cruzam o país. O maior desafio de projetar e operar esse tipo de sis- 
tema é prover redundância e controle suficientes de modo que, se qualquer parte do equipa- 
mento falhar, isso não deixará uma cidade, um estado ou uma região completamente sem 
eletricidade. 


Os sistemas de processamento de sinais atuam sobre sinais elétri- 


cos que representam informações. Eles convertem os sinais e a informa- 


Figura 1.2 Tomografia computadorizada do ção neles contida a uma forma mais adequada. Há diversas maneiras de 
crânio de um adulto. 


processar sinais e suas informações. Por exemplo, sistemas de processa- 
mento de imagens coletam quantidade substancial de dados de satélites 
meteorológicos orbitais, reduzem esse volume a um nível administrável 
e transformam os dados restantes em uma imagem de vídeo que será 
apresentada no telejornal da noite. Uma tomografia computadorizada 
(TC) é outro exemplo de sistema de processamento de imagens. Esse 
equipamento usa sinais gerados por uma máquina especial de raios X e 
transforma-os em uma imagem, como a da Figura 1.2. Embora os sinais 


originais de raios X sejam de pouca utilidade para um médico, uma vez 
processados em uma imagem reconhecível, as informações ali contidas 


gr nad podem ser utilizadas para diagnosticar doenças e lesões. 


Há uma grande interação entre as disciplinas da engenharia envol- 
vidas no projeto e na operação dessas cinco classes de sistemas. Assim, 
engenheiros de comunicação usam computadores digitais para contro- 
lar o fluxo de informações. Computadores contêm sistemas de controle, 
e sistemas de controle contêm computadores. Sistemas de potência 
requerem extensos sistemas de comunicação para coordenar com segu- 
rança e confiabilidade a operação de componentes que podem estar 
dispersos por todo um continente. Um sistema de processamento de 
sinais pode envolver um sistema de comunicações, um computador e 
um sistema de controle. 

Um bom exemplo da interação entre sistemas é um avião comer- 
cial, como o mostrado na Figura 1.3. Um sofisticado sistema de comuni- 
cações possibilita ao piloto e ao controlador de tráfego aéreo monito- 
rar a localização da aeronave, permitindo que o controlador determine 


uma rota de voo segura para todas as aeronaves próximas, habilitando o 
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piloto a manter o avião na rota designada. Nos aviões comerciais mais modernos, um sistema 
de computador de bordo é usado para gerenciar funções do motor, implementar os sistemas 
de controle de navegação e de voo e gerar telas de informação em vídeo na cabine. Um com- 
plexo sistema de controle utiliza comandos de cabine para ajustar a posição e a velocidade do 
avião, produzindo os sinais adequados para motores e superfícies de controle (como os flaps 
das asas, ailerons e leme), visando a assegurar que a aeronave permaneça no ar com segurança 
e na rota desejada. A aeronave deve ter seu próprio sistema de fornecimento de eletricidade 
para se sustentar no ar e gerar e distribuir a energia elétrica necessária para manter acesas 
as luzes da cabine, fazer café e exibir filmes. Sistemas de processamento de sinais reduzem 
o ruído nas comunicações de tráfego aéreo e convertem informações sobre a localização do 
avião em imagens mais significativas em uma tela de vídeo na cabine. São muitos os desafios 
de engenharia envolvidos no projeto de cada um desses sistemas e em sua integração coerente 
como um todo. Por exemplo, eles devem operar em condições ambientais muito variáveis e 
imprevisíveis. Talvez o desafio de engenharia mais importante seja garantir que os projetos 
incorporem redundância suficiente para assegurar que os passageiros cheguem com segurança 
e na hora certa aos destinos desejados. 

Embora o interesse primordial dos engenheiros eletricistas possa se limitar a uma área 
específica, eles também precisam conhecer outras áreas que interagem com a de seu interesse. 
Essa interação é um dos fatores que torna a engenharia elétrica uma profissão desafiadora e 
estimulante. A ênfase da engenharia está em fazer as coisas funcionarem, de modo que um 
engenheiro tem a liberdade de aprender e utilizar qualquer técnica, de qualquer campo, que 
ajude a realizar um trabalho bem feito. 


Teoria de circuitos 


Em um campo tão vasto quanto o da engenharia elétrica, alguém pode cogitar se todas 
as ramificações dessa área têm algo em comum. A resposta é sim — os circuitos elétricos. Um 
circuito elétrico é um modelo matemático que se comporta de modo similar ao de um sistema 
elétrico real. Como tal, proporciona uma importante fundamentação para o aprendizado — 
nos cursos que você fará mais tarde e também em sua prática de engenharia — dos detalhes de 
como projetar e operar sistemas como os que acabamos de descrever. Os modelos, as técnicas 
matemáticas e a linguagem da teoria de circuitos vão formar a estrutura intelectual de suas 
futuras iniciativas na engenharia. 

Observa-se que o termo circuito elétrico costuma ser utilizado em referência a um sistema 
elétrico propriamente dito, bem como ao modelo que o representa. Neste livro, ao falarmos de 
um circuito elétrico, estaremos sempre nos referindo a um modelo, a menos que seja especi- 
ficado o contrário. É o aspecto de modelagem da teoria de circuitos que tem ampla aplicação 
em todas as disciplinas da engenharia. 

A teoria de circuitos é um caso especial da teoria eletromagnética: o estudo de cargas 
elétricas estáticas e em movimento. Embora a teoria geral do campo seja aparentemente um 
ponto de partida adequado para investigar sinais elétricos, sua aplicação, além de ser compli- 
cada, requer cálculos de matemática avançada. Por conseguinte, um curso de teoria eletromag- 
nética não é pré-requisito para se entender o material apresentado neste livro. No entanto, 
supomos que você já tenha realizado um curso de introdução à física, no qual os fenômenos 
elétricos e magnéticos foram discutidos. 

Três premissas básicas permitem-nos utilizar a teoria de circuitos, em vez da teoria ele- 
tromagnética, para estudarmos um sistema físico representado por um circuito elétrico. Essas 
premissas são as seguintes: 


Circuitos elétricos 


1. Efeitos elétricos acontecem instantaneamente em todo o sistema. Podemos adotar essa pre- 
missa porque sabemos que sinais elétricos se propagam à velocidade da luz ou próximo 
disso. Assim, se o sistema for suficientemente pequeno em termos físicos, sinais elétricos 
vão percorrê-lo com tamanha rapidez que podemos considerar que afetam todos os pon- 
tos do sistema simultaneamente. Um sistema tão pequeno que nos permita adotar essa 
premissa é denominado sistema de parâmetros concentrados. 


2. A carga líquida em cada componente do sistema é sempre igual a zero. Desse modo, 
nenhum componente pode acumular um excesso líquido de carga, embora alguns 
componentes, como você verá mais adiante, possam conter cargas separadas iguais, 
porém opostas. 


3. Não há nenhum acoplamento magnético entre os componentes de um sistema. Como 
demonstraremos mais adiante, o acoplamento magnético pode ocorrer dentro de um 
componente. 


É isso; não há outras premissas. A utilização da teoria de circuitos proporciona soluções 
simples (com precisão suficiente) para problemas que se tornariam irremediavelmente com- 
plicados caso utilizássemos a teoria eletromagnética. Esses benefícios são tão grandes que, às 
vezes, engenheiros projetam sistemas elétricos especificamente para garantir que essas premis- 
sas sejam cumpridas. A importância das premissas 2 e 3 ficará evidente após apresentarmos os 
elementos básicos de circuito e as regras para se analisar elementos interconectados. 

Contudo, precisamos examinar melhor a premissa 1. A questão é: “Que tamanho um sis- 
tema físico deve ter para se qualificar como um sistema de parâmetros concentrados?” Pode- 
mos responder à pergunta pelo lado quantitativo, observando que sinais elétricos se propagam 
como ondas. Se o comprimento de onda do sinal for grande em comparação às dimensões físi- 
cas do sistema, teremos um sistema de parâmetros concentrados. O comprimento de onda À é 
a velocidade dividida pela taxa de repetição, ou frequência, do sinal; isto é, À = c/f. A frequên- 
cia fé medida em hertz (Hz). Por exemplo, os sistemas de distribuição de energia elétrica nos 
Estados Unidos funcionam a 60 Hz. Se usarmos a velocidade da luz (c = 3 X 108 m/s) como a 
velocidade de propagação, o comprimento de onda será 5 X 10º m. Se a dimensão física do sis- 
tema em questão for menor do que esse comprimento de onda, podemos representá-lo como 
um sistema de parâmetros concentrados e usar a teoria de circuitos para analisar seu compor- 
tamento. Como definimos menor? Uma boa norma é a regra do 1/10: se a dimensão do sistema 
for 1/10 (ou menos) da dimensão do comprimento de onda, teremos um sistema de parâmetros 
concentrados. Assim, contanto que a dimensão física do sistema de potência seja menor do 
que 5 X 10º m, podemos tratá-lo como um sistema de parâmetros concentrados. 

Por outro lado, a frequência da propagação de sinais de rádio é da ordem de 10º Hz. Por- 
tanto, o comprimento de onda é 0,3 m. Usando a regra do 1/10, as dimensões relevantes de 
um sistema de comunicação que envia ou recebe sinais de rádio devem ser menores do que 
3 cm para qualificá-lo como um sistema de parâmetros concentrados. Sempre que qualquer 
das dimensões físicas pertinentes a um sistema em estudo se aproximar do comprimento de 
onda de seus sinais, devemos usar a teoria eletromagnética para analisá-lo. Neste livro, estuda- 
mos circuitos derivados de sistemas de parâmetros concentrados. 


Resolução de problemas 


Como engenheiro, ninguém lhe pedirá para resolver problemas que já foram soluciona- 
dos. Seja melhorando o desempenho de um sistema existente, seja criando um novo sistema, 
você vai lidar com problemas não resolvidos. Entretanto, como estudante, grande parte de sua 
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atenção será dedicada à discussão de problemas solucionados. Ao ler e discutir como foram 
solucionados no passado e resolver sozinho problemas relacionados, em casa ou em exames, 
você começará a desenvolver as habilidades para tratar com sucesso os problemas não resol- 
vidos que encontrará como engenheiro. 

Apresentamos a seguir alguns procedimentos gerais para a resolução de problemas. Mui- 
tos deles se referem a pensar em sua estratégia de solução e organizá-la antes de partir para 
os cálculos. 


1. Identifique o que é dado e o que tem de ser achado. Ao resolver problemas, você precisa 

saber qual é seu destino antes de escolher um caminho para chegar lá. O que o problema 
está pedindo, que você resolva ou determine? Às vezes, o objetivo do problema é óbvio; 
outras vezes, pode ser necessário parafraseá-lo ou organizar listas ou tabelas de informa- 
ções conhecidas e desconhecidas para identificar seu objetivo. 
O enunciado do problema pode conter informações irrelevantes que devem ser filtradas e 
descartadas antes de prosseguir. Por outro lado, podem ser oferecidas informações incom- 
pletas ou de complexidades maiores do que se pode tratar com os métodos de solução dis- 
poníveis. Nesse caso, você precisará adotar premissas para complementar as informações 
ou simplificar o contexto do problema. Caso seus cálculos fiquem “travados” ou produ- 
zam uma resposta aparentemente sem sentido, esteja preparado para voltar e reconside- 
rar informações e/ou premissas que supôs irrelevantes. 


2. Trace um diagrama do circuito ou outro modelo visual. Traduzir a descrição verbal de um 
problema em um modelo visual costuma ser uma etapa útil no processo de solução. Se já 
houver um diagrama do circuito, pode ser que você tenha de lhe acrescentar informações, 
como legendas, valores ou direções de referências. Talvez você queira redesenhar o cir- 
cuito de uma forma mais simples, porém equivalente. Mais adiante, neste livro, apresenta- 
remos métodos para desenvolver esses circuitos equivalentes simplificados. 


3. Pense em vários métodos de solução e decida como escolher o mais adequado. Este curso 
vai ajudá-lo a montar um conjunto de ferramentas analíticas, muitas das quais poderão 
funcionar em um dado problema. No entanto, um método pode produzir um número 
menor de equações a serem resolvidas do que outro, ou exigir apenas cálculo algébrico 
em vez de cálculo diferencial ou integral para achar a solução. Se você puder prever tais 
procedimentos eficientes, também poderá organizar seus cálculos de um modo muito 
melhor. Ter um método alternativo em mente pode ser útil, caso sua primeira tentativa de 
solução não funcione. 


4. Encontre uma solução. Seu planejamento até este ponto deve tê-lo ajudado a identificar 
um bom método analítico e as equações corretas para o problema. Agora vem a solução 
dessas equações. Há métodos que utilizam lápis e papel, calculadora e computadores, e 
todos estão disponíveis para executar os cálculos propriamente ditos da análise de circuitos. 
A eficiência e as preferências de seu professor indicarão quais ferramentas você deve usar. 


5. Usesua criatividade. Se você suspeitar que sua resposta não tem base ou que seus cálculos 
aparentemente não o estão levando a nenhum lugar, pare e pense em alternativas. Talvez 
você tenha de rever suas premissas ou selecionar um método de solução diferente. Ou, 
então, pode ser que precise adotar uma abordagem menos convencional para a resolução 
do problema, como trabalhar no sentido inverso, partindo de uma solução. Este livro dá 
respostas para todos os Problemas para avaliação e para muitos dos problemas de final de 
capítulo, de modo que você pode trabalhar de trás para a frente quando empacar em algum 
ponto. No mundo real, você não terá respostas com antecedência, mas poderá ter em mente 
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um resultado desejado a partir do qual poderá trabalhar em sentido inverso. Entre outras 
abordagens criativas, podem-se fazer comparações com outros tipos de problema que você 
já resolveu com sucesso, seguir sua intuição ou um palpite sobre como prosseguir ou sim- 
plesmente deixar o problema de lado por um tempo e retomá-lo mais tarde. 


6. Teste sua solução. Pergunte a si mesmo se a solução que obteve faz sentido. O valor núme- 
rico parece razoável? A solução pode ser realizada em termos físicos? Talvez você queira 
ir mais fundo e resolver novamente o problema usando um método alternativo. Isso não 
somente testará a validade de sua resposta original, mas também vai ajudá-lo a desen- 
volver sua intuição sobre os métodos de solução mais eficientes para vários tipos de pro- 
blemas. No mundo real, projetos em que a segurança é crucial são sempre conferidos por 
vários meios independentes. Adquirir o hábito de checar suas respostas só lhe trará bene- 
fícios, seja como estudante, seja como engenheiro. 


Essas etapas de resolução de problemas não podem ser usadas como uma receita para 
resolver todo problema que aparecer neste ou em outro curso qualquer. Talvez você tenha 
de pular ou mudar a ordem de alguma etapa, ou ainda elaborar outras etapas para resolver 
determinado problema. Use-as como uma diretriz para desenvolver um estilo de resolução de 
problemas que funcione no seu caso. 


1.2 O Sistema Internacional de Unidades 


Engenheiros comparam resultados teóricos com experimentais e também projetos de 
engenharia concorrentes usando medidas quantitativas. A engenharia moderna é uma profis- 
são multidisciplinar na qual equipes de engenheiros trabalham juntas em projetos e só podem 
comunicar seus resultados de modo significativo se todos usarem as mesmas unidades de 
medida. O Sistema Internacional de Unidades (abreviado como ST) é utilizado por todas as 
principais sociedades de engenharia e pela maioria dos engenheiros em todo o mundo; por 
isso, nós o adotamos neste livro. 


As unidades do SI são baseadas em sete quantidades definidas: 


º comprimento; e corrente elétrica; 
e massa; e temperatura termodinâmica; 
e tempo; e quantidade de substância; 


e intensidade luminosa. 


Tabela 1.1 O Sistema Internacional de Unidades (Sl). 


Essas quantidades, juntamente com a unidade 
Quantidade Umckiaia Siminh básica e o símbolo de cada uma, são apresentadas na 
Tabela 1.1. Embora não sejam unidades do SI em sen- 


Comprimento metro m 
tido estrito, as unidades de tempo conhecidas, como 
Massa quilograma kg E . j 
o minuto (60 s), a hora (3.600 s) e assim por diante, 
Tempo segundo s E ; 
ç i são usadas frequentemente em cálculos de engenha- 
orrente elétrica ampêre A : ; . . ; as : 

P ria. Além disso, quantidades definidas são combinadas 
pra Eraldo R para formar unidades derivadas. Algumas, como força, 
termodinâmica energia, potência e carga elétrica, você já conhece de 
Quantidade de substância mol mel outros cursos de física. A Tabela 1.2 apresenta uma 
Intensidade luminosa candela cd lista das unidades derivadas usadas neste livro. 

Fonte: National Institute of Standards and Technology Special Em muitos casos, a unidade do SI é muito 


Publication 330, mar. 2008, 96 p. pequena ou muito grande para ser usada de modo 
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Tabela 1.2 Unidades derivadas no SI. Tabela 1.3 Prefixos padronizados que representam potências de 10. 
Nome da unidade Prefixo Símbolo Potência 
Quantidade (Símbolo) Fórmula ato E 10-18 
Frequência hertz (Hz) st feto f 101 
Força newton (N) kg: m/s? Pieo P ga 
nano n 10º 
Energia ou trabalho joule (J) N-m Misia E 1076 
Potência watt (W) J/s mili m 103 
Carga elétrica coulomb (C) Ass centi 6 102 
Potencial elétrico volt (V) J/C deci d 10"! 
Resistência elétrica ohm (0) V/A deca da 10 
Condutância elétrica siemens (S) AIV Recto H W 
ta quilo k 108 
Capacitância elétrica farad (F) C/V méBa M 106 
Fluxo magnético weber (Wb) Vs giga G 10º 
Indutância henry (H) Wb/A tera T 1012 
Fonte: National Institute of Standards and Technology Special Fonte: National Institute of Standards and Technology Special 
Publication 330, mar. 2008, 96 p. Publication 330, mar. 2008, 96 p. 


conveniente. Então, prefixos padronizados, correspondentes a potências de 10, são aplicados 
à unidade básica, como mostra a Tabela 1.3. Todos esses prefixos são corretos, mas os enge- 
nheiros costumam usar apenas os que representam potências divisíveis por 3; assim, centi, 
deci, deca e hecto são raramente usados. Ademais, eles selecionam com frequência o prefixo 
que traz o número base para a faixa entre 1 e 1.000. Suponha que um cálculo de tempo dê 
como resultado 10), isto é, 0,00001 s. A maioria dos engenheiros descreveria essa quanti- 
dade como 10 us, isto é,10%= 10X 10, em vez de 0,01 ms ou 10.000.000 ps. 

O Exemplo 1.1 ilustra um método para converter um conjunto de unidades a outro e tam- 
bém utilizar prefixos para potências de dez. 


EXEMPLO 1.1 Como usar unidades do Sl e prefixos para potências de 10. 


Se um sinal viaja em um cabo a 80% da velocidade da luz, qual é o comprimento de cabo, em polega- 
das, que representa 1 ns? 


Solução 
Para começar, note que 1 ns= 10º. s. Além disso, lembre-se de que a velocidade da luz equivale a c=3X 
108 m/s. Assim, 80% da velocidade da luz é 0,8c = (0,8)(3 X 108) = 2,4 X 108 m/s. Usando um produto de 


razões, podemos converter 80% da velocidade da luz de metros por segundo para polegadas por nanos- 
segundos. O resultado é a distância em polegadas percorrida em 1 ns: 


24X 10êm | 1s 100cm 1pol 


Is 10º ns im 2,54cm 
2.4 X 10º)(100 
al 5 A 9,45 pol/ns 
(10)(2,54) 


Portanto, um sinal que viaja a 80% da velocidade da luz cobrirá 9,45 polegadas do cabo em 1 
nanossegundo. 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender e saber utilizar as unidades do Sl e os prefixos padronizados para potências de 10. 


1.1 Suponha que um sinal telefônico viaje em um cabo a dois terços da velocidade da luz. Quanto tempo 


levará para esse sinal ir de Nova York a Miami, se a distância for de aproximadamente 1.100 milhas? 


Resposta: 8,85 ms. 


1.2 Quantos dólares por milissegundo o Governo Federal teria de arrecadar para cobrir um déficit de US$ 


100 bilhões em um ano? 
Resposta: US$ 3,17/ms. 


NOTA: tente resolver também os problemas 1.1, 1.3€ 1.5, apresentados no final deste capítulo. 


1.3 Análise de circuitos: uma visão geral 


Antes de nos envolvermos nos detalhes da análise de circuitos, precisamos de uma visão 
geral do que seja um projeto de engenharia e, especificamente, um projeto de circuitos elétri- 
cos. O propósito disso é fornecer uma perspectiva do lugar que a análise de circuitos ocupa no 
contexto geral do projeto de circuitos. Embora este livro se concentre na análise de circuitos, 
tentamos oferecer oportunidades para projetos de circuito, quando adequado. 


Todos os projetos de engenharia partem de uma necessidade, como mostra a Figura 1.4. 
Essa necessidade pode surgir da intenção de melhorar um projeto existente ou criar algo 


Figura 1.4 Modelo conceitual para projeto de 
engenharia elétrica. 


totalmente novo. Uma avaliação cuidadosa de uma 
necessidade resulta em especificações de projeto, que 
são suas características mensuráveis. Uma vez proposto 
um projeto, suas especificações permitem-nos avaliar se 
ele atende ou não à necessidade. 

Em seguida, vem o conceito do projeto. Esse con- 
ceito deriva de um entendimento pleno das especifica- 
ções de projeto, aliado a uma percepção da necessidade, 
que vem do conhecimento e da experiência. O conceito 
pode ser materializado como um esboço, uma descrição 
por escrito ou de alguma outra forma. Normalmente, 
a etapa seguinte é traduzir o conceito em um modelo 
matemático. O modelo matemático que costuma ser 
usado para sistemas elétricos é um modelo de circuito. 

Os elementos que compreendem o modelo de cir- 
cuito são denominados componentes ideais de circuito. 
Trata-se de um modelo matemático de um componente 
elétrico propriamente dito, como uma bateria ou uma 
lâmpada elétrica. É importante que o componente ideal 
usado em um modelo represente o comportamento 
do componente elétrico real com um grau de precisão 
aceitável. Então, as ferramentas de análise de circuitos, 
tema deste livro, são aplicadas ao circuito. Essa análise 
é baseada em técnicas matemáticas e usada para prever 
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o comportamento do modelo e de seus componentes ideais. Uma comparação entre o com- 
portamento desejado, dado pelas especificações de projeto, e o previsto, a partir da análise de 
circuitos, pode resultar no refinamento do modelo e seus elementos ideais. Uma vez que os 
comportamentos desejados e os previstos estejam em consonância, pode-se construir um pro- 
tótipo físico. 

O protótipo físico é um sistema elétrico real, construído com componentes elétricos reais. 
Técnicas de medição são utilizadas para determinar o comportamento quantitativo, real, do 
sistema físico. Esse comportamento real é comparado com o comportamento desejado dado 
pelas especificações de projeto e com o comportamento previsto pela análise de circuitos. As 
comparações podem resultar em refinamentos do protótipo físico, do modelo de circuito ou de 
ambos. A certa altura, esse processo iterativo, pelo qual modelos, componentes e sistemas são 
continuamente refinados, pode produzir um projeto que cumpre, com precisão, as especifica- 
ções de projeto e, portanto, atende à necessidade. 

Essa descrição deixa claro que a análise de circuitos desempenha um papel muito impor- 
tante no processo de projeto. Como a análise de circuitos é aplicada a modelos de circuito, 
engenheiros em atividade procuram utilizar aqueles já testados, de modo que os projetos 
resultantes atendam às especificações na primeira iteração. Neste livro, usamos modelos que 
foram testados por um período de 20 a 100 anos; pode-se supor que sejam modelos maduros. A 
capacidade de modelar sistemas elétricos reais com elementos ideais de circuito torna a teoria 
de circuitos muito útil para a engenharia. 

Afirmar que a interconexão de elementos ideais de circuito pode ser usada para fazer 
uma previsão quantitativa do comportamento de um sistema implica que podemos descre- 
ver essa interconexão por meio de equações matemáticas. Para que as equações matemáticas 
sejam úteis, devemos escrevê-las em termos de grandezas mensuráveis. No caso dos circuitos, 
essas grandezas são tensão e corrente, que discutiremos na Seção 1.4. O estudo da análise de 
circuitos envolve o entendimento do comportamento de cada elemento ideal de circuito no 
que se refere à sua tensão e corrente e das restrições impostas a essas grandezas como resul- 
tado da interconexão dos elementos ideais. 


1.4 Tensão e corrente 


O conceito de carga elétrica é a base para se descrever todos os fenômenos elétricos. 
Vamos revisar algumas características importantes da carga elétrica. 


e | A carga é bipolar, o que significa que efeitos elétricos são descritos em termos de cargas 
positivas e negativas. 

e A carga elétrica existe em quantidades discretas, que são múltiplos inteiros da carga ele- 
trônica, 1,6022 X 10 C. 

e Efeitos elétricos são atribuídos tanto à separação entre cargas quanto a cargas em 
movimento. 


Na teoria de circuitos, a separação entre cargas dá origem a uma força elétrica (tensão), e 
seu movimento dá origem a um fluxo elétrico (corrente). 

Os conceitos de tensão e corrente são úteis do ponto de vista da engenharia porque podem 
ser expressos quantitativamente. Sempre que cargas positivas e negativas estão separadas, há 
gasto de energia. Tensão é a energia por unidade de carga criada pela separação. Expressamos 
essa razão em forma diferencial como 
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Definição > 
de tensão 


Definição D 
de corrente 


= Er (1.1) 
em que 
v= a tensão em volts, 
w = a energia em joules, 
q = a carga em coulombs. 
Os efeitos elétricos causados por cargas em movimento dependem da variação temporal 
de carga. Essa variação de carga é conhecida como corrente elétrica e expressa como 


je (1.2) 


em que 

i= a corrente elétrica em ampêres, 

q = a carga em coulombs, 

t=o tempo em segundos. 

As equações 1.1 e 1.2 são definições para a magnitude de tensão e corrente, respectiva- 
mente. A natureza bipolar da carga elétrica requer que designemos referências de polaridade 
a essas variáveis, o que faremos na Seção 1.5. 

Embora a corrente seja composta de elétrons discretos em movimento, não precisamos 
considerá-los individualmente por causa de sua enorme quantidade. Em vez disso, podemos 
imaginar os elétrons e suas cargas correspondentes como uma entidade única que flui suave- 
mente. Assim, i é tratada como uma variável contínua. 

Uma vantagem de usar modelos de circuito é que podemos modelar um componente 
estritamente em termos da tensão e da corrente em seus terminais. Por isso, dois componen- 
tes com estruturas físicas diferentes podem ter a mesma relação entre a tensão e a corrente 
no terminal. Se isso ocorrer, no que concerne à análise de circuitos, eles serão idênticos. Uma 
vez que sabemos como um componente se comporta em seus terminais, podemos analisar 
seu comportamento em um circuito. Contudo, quando desenvolvemos modelos de circuitos, 
interessa-nos o comportamento interno de um componente. Por exemplo, poderíamos que- 
rer saber se a condução de carga está ocorrendo porque há elétrons livres se movimentando 
pela estrutura cristalina de um metal ou se é por causa de elétrons que estão se movimen- 
tando dentro das ligações covalentes de um material semicondutor. Todavia, essas questões 
extrapolam o domínio da teoria de circuitos. Neste livro, adotamos modelos de circuitos que 
já foram desenvolvidos; não discutimos como se desenvolvem modelos de componentes. 


1.5 O elemento básico ideal de circuito 


Um elemento básico ideal de circuito possui três atributos: (1) tem apenas dois termi- 
nais, que são pontos de conexão com outros componentes de circuito; (2) é descrito mate- 
maticamente em termos de corrente e/ou tensão; e (3) não pode ser subdividido em outros 
elementos. Usamos a palavra ideal para indicar que um elemento básico de circuito não 
existe como um componente fisicamente realizável. Contudo, como discutimos na Seção 1.3, 
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elementos ideais podem ser conectados para modelar dispositivos e siste- Figura 1.5 Elemento básico ideal de 
mas reais. Usamos a palavra básico para indicar que o elemento de circuito circuito. 
não pode ser reduzido ainda mais ou subdividido em outros elementos. i 
Assim, os elementos básicos de circuito são os blocos de construção dos 

modelos de circuitos, mas, por si mesmos, eles não podem ser modelados o ww 
com qualquer outro tipo de elemento. 


A Figura 1.5 é uma representação de um elemento básico ideal de circuito. A caixa está vazia 
porque neste momento não nos interessa que tipo de elemento de circuito está contido nela. Nessa 
figura, a tensão nos terminais da caixa é denotada por v, e a corrente no elemento de circuito é 
denotada por i. A referência de polaridade para a tensão é indicada pelos sinais de mais e menos, 
e a direção de referência para a corrente é mostrada pela seta que aponta o sentido de seu fluxo. A 
interpretação dessas referências, quando são dados valores numéricos positivos ou negativos para 
ve para i, está resumida na Tabela 1.4. Note que, em linguagem algébrica, a noção de uma carga 
positiva que flui em uma direção é equivalente à de uma carga negativa que flui na direção oposta. 


Tabela 1.4 Interpretação das direções de referência na Figura 1.5. 


Valor positivo Valor negativo 


v queda de tensão do terminal 1 para o terminal? | elevação de tensão do terminal 1 para o terminal 2 


ou ou 
elevação de tensão do terminal 2 para o terminal1 - queda de tensão do terminal 2 para o terminal 1 
i fluxo de carga positiva do terminal 1 para o fluxo de carga positiva do terminal 2 para o 
terminal 2 terminal 1 
ou ou 
fluxo de carga negativa do terminal 2 para o fluxo de carga negativa do terminal 1 para o 
terminal 1 terminal 2 


As designações da polaridade de referência para tensão e da direção de referência para 
corrente são inteiramente arbitrárias. Contudo, uma vez designadas, você deve escrever todas 
as equações subsequentes em consonância com as referências escolhidas. A convenção de sinal 
mais amplamente usada para essas referências, inclusive neste livro, denomina-se convenção 
passiva. Ela pode ser enunciada da seguinte maneira: 


Sempre que a direção de referência para a corrente em um elemento estiver na direção 
da queda da tensão de referência no elemento (como na Figura 1.5), use um sinal posi- 
tivo em qualquer expressão que relacione a tensão com a corrente. Caso contrário, use 
um sinal negativo. 


4 Convenção 
passiva 


Aplicamos essa convenção de sinal em todas as análises seguintes. Nosso objetivo de 
apresentá-la antes mesmo de introduzir os diversos tipos de elementos básicos de circuito é 
que você grave o fato de que a seleção de referências de polaridade com a adoção da conven- 
ção passiva não depende dos elementos básicos, nem do tipo de interconexões feitas com eles. 
Apresentaremos a aplicação e a interpretação da convenção passiva em cálculos de potência 
na Seção 1.6. 

O Exemplo 1.2 ilustra um uso da equação que define corrente. 
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EXEMPLO 1.2 Relação entre corrente e carga. 


Não existe carga no terminal superior do elemento na Figura 1.5 para t < 0. Em t= 0, uma corrente de 
5 A começa a fluir no terminal superior. 


a) Derive a expressão para a carga acumulada no terminal superior do elemento para t > 0. 


b) Se a corrente for interrompida após 10 segundos, qual será a quantidade de carga acumulada na 
parte superior do terminal? 


Solução 


a) A partir da definição de corrente dada pela Equação 1.2, a expressão para acumulação de carga 
devido ao fluxo de corrente é 


g(t) = ficas 


Portanto, 


t 
=5t— 5(0) = 5tC parat > 0. 
0 


t 
q(t) - [sax = 5x 
0 


b) A carga total que se acumula na parte superior do terminal em 10 segundos, devido a uma corrente 
deS A, é q(10) = 5(10) =50C. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Conhecer e saber utilizar as definições de tensão e corrente. 


1.3 A corrente nos terminais do elemento da Figura 1.5 é 
1=0, psd): 
i=200 SMA, t=0. 


Calcule a carga total (em microcoulombs) que entra no elemento em seu terminal superior. 
Resposta: 4.000 uC. 


1.4 A expressão para a carga que entra no terminal superior da Figura 1.5 é 


1 
(é a Sem C, 
(04 a 


Determine o valor máximo da corrente elétrica que entra no terminal se a = 0,03679 s 1. 
Resposta: 10 A. 


NOTA: tente resolver também o Problema 1.8, apresentado no final deste capítulo. 
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1.6 Potência e energia 


Cálculos de potência e energia também são importantes na análise de circuitos. Uma 
razão disso é que, embora tensão e corrente sejam variáveis úteis na análise e no projeto 
de sistemas que utilizam a eletricidade, muitas vezes o resultado útil do sistema não é 
expresso em termos elétricos, mas em termos de potência ou energia. Outra razão é que 
todos os dispositivos práticos têm uma limitação para a quantidade de potência que podem 
manipular. Por conseguinte, durante o projeto, os cálculos de tensão e corrente não são 
suficientes por si sós. 

Agora, relacionaremos potência e energia com tensão e corrente e, ao mesmo tempo, uti- 
lizaremos o cálculo de potência para ilustrar a convenção passiva. Lembre-se do conceito da 
física básica segundo o qual a potência é a taxa de variação temporal do gasto ou da absor- 
ção de energia. (Uma bomba d'água de 75 kW pode bombear mais litros por segundo do que 
outra de 75 kW.) Em linguagem matemática, a energia por unidade de tempo é expressa na 
forma de uma derivada, ou 


pese (1.3) 4 Definição de 
di potência 
em que 
p= a potência em watts, 
w = a energia em joules, 
t=o tempo em segundos. 
Assim, 1 W equivale a 1 J/s. 
A potência associada ao fluxo de carga decorre diretamente da definição de tensão e cor- 
rente nas equações 1.1 e 1.2,ou 
dy | (Se ( 52) 
Poa Nag Na) 
portanto 
p=vi (1.4) «4 Equação de 
potência 
em que 


p= a potência em watts, 

v = a tensão em volts, 

i=a corrente em ampéres. 

A Equação 1.4 mostra que a potência associada ao elemento básico de circuito é simples- 
mente o produto da corrente no elemento pela tensão em seus terminais. Por conseguinte, 
potência é uma quantidade associada a um par de terminais, e temos de saber determinar, por 
nossos cálculos, se ela está sendo fornecida ao par de terminais ou extraída deles. Essa infor- 
mação advém da correta aplicação e interpretação da convenção passiva. 

Se usarmos a convenção passiva, a Equação 1.4 estará correta se o sentido escolhido para 
a corrente for o mesmo que o da queda de tensão entre os terminais do elemento — caso con- 
trário, a Equação 1.4 deve ser escrita com um sinal de menos. Em outras palavras, se o sentido 
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Figura 1.6 Referências de polaridade e a expressão escolhido para a corrente corresponder ao do aumento de 


para potência. 


i 


tensão, a expressão para a potência deverá ser 


v 
—————— ES 


(a) p = vi 


si p=—vi (1.5) 

vv 

ne O sinal algébrico da potência é baseado no movimento 
(b) p=-vi de cargas e em quedas e elevações de tensão. Quando cargas 


positivas se movimentam através de uma queda de tensão, 


i perdem energia; quando se movimentam por meio de uma 


Interpretação D 
do sinal 
algébrico de 
potência 


E el elevação de tensão, ganham energia. A Figura 1.6 resume a 
( 
+ 02 relação entre as referências de polaridade para tensão e cor- 
rente e a expressão para potência. 
(d) p = vi 


Agora, podemos enunciar a regra para interpretar o 
sinal algébrico de potência: 


Se a potência for positiva (isto é, se p > 0), significa que o circuito dentro da caixa está 
absorvendo potência. Se for negativa (isto é, se p < 0), então o circuito dentro da caixa 
está fornecendo potência. 


Por exemplo, suponha que selecionamos as referências de polaridade mostradas na Figura 
1.6(b). Admita, ainda, que nossos cálculos da corrente e da tensão dão os seguintes resultados 
numéricos: 


i=4A e v=-10V. 
Então, a potência associada ao par de terminais 1,2 é 
p=——10)(4) = 40 W. 


Assim, o circuito dentro da caixa está absorvendo 40 W. 

Para aprofundar essa análise, imagine que um colega esteja resolvendo o mesmo pro- 
blema, mas escolheu as polaridades de referência mostradas na Figura 1.6(c). Os valores 
numéricos resultantes são 


Ii=4A, v=10V e p=40W. 


Observe que, interpretando esses resultados em termos desse sistema de referência, che- 
gamos às mesmas conclusões que obtivemos antes — ou seja, que o circuito dentro da caixa 
está absorvendo 40 W. Na verdade, qualquer um dos sistemas de referência da Figura 1.6 leva 
ao mesmo resultado. 

O Exemplo 1.3 ilustra a relação entre tensão, corrente, potência e energia para um ele- 
mento básico ideal de circuito e o uso da convenção passiva. 


EXEMPLO 1.3 Relação entre tensão, corrente, potência e energia. 


Admita que a tensão nos terminais do elemento na Figura 1.5, cuja corrente foi definida no Problema 
para avaliação 1.3, é 
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v=0 t<0; 


v = 1085000 EV t=0. 


a) Calcule a energia fornecida ao elemento em 1 ms. 

b) Calcule a energia total (em joules) absorvida pelo elemento de circuito. 

Solução 

a) Uma vez que a corrente está entrando no terminal + da queda de tensão definida pelo elemento 


na Figura 1.5, utilizamos um sinal de “+” na equação da potência. 


p = vi = (10.0006 *º0)(20e 390% = 200.000e 710000 
p(0,001) = 200.000€ 19900001) = 200.000e71º 
= 200.000(45,4 X 10º) = 0,908 W. 


b) A partir da definição de potência dada na Equação 1.3,a expressão para energia é 
t 
w(t) = focoas 
0 


Para encontrar a energia total fornecida, integre a expressão para energia, de zero até o infinito. 
Portanto, 


200.000€'19:000x | do 
—10.000 o 


= —20e º — (-20€º) = 0 + 20 = 20]. 


Witotal = / 200.0006710000x q — 


Assim, a energia total fornecida ao elemento de circuito é 20 J. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Conhecer e saber utilizar as definições de potência e energia. 
Objetivo 4 Saber utilizar a convenção passiva de sinal. 


1.5 Suponha que ocorra uma queda de tensão de 20 V em um elemento do terminal 2 para o terminal 1 e 
que uma corrente elétrica de 4 A entre no terminal 2. 
a) Especifique os valores de v e i para as referências de polaridade mostradas nas figuras 1.6 (a)-(d). 
b) Determine se o circuito dentro do quadrado está absorvendo ou fornecendo potência. 
c) Quanta potência o circuito está absorvendo? 


Resposta: 

(a) Circuito 1.6(a):v=—20V,i=—44; 
circuito 1.6(b):v = 20V,i=44A; 
circuito 1.6(c):v=20V,i=—4A; 
circuito 1.6(d):v=20V,i=44A. 

(b) Absorvendo. 

(c) 80 W. 
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1.6 Suponha que a tensão e a corrente nos terminais do elemento da Figura 1.5 sejam iguais a zero para t < 0. 
Para t = 0, elas são 
v = 80.000te 590 V, t=>0; 
= Ste NA, t=0. 


a) Determine o momento em que a energia fornecida para o elemento de circuito é máxima. 
b) Determine o valor máximo da potência. 


c) Determine a energia total fornecida ao elemento de circuito. 
Resposta: (a) 2 ms; (b) 649,6 mW; (c) 2,4 mJ. 
1.7 Uma linha de transmissão de alta tensão em corrente contínua (CC) de 800 kV, entre Celilo, Oregon e 


Sylmar, na Califórnia, conduz uma corrente de 1.800 A, como mostra a figura. Calcule a potência (em 


megawatts) no terminal de Oregon e indique a direção do fluxo de potência. 


1,8kA 
(++: 
Celilo E Sylmar 
Oregon da E Califórnia 
e e 


Resposta: 1.440 MW, de Celilo para Sylmar. 


NOTA: tente resolver também os problemas 1.12, 1.19 e 1.24, apresentados no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Equilíbrio de potência 


Um modelo do circuito que distribui energia elétrica para uma residência é exibido, na Figura 1.7, com as polaridades de 
tensão e os sentidos da corrente elétrica definidos para todos os componentes do circuito. Os resultados da análise de circuitos 
fornecem valores para todas essas tensões e correntes, os quais se encontram resumidos na Tabela 1.5. Para determinar se 
os valores dados estão corretos, calcule a potência associada a cada componente. Use a convenção passiva nos cálculos de 
potência, como mostrado a seguir. 


Pa = vaia = (120)(-10) = —1.200W  pp=—vpip= —(120)(9) = —1.080 W 


Pe = vei, = (10)(10) = 100 W Pa vis (10d) = =10W 
De vir  (=10)(-9) = 90W pr = —vrip = —(—100)(5) = 500 W 
Pg = vei, = (120)(4) = 480 W Pa Via — (=220(=5) = 1.100W 


Os cálculos de potência mostram que os componentes a, b e d estão fornecendo energia, uma vez que os valores de po- 
tência são negativos; enquanto os componentes c, e, f ge h estão absorvendo energia. Agora, verifique o equilíbrio de potência 
determinando a potência total fornecida e a potência total absorvida. 


sas Da ar De a = OO = LOBO — O) = 2200 NW/ 


Pabsorvida — Pe Ea De ar Dr Gio Pg aF Pn 
= 100 + 90 + 500 + 480 + 1.100 = 2.270 W 
Pfornecida+ Pabsorvida = 2.200 + 2.270= —20 W 
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Algo está errado — se os valores de tensão e corrente nesse circuito estivessem corretos, a potência total deveria ser 
igual a zero! Há um erro nos dados, e podemos identificá-lo a partir das potências calculadas, se ele está no sinal de um úni- 
co componente. Observe que, se dividirmos o total de potência por 2, obteremos —10 W, que é a potência calculada para 0 
componente d. Se a potência para o componente d fosse +10 W, a potência total seria igual a zero. As técnicas de análise de 
circuito apresentadas nos próximos capítulos podem ser usadas para mostrar que a corrente através do componente d' deve 
ser —1 A, não +1 A, conforme a Tabela 1.5. 


Figura 1.7 Modelo de circuito para distribuição de energia em 


Tabela 1.5 Valores de tensão e corrente para o circuito 


da Figura 1.7. 

Componente v(V) (A) 
a 120 —10 
b 120 9 
c 10 10 
d 10 1 
e =) =) 
f —100 
g 120 4 
h —220 = 


uma residência, com tensões e correntes definidas. 


q Us 


=. 
—=- 
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= 
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NOTA: avalie sua compreensão da Perspectiva prática, tentando solucionar os problemas 1.34 e 1.35, apresentados no final deste capítulo. 


Resumo 


O Sistema Internacional de Unidades (SI) habi- 
lita engenheiros a comunicarem resultados quan- 
titativos de modo significativo. A Tabela 1.1 
resume as unidades básicas do SI; a Tabela 1.2 
apresenta algumas unidades derivadas do SI. 
(Seção 1.2.) 


A análise de circuitos é baseada nas variáveis 
tensão e corrente. (Seção 1.3.) 


Tensão é a energia por unidade de carga criada 
pela separação entre cargas, e sua unidade do SI 
é o volt (v= dw/dg). (Seção 1.4.) 


Corrente é a taxa de fluxo de carga, e sua uni- 
dade do SI é o ampére (i = dg/dt). (Seção 1.4.) 


O elemento básico ideal de circuito é um com- 
ponente com dois terminais que não pode ser 
subdividido; ele pode ser descrito matematica- 
mente em termos da tensão e da corrente em 
seus terminais. (Seção 1.5.) 


A convenção passiva usa um sinal positivo na 
expressão que relaciona a tensão e a corrente 
nos terminais de um elemento quando a dire- 
ção de referência para a corrente que passa pelo 
elemento está na direção da queda de tensão de 
referência no elemento. (Seção 1.5.) 


Potência é a energia por unidade de tempo e é 
igual ao produto da tensão pela corrente nos ter- 
minais;sua unidade doSI é o watt (p= dw/dt= vi). 
(Seção 1.6.) 


O sinal algébrico da potência é interpretado da 
seguinte forma: 


e Sep > 0, ocorre absorção de potência pelo 
circuito ou pelo componente de circuito. 

e Sep < 0, ocorre fornecimento de potência 
pelo circuito ou pelo componente de circuito. 


(Seção 1.6.) 


Circuitos elétricos 


Problemas 


Seção 1.2 


1.1 


1.2 


1.3 


Há aproximadamente 250 milhões de carros 
registrados nos Estados Unidos. Suponha que 
a bateria de um veículo médio armazene 540 
watts-horas (Wh) de energia. Estime (em 
gigawatt-hora) a energia total armazenada 
nos carros nos Estados Unidos. 

Um aparelho portátil de vídeo apresenta 
tela de 480 X 320 pixels em cada frame do 
vídeo. Cada pixel requer 2 bytes de memó- 
ria. Vídeos são exibidos a uma taxa de 30 
frames por segundo. Quantos minutos de 
vídeo caberão em uma memória de 32 
gigabytes? 

O chip de memória flash de 16 gigabytes (GB 
= 230 bytes) de um aparelho de MP3 mede 
11 mm por 15 mm por 1 mm. Esse chip tem 
capacidade para armazenar 20.000 fotos. 


a) Quantas fotos cabem em um cubo cujos 
lados medem 1 mm? 


Seção 1.4 


1.4 


1.5 


1.6 


b) Quantos bytes de memória são armaze- 
nados em um cubo cujos lados medem 
200 um? 

O comprimento da linha descrita no Problema 

para avaliação 1.7 é 845 milhas. A linha contém 

quatro condutores, cada um pesando 2.526 

libras por 1.000 pés. Quanto pesa o conjunto 

de condutores da linha? 

Umilitro (L) de tinta cobre aproximadamente 

10m? de parede. Qual é a espessura da camada 

antes de secar? (Sugestão:1L=1X10ºmm?.) 

Algumas espécies de bambu podem crescer 

250 mm/dia. Suponha que as células individu- 

ais da planta tenham 10 um de comprimento. 


a) Quanto tempo demora, em média, para 
que um caule de bambu cresça o equiva- 
lente ao comprimento de uma célula? 


b) Quantas células são adicionadas em uma 
semana, em média? 


1.7 


1.8 


Não há nenhuma carga no terminal superior 
do elemento na Figura 1.5 parat < 0. Em t=0, 
uma corrente de 125e 250 mA entra no ter- 
minal superior. 


a) Derive a expressão para a carga que se 
acumula no terminal superior para t > 0. 


b) Determine a carga total que se acumula 
no terminal superior. 


c) Se a corrente for interrompida em += 0,5 
ms, qual a carga acumulada no terminal 
superior? 

A corrente que entra no terminal superior da 

Figura 1.5 é 

i=20 cos 5.000tA. 

Suponha que a carga no terminal superior seja 

igual a zero no instante em que a corrente está 

passando por seu valor máximo. Determine a 

expressão para g(t). 


1.9 


A corrente nos terminais do elemento na 
Figura 1.5 é 

i=0, 

i=40te SM A, 


t< 0; 
t=0; 


a) Encontre a expressão para a acumulação 
de carga no terminal superior. 


b) Encontre a carga acumulada em t=1 ms. 
Não são incomuns valores de correntes na 
faixa de microampêre em circuitos eletrôni- 
cos. Imagine uma corrente de 35 uA, devido 
ao fluxo de elétrons. Qual o número médio de 
elétrons por segundo que fluem em uma seção 
transversal de referência fixa, perpendicular 
à direção do fluxo? 

Qual é a energia extraída de um elétron 
enquanto ele flui por uma bateria de 6 V, do 
terminal positivo para o negativo? Expresse 
sua resposta em attojoules. 


Seções 1.5-1.6 
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1.12 


As referências para a tensão e a corrente nos 
terminais de um elemento de circuito são mos- 
tradas na Figura 1.6 (d). Os valores numéricos 
para veisão40Ve-—1I0 A. 


a) Calcule a potência nos terminais e indi- 
que se ela está sendo absorvida ou forne- 
cida pelo elemento a caixa. 


b) Dado que a corrente é devida ao fluxo 
de elétrons, indique se os elétrons estão 
entrando no terminal 2 ou saindo dele. 


c) Os elétrons ganham ou perdem energia 
quando passam pelo elemento na caixa? 

Repita o Problema 1.12 com uma tensão de 
—60 V. 

Dois circuitos elétricos, representados pelas 
caixas A e B, estão conectados como mostra 
a Figura P1.14. A direção de referência para 
a corrente i, bem como a interconexão e a 
polaridade de referência para a tensão v na 
interconexão, são mostradas na figura. Para 
cada um dos seguintes conjuntos de valores 
numéricos, calcule a potência na interconexão 
e indique se ela está fluindo de A para B ou 
vice-versa. 


a) i=64A, v=30V 
b) i=-8A, v=—20V 
c) i=4A, v=—60V 
d) i=-94A, v=40V 
Figura P1.14 
Em 
e F e 
A [) B 
e — ud) 


Quando a bateria de um carro está descar- 
regada, muitas vezes é possível fazê-lo dar a 
partida conectando os terminais de sua bate- 
ria aos da bateria de outro carro. Os termi- 
nais positivo e negativo de uma bateria são 
ligados aos terminais positivo e negativo da 
outra, respectivamente. A conexão é ilustrada 
na Figura P1.15. Suponha que a corrente i na 
Figura P1.15 seja 30 A. 


a) Qual dos carros está com a bateria 
descarregada? 


b) Se essa conexão for mantida por 1 
minuto, quanta energia será transferida 
para a bateria descarregada? 


Figura P1.15 


1:19 


Pspice 
Multisim 


O fabricante de uma pilha alcalina de lanterna, 
de 1,5 V, afirma que a pilha fornecerá 9 mA 
por 40 horas contínuas. Durante esse tempo, 
a tensão cairá de 1,5 V para 1,0 V. Suponha 
que a queda de tensão seja linear em relação 
ao tempo. Quanta energia a pilha fornecerá 
nesse intervalo de 40 horas? 
Uma bateria de 12 V fornece 100 mA a uma 
caixa de som. Quanta energia a bateria for- 
nece em 4 horas? 
A tensão e a corrente nos terminais do ele- 
mento de circuito da Figura 1.5 são iguais a 
zero para t < 0. Para t = 0, elas são 
v=15e 20 v, 
i=40€ 20 ma. 


a) Calcule a potência fornecida ao elemento 
no instante t= 10 ms. 


b) Calcule a energia total fornecida ao ele- 
mento de circuito. 
A tensão e a corrente nos terminais do ele- 
mento de circuito da Figura 1.5 são iguais a 
zero para t < 0. Para t = 0, elas são 
v=75 — 75e 1.000 v, 
i=50e 1900 ma, 


a) Determine o valor máximo da potência 
fornecida ao circuito. 


b) Determine a energia total fornecida ao 
elemento. 
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1.21 
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1.22 
Pspice 
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1.28 


Pspice 
Multisim 


A tensão e a corrente nos terminais do ele- 
mento de circuito da Figura 1.5 são iguais a 
zero para t < 0. Para t = 0, elas são 


v= 50e 1.600 —S0e 400 V, 
i= Se 1600 — 56-400! mA, 
a) Determine a potência em t= 625 us. 
b) Quanta energia é fornecida ao elemento 
de circuito entre O e 625 us? 
c) Determine a energia total fornecida ao 
elemento. 
A tensão e a corrente nos terminais do ele- 
mento de circuito da Figura 1.5 são iguais a 
zero para t < 0. Para t = 0, elas são 
v=(1.500+1)e PBUV, 1=0; 
i=400 0 ma, 
a) Em que instante a potência máxima é 
fornecida ao elemento de circuito? 


t=0. 


b) Determine o valor máximo de p em milliwatts. 
c) Determine a energia total fornecida ao 
elemento de circuito em microjoules. 

A tensão e a corrente nos terminais do ele- 
mento de circuito da Figura 1.5 são iguais a 

zero para t < 0. Para t = 0, elas são 
v = (3.200t + 4)e 1900 v, 
i= (128t+ 0,16)e 1000 A, 
a) Em que instante a potência máxima é 
fornecida ao elemento? 
b) Determine a potência máxima em watts. 
c) Determine a energia total fornecida ao 
elemento em microjoules. 
A tensão e a corrente nos terminais do ele- 
mento de circuito da Figura 1.5 são iguais a 
zero para t < 0 e t > 40s. No intervalo entre 
0 e 40s, as expressões são 
v="(1-—-0,025)V, 0O<r<40s; 
i=4-—O2ZA, O<t<40s. 
a) Em que instante a potência que está 
sendo fornecida ao elemento de circuito 
é máxima? 
b) Qual é a potência no instante encontrado 
na parte (a)? 
c) Em que instante a potência que está 
sendo extraída do elemento de circuito é 
máxima? 


1.24 
Pspice 
Multisim 


1.25 
Pspice 
Multisim 


1.26 


Pspice 
Multisim 


d) Qual é a potência no instante encontrado 
na parte (c)? 

e) Calcule a energia líquida fornecida ao 
circuito em 0, 10,20,30 e 40s. 

A tensão e a corrente nos terminais do ele- 

mento de circuito da Figura 1.5 são iguais a 

zero para t < 0. Para t = 0, elas são 


v = 400e 190 sen 200 V, 
i= Se 100 sen 2001 A. 


a) Determine a potência absorvida pelo ele- 
mento em t= 10 ms. 


b) Determine a energia total absorvida pelo 
elemento. 


A tensão e a corrente nos terminais do ele- 
mento de circuito da Figura 1.5 são 


v=250cos 800mtV, i=8sen 8007tA. 


a) Determine o valor máximo da potência 
fornecida ao elemento. 


b) Determine o valor máximo da potência 
extraída do elemento. 


c) Determine o valor médio de p no inter- 
valo0=t=2,5ms. 


d) Determine o valor médio de p no inter- 
valo 0 = t= 15,625 ms. 


A tensão e a corrente nos terminais de uma 
bateria de automóvel durante um ciclo de carga 
são mostradas nas figuras P1.26 (a) e (b). 


a) Calcule a carga total transferida para a 
bateria. 


b) Calcule a energia total transferida para a 
bateria. 


c) Determine a energia total fornecida ao 
elemento. 


Figura P1.26 
v(V) 


(A) 


t (ks) 


(b) 


1.27 A tensão e a corrente nos terminais do ele- 


mento de circuito da Figura 1.5 são mostradas 

nas figuras P1.27 (a) e (b). 

a) Desenhe o gráfico da potência versus t 
para 0 =t=80ms. 

b) Calcule a energia fornecida ao elemento 
de circuito em t = 10,30 e 80 ms. 

Figura P1.27 

EmA) 


250 


3» 40,0 60 To fim) 


— Aid 


1.28 Uma bateria industrial é carregada por um perí- 
odo de várias horas, a uma tensão constante de 
120 V. Inicialmente, a corrente é de 10 mA e 
aumenta linearmente a 15 mA em 10 ks. De 10 
ks a 20 ks, a corrente é constante de 15 mA. De 
20ks a 30ks a corrente diminui linearmente para 
10maA. Aos 30 ks, a bateria é desconectada. 

a) Esboce o gráfico da corrente de t= 0 a 
t=30ks. 

b) Esboce o gráfico da potência fornecida à 
bateria det=0a t=30ks. 


1:29 


1.30 
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c) Usando o esboço da potência, determine 
a energia total fornecida à bateria. 

Os valores numéricos para as correntes e ten- 

sões no circuito da Figura P1.29 são dados 

na Tabela P1.29. Determine a potência total 

desenvolvida no circuito. 


Figura P1.29 
ip le 
b e e 
: if 
+ % — (ia — Ve + 
+ — + 
a |va d va f VF 
mo + cui 
6 o 
le 
Tabela P1.29 
Elemento Tensão (V) Corrente (mA) 
a 40 —4 
b —24 —4 
c —16 4 
d —80 —15 
e 40 2,5 
f 120 —2,5 


Os valores numéricos das tensões e correntes 
na interconexão apresentada na Figura P1.30 
são dados na Tabela P1.30. A interconexão 
satisfaz o teste de potência? 


Figura P1.30 
iq 
& d ll. 
E ví 
a dy o = Udo se 
= vb |b + 
a |va E e |ve f [ur 
+ = ; . + — 
ve | € fc de | 
+ 
o e 
Tabela P1.30 
Elemento Tensão (kV) Corrente (uA) 
a —3 —250 
b 4 —400 
c 400 
d 1 150 
e —4 200 
f 4 50 
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Suponha que você seja o engenheiro encarre- 
gado de um projeto e um de seus engenheiros 
subordinados informe que a interconexão da 
Figura P1.31 não passa no teste de potência. 
Os dados para a interconexão são fornecidos 
na Tabela P1.31. 


a) O subordinado está certo? Explique 
por quê. 


b) Seo subordinado estiver certo, você pode 
determinar o erro nos dados? 


Figura P1.31 
cais Va + 
a 
— vw + Sa + v — 
b e c 4 
ip = le + 
ill e je ig) t | 
lg + Ih o 
ac E — 


= Vo + — Uh + 
Tabela P1.31 
Elemento Tensão (V) Corrente (A) 
a 46,16 6,0 
b 14,16 4,72 
c —32,0 —6,4 
d 22,0 1,28 
e —33,6 —1,68 
f 66,0 0,4 
g 2,56 1,28 
h —0,4 0,4 


1.32 Os valores numéricos das tensões e correntes 


para cada elemento mostrado na Figura P1.32 
são dados na Tabela P1.32. 


a) Demonstre que a interconexão dos ele- 
mentos satisfaz o teste de potência. 


b) Determine o valor da corrente que passa 
por cada um dos elementos usando os 
valores de potência e tensão e as direções 
de corrente mostradas na figura. 


Figura P1.32 
— Ub + Ea 
b : + 
te| ve 
le iq E 
Tc d HS 
a + Ve = E Va + Era 
Va f Vf g 
ho al 
Tabela P1.32 
Elemento Potência (kW) Tensão (V) 
a 0,6 fornecida 400 
b 0,05 fornecida —100 
c 0,4 absorvida 200 
d 0,6 fornecida 300 
e 0,1 absorvida —200 
f 2,0 absorvida 500 
g 1,25 fornecida —500 


1.33 A tensão e a corrente de cada um dos ele- 


mentos da interconexão mostrada na Figura 
P1.33 são medidas. Os valores estão listados 


na Tabela P1.33. 


a) Demonstre que a interconexão dos ele- 


mentos satisfaz o teste de potência. 


b) Identifique os elementos que absorvem 


potência. 


c) Determine a tensão para cada um dos 
elementos na interconexão, usando os 
valores de potência e corrente e as pola- 


ridades de tensão mostradas na figura. 


Figura P1.33 


E, + la 
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—- —- 
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1.34 


1.35 


Tabela P1.33 
a 175 25 
b 375 75 
c 150 —50 
d —320 40 
e 160 20 
f 120 —30 
g —660 55 


Mostre que existe equilíbrio de potência no 
circuito mostrado na Figura 1.7 utilizando os 
valores de tensão e corrente dados na Tabela 
1.4, com o valor da corrente para o compo- 
nente d alterado para —1 A. 

Suponha que não há perda de energia nos fios 
usados para distribuição de eletricidade em 
uma residência. 


Capítulo 1 e Variáveis de circuitos 


a) Crie um novo modelo para o circuito de 
distribuição de energia, modificando o 
circuito mostrado na Figura 1.7 Use os 
mesmos nomes, polaridades de tensão e 
direções de corrente para os componen- 
tes que forem mantidos nesse modelo 
modificado. 


b) As seguintes tensões e correntes são cal- 
culadas para os componentes: 


v,=120V L,=-10A 
Das aoAr  =SI0A 
v,=-120V ,=3A 
v,=120V 

v,=—240V L=IA 


Se houver equilíbrio de potência nesse modelo 
modificado, qual é o valor da corrente no com- 
ponente g? 


Capítulo 


Elementos de circuitos 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


2.1 Fontes de tensão e corrente 2.4 Leis de Kirchhoff 
2.2 Resistência elétrica (lei de Ohm) 2.5 Análise de um circuito que contém 
2.3 Construção de um modelo de circuito fontes dependentes 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Entender os símbolos e o comportamento dos seguintes elementos básicos ideais de circuitos: fontes independentes 
e dependentes de tensão e corrente e resistores. 


2. Saber enunciar a lei de Ohm, a lei das correntes de Kirchhoff e a lei das tensões de Kirchhoff, bem como saber usá- 
-las para analisar circuitos simples. 


3. Saber como calcular a potência para cada elemento de um circuito simples e determinar o equilíbrio de potência 
para todo o circuito. 


Há cinco elementos básicos ideais de circuitos: fontes de tensão, fontes de corrente, resistores, in- 
dutores e capacitores. Neste capítulo, discutiremos as características de fontes de tensão, fontes de corrente 
e resistores. Embora essa quantidade de elementos possa parecer pequena para começar a analisar circuitos, 
muitos sistemas práticos podem ser modelados apenas com fontes e resistores. Também constituem um ponto de 
partida útil por sua relativa simplicidade: as relações matemáticas entre tensão e corrente em fontes e resistores 
são algébricas. Assim, você poderá começar a aprender as técnicas básicas de análise de circuitos apenas com 
manipulações algébricas. 

Adiaremos a apresentação de indutores e capacitores até o Capítulo 6, pois sua utilização requer a resolução 
de equações integrais e diferenciais. Contudo, as técnicas analíticas básicas para resolver circuitos com indutores 
e capacitores são as mesmas apresentadas neste capítulo. Portanto, quando chegar a hora de manipular equações 
mais difíceis, você provavelmente estará bem familiarizado com os métodos para escrevê-las. 
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Perspectiva prática 


Aquecimento com radiadores elétricos 


Você quer aquecer sua pequena garagem usando um par de radiadores elétricos. Os requisitos de potência e tensão para 
cada radiador são 1.200 W e 240 V, mas você não sabe como conectá-los à energia fornecida para a garagem. Deve-se usar o 
diagrama de instalação elétrica do lado esquerdo ou o da direita? Será que isso faz alguma diferença? 

Ao estudar o conteúdo deste capítulo, você será capaz de responder a essas perguntas e determinar como aquecer a 
garagem. A Perspectiva prática, ao final deste capítulo, apresentará a análise de dois circuitos baseados nos dois diagramas de 
instalação elétrica mostrados a seguir. 


vw 


style-photography.de/fotolia 


radiador 


240V 240 V 


1opeIpei 


e Jopripri  —S 
IOpeIpei 


2.1 Fontes de tensão e corrente 


Antes de discutirmos fontes ideais de tensão e de corrente, precisamos considerar a 
natureza geral das fontes elétricas. Uma fonte elétrica é um dispositivo capaz de conver- 
ter energia não elétrica em elétrica e vice-versa. Quando uma pilha descarrega, ela con- 
verte energia química em elétrica, ao passo que, quando ela carrega, converte energia elé- 
trica em química. Um dínamo é uma máquina que converte energia mecânica em elétrica 


Circuitos elétricos 


e vice-versa. Quando o dispositivo funciona no modo mecânico para elétrico, é denomi- 
nado gerador. Se estiver transformando energia elétrica em mecânica, denomina-se motor. 
É importante lembrar que essas fontes podem liberar ou absorver energia elétrica, de modo 
geral mantendo a tensão ou corrente. Esse comportamento é de particular interesse para a 
análise de circuitos e resultou na criação da fonte ideal de tensão e da fonte ideal de corrente 
como elementos básicos de circuito. O desafio é modelar fontes práticas em termos dos ele- 
mentos básicos ideais de circuito. 

Uma fonte ideal de tensão é um elemento de circuito que mantém uma tensão prescrita 
em seus terminais, independentemente da corrente que flui por eles. De modo análogo, uma 
fonte ideal de corrente é um elemento de circuito que mantém uma corrente prescrita em 
seus terminais, independentemente da tensão entre eles. Esses elementos de circuito não 
existem como dispositivos práticos — são modelos idealizados de fontes de tensão e cor- 
rente reais. 

O uso de um modelo ideal para fontes de corrente e tensão impõe uma restrição impor- 
tante ao modo de descrevê-lo em linguagem matemática. Como uma fonte ideal de tensão 
proporciona uma tensão estável, mesmo que a corrente no elemento varie, é impossível espe- 
cificar a corrente que flui pela fonte ideal de tensão como uma função de sua tensão. Da 
mesma forma, se a única informação que se tem sobre uma fonte ideal de corrente for o valor 
da corrente fornecida, será impossível determinar a tensão entre os terminais daquela fonte 
de corrente. Sacrificamos nossa capacidade de relacionar tensão e corrente em uma fonte prá- 
tica pela simplicidade de usar fontes ideais em análise de circuitos. 

Fontes ideais de tensão e corrente podem ainda ser descritas como independentes ou 
dependentes. Uma fonte independente estabelece uma tensão ou corrente em um circuito 
sem depender de tensões ou correntes existentes em outros pontos do circuito. O valor da 
tensão ou corrente fornecida é especificado apenas pelo valor da fonte independente. Ao 
contrário, uma fonte dependente estabelece uma tensão ou corrente cujo valor depende 
do valor de uma tensão ou corrente em outro ponto do circuito. Não se pode especificar o 
valor de uma fonte dependente a menos que se conheça o valor da tensão ou corrente da 
qual depende. 

Os símbolos de circuito para as fontes ideais independentes são mostrados na Figura 2.1. 
Observe que é usado um círculo para representar uma fonte independente. Para especificar 
por completo uma fonte de tensão ideal independente em um circuito, você tem de incluir o 
valor da tensão fornecida e a polaridade de referência, como mostra a Figura 2.1(a). De modo 

semelhante, para especificar por completo uma fonte de corrente ideal 
independente, você deve incluir o valor da corrente fornecida e sua 


Figura 2.1 Símbolos de circuito para (a) direção de referência, como mostra a Figura 2.1(b). 


(a) 


uma fonte de tensão ideal Os símbolos de circuito para as fontes ideais dependentes são 
independente e (b) uma fonte de 


corrente ideal independente. 


mostrados na Figura 2.2. Um losango é usado para representar uma 
fonte dependente. Tanto a fonte de corrente dependente quanto a 
fonte de tensão dependente podem ser controladas por uma tensão 
ou por uma corrente existente em outro ponto do circuito, resultando, 
portanto, em um total de quatro variações, como indicam os símbolos 
(1) na Figura 2.2. Em alguns casos, fontes dependentes são denominadas 
fontes controladas. 
Para especificar por completo uma fonte de tensão ideal depen- 
dente com controle de tensão, você deve identificar a tensão de con- 


(b) trole, a equação que permite calcular a tensão fornecida a partir da 


tensão de controle e a polaridade de referência para a tensão for- 
necida. Na Figura 2.2(a), a tensão de controle é denominada v,, a 
equação que determina a tensão fornecida v, é 


V,=4V, 
e a polaridade de referência para v, é a indicada. Observe que q é 


uma constante multiplicativa adimensional. 


Há requisitos semelhantes para especificar por completo as 
outras fontes ideais dependentes. Na Figura 2.2(b), a corrente de 
controle é i,,a equação para a tensão fornecida v, é 


v, = Ply 
a polaridade de referência é a indicada e a constante multiplicativa 


p tem a dimensão volts por ampére. Na Figura 2.2(c), a tensão de 
controle é v,, a equação para a corrente fornecida i, é 


L=0U,, 
a direção de referência é a indicada e a constante multiplicativa a 


tem a dimensão ampêres por volt. Na Figura 2.2(d), a corrente de 
controle é i,,a equação para a corrente fornecida i, é 


1 Bl 
a direção de referência é a indicada e a constante multiplicativa 8 
é adimensional. 
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Figura 2.2 Símbo 
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os de circuito para (a) uma fonte 


ideal de tensão com controle de tensão, 


(b) um 
contro 
de cor 
(d) um 
contro 


(b) 


a fonte ideal de tensão com 

e de corrente, (c) uma fonte ideal 
rente com controle de tensão e 

a fonte ideal de corrente com 

e de corrente. 


(c) 


is = Bi 


(d) 


Por fim, em nossa discussão sobre fontes ideais, observamos que elas são exemplos de ele- 
mentos ativos de circuito. Um elemento ativo é aquele que modela um dispositivo capaz de 
gerar energia elétrica. Elementos passivos modelam dispositivos físicos que não podem gerar 
energia elétrica. Resistores, indutores e capacitores são exemplos de elementos passivos de cir- 
cuito. Os exemplos 2.1 e 2.2 ilustram como as características de fontes ideais independentes e 


dependentes limitam os tipos de interconexão permissível das fontes. 


EXEMPLO 2.1 Teste de interconexões de fontes ideais. 


Usando as definições de fontes de tensão e corrente ideais independentes, diga quais das intercone- 
xões da Figura 2.3 são permissíveis e quais infringem as restrições impostas pelas fontes ideais. 


Solução 


A conexão (a) é válida. Cada fonte fornece tensão pelo mesmo par de terminais, denominados a,b. 
Isso exige que cada uma delas forneça a mesma tensão com a mesma polaridade, que é o que ocorre. 
A conexão (b) é válida. Cada fonte fornece corrente que flui pelo mesmo par de terminais, denominados 
a,b. Isso requer que cada uma delas forneça a mesma corrente na mesma direção, que é o que ocorre. 
A conexão (c) não é permissível. Cada fonte fornece tensão pelo mesmo par de terminais, denominados 
a,b. Isso exige que cada uma delas forneça a mesma tensão com a mesma polaridade, o que não ocorre. 
A conexão (d) não é permissível. Cada fonte fornece corrente que flui pelo mesmo par de terminais, 
denominados a,b. Isso exige que cada uma delas forneça a mesma corrente, na mesma direção, o que 
não ocorre. 
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A conexão (e) é válida. A fonte de tensão fornece tensão pelo par de terminais, denominados a,b. A 
fonte de corrente fornece corrente que flui pelo mesmo par de terminais. Visto que uma fonte ideal 
de tensão gera a mesma tensão independentemente da corrente e uma fonte ideal de corrente for- 
nece a mesma corrente independentemente da tensão, trata-se, portanto, de uma conexão permissível. 


Figura 2.3 Circuitos para o Exemplo 2.1. 


a a e b a a b a 
(Div (Oy 5A (Div (sv 

b b b 

(a) (b) (0) (a) (e) 


EXEMPLO 2.2 Teste de interconexões de fontes ideais independentes e dependentes. 


Usando as definições de fontes ideais independentes e dependentes, diga quais das interconexões da 
Figura 2.4 são válidas e quais infringem as restrições impostas pelas fontes ideais. 

Solução 

A conexão (a) é inválida. Tanto a fonte independente quanto a dependente fornecem tensão pelo 
mesmo par de terminais, denominados a,b. Isso requer que cada uma delas forneça a mesma tensão 
com a mesma polaridade. A fonte independente fornece 5 V, mas a fonte dependente fornece 15 V. 
A conexão (b) é válida. A fonte de tensão independente fornece tensão pelo par de terminais deno- 
minados a,b. A fonte de corrente dependente fornece corrente que flui pelo mesmo par de terminais. 
Se uma fonte ideal de tensão fornece a mesma tensão independentemente da corrente e uma fonte 
ideal de corrente fornece a mesma corrente independentemente de tensão, trata-se de uma conexão 
permissível. 

A conexão (c) é válida. A fonte de corrente independente fornece corrente que flui pelo par de ter- 
minais denominados a,b. A fonte de tensão dependente fornece tensão pelo mesmo par de terminais. 
Tendo em vista que uma fonte ideal de corrente fornece a mesma corrente independentemente da 


tensão e uma fonte ideal de tensão fornece a mesma tensão independentemente da corrente, essa é 
uma conexão permissível. 

A conexão (d) é inválida. Tanto a fonte independente quanto a dependente fornecem correntes que 
fluem pelo mesmo par de terminais, denominados a,b. Isso requer que cada uma delas forneça a 
mesma corrente na mesma direção de referência. A fonte independente fornece 2 A, mas a fonte 
dependente fornece 6 A na direção oposta. 


Figura 2.4 Circuitos para o Exemplo 2.2. 


a a a a 
1d e e ed 
O gi é o RO O ia O e 
v.=5V w=5V 4=2A 4=2A 
bd e e e 
b b b b 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender elementos básicos ideais de circuito. 


2.1 Para o circuito mostrado, 


a) Qual é o valor requerido de v, para que a intercone- 
xão seja válida? 

b) Para esse valor de Up, determine a potência associada 
à fonte de 84. 


Resposta: (a) —2 V; 
(b) —16 W (16 W fornecidos). 


Para o circuito mostrado, 


a) Qual é o valor requerido de a para que a interconexão 
seja válida? 


b) Para o valor de a calculado na parte (a), determine a po- 
tência associada à fonte de 25 V. ISA (1) 


Resposta: (a) 0,6 A/V; 
(b) 375 W (375 W absorvidos). 


NOTA: tente resolver também os problemas 2.6 e 2.7, apresentados no final deste capítulo. 


2.2 Resistência elétrica (lei de Ohm) 


Resistência é a capacidade dos materiais de impedir o fluxo de corrente ou, mais especifi- 
camente, o fluxo de carga elétrica. O elemento de circuito usado para modelar esse comporta- 
mento é o resistor. A Figura 2.5 mostra o símbolo de circuito para o resistor, onde R denota o 
valor da resistência do resistor. 
Podemos entender o conceito de resistência ao imaginarmos os elétrons 
que compõem a corrente elétrica interagindo com a estrutura atômica do 
material em que estão se movimentando, a qual, por sua vez, resiste a eles. No Figura 2.5 Símbolo de circuito para 


decurso dessas interações, uma parte da energia elétrica é convertida em ener- um resistor com uma 

gia térmica e dissipada sob a forma de calor. Esse efeito pode ser indesejável. pesnIenE 

Contudo, muitos dispositivos elétricos úteis aproveitam o aquecimento de resis- R 
e——m——s 


tências, como fogões, torradeiras, ferros de passar e aquecedores de ambientes. 
A maioria dos materiais exibe resistência mensurável à corrente. A quan- 
tidade de resistência depende do material. Metais como cobre e alumínio têm Figura 2.6 Duas possíveis opções de 
valores pequenos de resistência, o que os torna boas opções de fiação para ad 
condução de corrente elétrica. Na verdade, quando condutores de cobre ou um resistor, e as equações 
alumínio são representados em um diagrama do circuito, eles não são, de resultantes. 
modo geral, modelados como resistores; a resistência do fio é tão pequena em 
comparação com a resistência de outros elementos no circuito que podemos 
desprezá-la para simplificar o diagrama. 
Para fins de análise de circuitos, devemos relacionar a corrente no resistor 
à tensão terminal. Podemos fazer isso de dois modos: na direção da queda de o 
tensão no resistor ou na direção da elevação de tensão no resistor, como mostra v=iR v=-—iR 
a Figura 2.6. Se escolhermos a primeira, a relação entre a tensão e a corrente é 
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Lei de Ohm D 


Figura 2.7 Diagrama de circuito 


v=iR, (2.1) 


onde 
v = a tensão em volts, 
i= a corrente em ampêres, 
R= a resistência em ohms. 


Se escolhermos o segundo método, devemos escrever 
v=+iR, (2.2) 


em que v,ie R são, como antes, medidas em volts, ampêres e ohms, respectivamente. Os sinais 
algébricos utilizados nas equações 2.1 e 2.2 são uma consequência direta da convenção pas- 
siva, que apresentamos no Capítulo 1. 

As equações 2.1 e 2.2 são conhecidas como lei de Ohm, em homenagem a 
Georg Simon Ohm, um físico alemão que demonstrou a validade delas no iní- 


para um resistor de 8 O. cio do século XIX. A lei de Ohm é a relação algébrica entre tensão e corrente 
E para um resistor. Em unidades do SI, a resistência é medida em ohms. A letra 
es —o grega ômega (1) é o símbolo padrão para o ohm. O diagrama de circuito para 


um resistor de 8 O é mostrado na Figura 2.7 
A lei de Ohm expressa a tensão como uma função da corrente. Contudo, expressar a cor- 
rente como uma função da tensão também é conveniente. Assim, pela Equação 2.1, 


v 
as 2.3 
a (2.3) 
ou, pela Equação 2.2, 
à de dE 
R' (2.4) 


O inverso da resistência é denominado condutância, simbolizada pela letra G e medida 
em siemens (S). Assim, 


G=5. (2.5) 


Um resistor de 8 O tem um valor de condutância de 0,125 S. Em grande parte da literatura 
profissional, a unidade usada para condutância é o mho (ohm ao contrário), que é simbolizada 
por um ômega invertido (U). Portanto, também podemos afirmar que um resistor de 8 O tem 
uma condutância de 0,125 mho, (U). 

Usamos resistores ideais em análise de circuitos para modelar o comportamento de dis- 
positivos físicos. Usar o adjetivo ideal nos faz lembrar que o modelo do resistor adota várias 
premissas simplificadoras sobre o comportamento dos dispositivos resistivos reais. A mais 
importante dessas premissas simplificadoras é que a resistência do resistor ideal é constante, 
e seu valor não varia ao longo do tempo. A maioria dos dispositivos resistivos reais não tem 
resistência constante e, na verdade, suas resistências variam com o tempo. O modelo do resis- 
tor ideal pode ser usado para representar um dispositivo físico cuja resistência não varia muito 
em relação a algum valor constante, no período de interesse da análise de circuitos. Neste livro, 
admitimos que as premissas simplificadoras adotadas para dispositivos resistivos são válidas e, 
assim, usamos resistores ideais em análise de circuitos. 
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Podemos calcular a potência nos terminais de um resistor de várias maneiras. A primeira 
abordagem é usar a equação definidora e simplesmente calcular o produto entre tensão e cor- 
rente no terminal. Para os sistemas de referência mostrados na Figura 2.6, escrevemos 


(2.6) 


"3 
II 
s 


quando v=iRe 
p=-vi (2.7) 


quando v = —i R. 

Um segundo método para expressar a potência nos terminais de um resistor expressa 
potência em termos da corrente e da resistência. Substituindo a Equação 2.1 na Equação 2.6, 
obtemos 


p=uvi=(i Ri, 
portanto 
p=PR. (2.8) «4 Potência em 
um resistor 
Da mesma forma, substituindo a Equação 2.2 na Equação 2.7 temos em termos 
de corrente 
p=-vi=—(+i R)ji=PR. (2.9) 


As equações 2.8 e 2.9 são idênticas e demonstram claramente que, independentemente da 
polaridade da tensão e da direção da corrente, a potência nos terminais de um resistor é posi- 
tiva. Por conseguinte, um resistor absorve potência do circuito. 

Um terceiro método para expressar a potência nos terminais de um resistor é em termos 
da tensão e da resistência. A expressão independe das referências de polaridade, portanto 


2 


p=>. (2.10) « Potência em 
E um resistor 
em termos 


Em alguns casos, o valor de um resistor será expresso como uma condutância em vez de de tensão 
uma resistência. Usando a relação entre resistência e condutância dada na Equação 2.5, tam- 
bém podemos escrever as equações 2.9 e 2.10 em termos da condutância, ou 


(211) 


p=vG. (2.12) 


As equações 2.6 a 2.12 apresentam uma variedade de métodos para calcular a potên- 
cia absorvida por um resistor. Todos dão a mesma resposta. Quando analisar um circuito, 
examine as informações dadas e escolha a equação de potência que usa essas informa- 
ções diretamente. 

O Exemplo 2.3 ilustra a aplicação da lei de Ohm em conjunto com uma fonte ideal e um 
resistor. Também são ilustrados cálculos de potência nos terminais de um resistor. 
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EXEMPLO 2.3 Cálculo de tensão, corrente e potência para um circuito resistivo simples. 


Em cada circuito da Figura 2.8, o valor de v ou de i É Figura 2.8 Circuitos para o Exemplo 2.3. 


desconhecido. ; I 
b 
80% (O 50V. 025$ 


(b) 


a) Calcule os valores de v e i. 


b) Determine a potência consumida em cada resistor. 


Solução 


a) A tensão v, na Figura 2.8(a) é uma queda na direção 
da corrente no resistor. Portanto, 


v,=((8)=8V. 1A ve 2005 (Dsv 25 0$ 
= ig 
A corrente i, no resistor que tem uma condutância de 


0,2 S na Figura 2.8(b) está na direção da queda de tensão (e) (d) 
no resistor. Assim, 


ip = (50)(0,2) = 104. 
A tensão v, na Figura 2.8(c) é uma elevação na direção da corrente no resistor. Daí, 
v.==(1)(20) =—20V. 


A corrente i no resistor de 25 Q da Figura 2.8(d) está na direção da elevação de tensão no resistor. Portanto, 


—50 
a=D SA. 
“os 
b) A potência consumida em cada um dos quatro resistores é 


2 
pra == (78) =8W, 


Po2s = (50)(0,2) = 500 W, 


e 2 
para = EL = (17(20) = 20W, 


2 
P>so = — = (2) (25) = 100W. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber enunciar e utilizar a lei de Ohm. 


2.3 Para o circuito mostrado, 


a) Sev =1kVei =5 mA, determine o valor de R e a potência ab- 


sorvida pelo resistor. 
b)Se la = 75 mA e a potência liberada pela fonte de tensão é 3 W, “g (O $R 
determine v fe Rea potência absorvida pelo resistor. 


c) Se R=300 Q.e a potência absorvida por R é 480 mW, determine CU, 


Resposta: (a) 200 kOQ, 5 W; (b) 40 V, 533,33 0,3 W; (c) 40 mA, 12 V. 
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2.4 Para o circuito mostrado, 


a) sei = 0,5 AeG=50ms, determine vea potência liberada pela fonte de corrente. 
b)se = 15V e a potência entregue ao condutor é 9 W, determine a 


condutância G e a corrente da fonte i e 


c) se G = 200 uS e a potência liberada para a condutância é 8 W, de- ar 
termine i e U,. o va $ G 


Resposta: (a) 10 V, 5 W: (b) 40 mS, 0,6 A: (c) 40 mA, 200 V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 2.11 e 2.12, apresentados no final deste capítulo. 


Agora que já apresentamos as características gerais de fontes e resistores ideais, mostrare- 
mos como utilizar esses elementos para construir o modelo de circuito de um sistema prático. 


2.3 Construção de um modelo de circuito 


Já afirmamos que uma das razões do interesse nos elementos básicos de circuito é que eles 
podem ser utilizados para construir modelos de sistemas práticos. O trabalho de desenvolver 
um modelo de dispositivo ou sistema é tão complexo quanto o exigido para resolver o circuito 
derivado. Embora este livro enfatize as habilidades requeridas para resolver circuitos, a prá- 
tica da engenharia elétrica demanda também outras habilidades, e uma das mais importantes 
é a de modelagem. 

Desenvolvemos modelos de circuitos nos dois exemplos apresentados a seguir. No Exem- 
plo 2.4, construímos um modelo de circuito baseado no conhecimento do comportamento dos 
componentes do sistema e no modo como eles estão interconectados. No Exemplo 2.5, criamos 
um modelo de circuito medindo o comportamento de um dispositivo a partir de seus terminais. 


EXEMPLO 2.4 Construção de um modelo de circuito para uma lanterna. 


Construa um modelo de circuito para uma lanterna. Figura 2.9 Uma lanterna pode ser 
5 considerada um sistema 
Solução elétrico. 


Escolhemos a lanterna para ilustrar um sistema prático porque 
seus componentes são bem conhecidos. A Figura 2.9 mostra a ima- 
gem de uma lanterna comum. 

Quando se analisa uma lanterna como um sistema elétrico, os 
componentes de interesse primordial são as pilhas, a lâmpada, o 
conector, o invólucro e o interruptor. Vamos examinar o modelo 
de circuito para cada componente. 

Uma pilha alcalina mantém uma tensão razoavelmente constante 
no terminal, se a demanda de corrente não é excessiva. Assim, se 
a pilha estiver funcionando dentro dos limites pretendidos, pode- 
remos modelá-la como uma fonte ideal de tensão. Então, a tensão 


Thom Lang/Corbis 


prescrita é constante e igual à soma dos valores de duas pilhas 
alcalinas. 
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O objetivo principal de uma lâmpada é emitir energia luminosa, obtida pelo aquecimento de seu fila- 
mento a uma temperatura alta o suficiente para provocar radiação na faixa da luz visível. Podemos 
modelar a lâmpada com um resistor ideal. Observe que, nesse caso, embora o resistor seja o respon- 
sável pela quantidade de energia elétrica convertida em energia térmica, ele não prevê quanto da 
energia térmica é convertido em energia luminosa. No entanto, o resistor usado para representar a 
lâmpada prevê a drenagem contínua de corrente das pilhas, uma característica do sistema que tam- 
bém é de interesse. Neste modelo, R, simboliza a resistência da lâmpada. 
O conector usado na lanterna desempenha dois papéis. Em primeiro lugar, fornece um caminho elétrico 
condutivo entre as pilhas e o invólucro. Em segundo lugar, ele é moldado por sobre uma mola, de modo 
que também pode aplicar pressão mecânica ao contato entre as pilhas e a lâmpada. O propósito dessa 
pressão mecânica é manter o contato entre as duas pilhas e entre elas e a lâmpada. Consequentemente, 
ao escolher o material condutivo do conector, podemos vir a perceber que suas propriedades mecâni- 
cas são mais importantes, para o projeto da lanterna, do que suas propriedades elétricas. Sob o ponto 
de vista elétrico, podemos modelar o conector como um 


Figura 2.10 Símbolos de circuito. (a) Curto-circuito. resistor ideal, denominado R.. 


b) Circuito aberto. (c) Interruptor. ali Ê : Ae 
(o) (o) Ê O invólucro também cumpre uma finalidade mecânica 


Po e uma finalidade elétrica. Do ponto de vista mecânico, 
(a) ele contém todos os outros componentes e propor- 
Rae (o) a ciona ao usuário um modo de segurar a lanterna. Do 
ponto de vista elétrico, proporciona uma conexão entre 
DESLIGADO os outros elementos da lanterna. Se o invólucro for de 
GADO metal, conduzirá a corrente entre as pilhas e a lâmpada. 
o Se for de plástico, uma chapa estreita de metal den- 
tro dele conectará o conector de mola ao interruptor. 
Seja como for, um resistor ideal, que denominamos R,, 
Figura 2.11 O arranjo dos componentes da lanterna. modela a conexão elétrica fornecida pelo invólucro. 


Lâmpada O componente final é o interruptor. Em termos de ele- 
tricidade, é um dispositivo de dois estados: LIGADO 
(ON) ou DESLIGADO (OFF). Um interruptor 


ideal não oferece resistência à corrente quando está 
Terminal do 


filamento LIGADO (ON), mas oferece resistência infinita à cor- 


o rente quando está DESLIGADO (OFF). Esses dois 

estados representam os valores-limite de um resistor; 
raia " isto é, o estado LIGADO (ON) corresponde a um 
resistor com valor numérico igual a zero, e o estado 
DESLIGADO (OFF), a um resistor com valor numé- 
rico infinito. Os dois valores extremos recebem os 
nomes descritivos curto-circuito (R = 0) e circuito 
aberto (R = 00). As figuras 2.10 (a) e (b) mostram a 
representação gráfica de um curto-circuito e de um 


Pilha & 2 


Invólucro 
circuito aberto, respectivamente. O símbolo mos- 


trado na Figura 2.10(c) representa o fato de que um 


Pilha £ 1 


interruptor pode ser um curto-circuito ou um circuito 
aberto, dependendo da posição de seus contatos. 

Construiremos agora o modelo de circuito da lan- 
terna. Começando com as pilhas, o terminal positivo 
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da primeira é conectado ao terminal negativo da segunda, como mostra a Figura 2.11. O terminal 
positivo da segunda é conectado a um dos terminais da lâmpada. O outro terminal da lâmpada faz 
contato com um lado do interruptor, e o outro lado do interruptor está conectado ao invólucro 
metálico da lanterna. Então, o invólucro metálico é conectado ao terminal negativo da primeira 
pilha, por meio de uma mola de metal. Observe que os elementos formam um caminho, ou cir- 
cuito, fechado. Você pode ver o caminho fechado formado pelos elementos conectados na Figura 
2.11. A Figura 2.12 mostra um modelo de circuito para a lanterna. 


Figura 2.12 Modelo de circuito para uma lanterna. 


Ri R. 
AMA — AMA, —O o 


Com o nosso exemplo da lanterna, podemos fazer algumas observações gerais sobre 
modelagem: em primeiro lugar, ao desenvolver um modelo de circuito, o comportamento elé- 
trico de cada componente físico é de primordial interesse. No modelo da lanterna, três com- 
ponentes físicos muito diferentes — uma lâmpada, uma mola e um invólucro de metal — são 
todos representados pelo mesmo elemento de circuito (um resistor), porque o fenômeno elé- 
trico que ocorre em cada um deles é o mesmo. Cada um apresenta uma resistência à passagem 
da corrente pelo circuito. 

Em segundo lugar, modelos de circuitos talvez precisem levar em conta efeitos elétri- 
cos indesejáveis, tanto quanto os desejáveis. Por exemplo, o calor resultante da resistência da 
lâmpada produz luz, um efeito desejado. Todavia, o calor resultante da resistência do invólu- 
cro e da mola representa um efeito indesejado ou parasita. O calor drena as pilhas e não pro- 
duz nenhum resultado útil. Tais efeitos parasitas devem ser levados em conta sob pena de o 
modelo resultante não representar adequadamente o sistema. 

Por fim, modelagem requer aproximação. Mesmo no sistema básico representado 
pela lanterna, adotamos premissas simplificadoras no desenvolvimento do modelo de cir- 
cuito. Por exemplo, admitimos um interruptor ideal, mas, na prática, a resistência de con- 
tato pode ser alta o suficiente para interferir com o funcionamento adequado do sistema. 
Nosso modelo não prevê esse comportamento. Além disso, admitimos que a mola conec- 
tora exerce pressão suficiente para eliminar qualquer resistência de contato entre as pilhas. 
Nosso modelo não prevê pressão inadequada. Utilizamos uma fonte ideal de tensão, por- 
tanto ignoramos qualquer dissipação interna de energia nas pilhas, que poderia resultar no 
aquecimento parasita que acabamos de mencionar. Poderíamos levar isso em conta adicio- 
nando um resistor ideal entre a fonte e o resistor da lâmpada. Em nosso modelo, admitimos 
que a perda interna é desprezível. 

Ao modelar a lanterna como um circuito, tínhamos um entendimento básico e acesso aos 
componentes internos do sistema. No entanto, às vezes só conhecemos o comportamento de 
um dispositivo a partir de seus terminais e temos de usar essa informação para construir o 
modelo. O Exemplo 2.5 examina tal problema de modelagem. 
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EXEMPLO 2.5 Construção de um modelo de circuito baseado em medições em terminais. 


A tensão e a corrente são medidas nos terminais do dispo- Figura 2.13 (a) Dispositivo e (b) dados para o 


sitivo ilustrado na Figura 2.13(a) e os valores de v, e i estão Exemplo 2.5. 
tabulados na Figura 2.13(b). Construa um modelo de circuito LO [A 
do dispositivo que está dentro do quadrado. bi ET RR 
Solução + ; 0 = 
A representação gráfica da tensão como uma função da cor- 1, Ni tai 0 0 

e IVO 
rente resulta no gráfico mostrado na Figura 2.14(a). A equa- º 20 5 
ção da reta nessa figura ilustra que a tensão no terminal é 40 10 
diretamente proporcional à corrente, v, = 4i. Em termos da (a) (b) 


lei de Ohm, o dispositivo dentro do quadrado comporta-se 

como um resistor de 4 O. Portanto, o modelo para esse dispo- 

sitivo é um resistor de 4 £), como vemos na Figura 2.14(b). 

Voltaremos a essa técnica de utilização das características terminais para construir um modelo de cir- 
cuito depois da apresentação das leis de Kirchhoff e da análise de circuitos. 


Figura 2.14 (a) Valores de v, versus i, para o dispositivo da Figura 2.13. (b) Modelo de circuito para 


o dispositivo da Figura 2.13. 
by 
v(V) 
Pesa, qa qu e + 
e 
ET; o v, $ 40 
pa (A) E ! 
(a) (b) 


NOTA: avalie seu entendimento desse exemplo tentando resolver os problemas 2.14 e 2.15, apresentados no final deste capítulo. 


2.4 Leis de Kirchhoff 


Diz-se que um circuito está resolvido quando a tensão nos terminais de cada elemento e 
a corrente que flui por ele foram determinadas. A lei de Ohm é uma equação importante para 
derivar essas soluções. Contudo, essa lei pode não ser suficiente para fornecer uma solução 
completa. Como veremos ao tentarmos resolver o circuito da lanterna do Exemplo 2.4, preci- 
samos usar duas relações algébricas mais importantes, conhecidas como leis de Kirchhoff, para 
resolver a maioria dos circuitos. 

Começamos desenhando novamente o circuito como mostra a Figura 2.15, com o interrup- 
tor no estado LIGADO (ON). Observe que também rotulamos as variáveis de corrente e ten- 
são associadas a cada resistor e a corrente associada à fonte de tensão. O rótulo inclui também 
as polaridades de referência, como sempre. Por conveniência, acrescentamos aos rótulos de ten- 
são e corrente o mesmo índice dos rótulos dos resistores. Na Figura 2.15, também eliminamos 
alguns dos pontos que representavam terminais na Figura 2.12 e inserimos nós. Pontos terminais 
são os pontos iniciais e finais de um elemento individual de circuito. Um nó é um ponto no qual 
dois ou mais elementos de circuito se unem. Para usar a lei das correntes de Kirchhoff, é neces- 
sário identificar os nós, como veremos em breve. Na Figura 2.15, os nós são rotulados a, b, c e d. 
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O nó d conecta a pilha e a lâmpada, estendendo-se até a parte Figura 2.15 Modelo de circuito da lanterna com variáveis 
superior do diagrama, embora tenhamos rotulado um único designadas de tensão e corrente. 
ponto por conveniência. Os pontos dos dois lados do interrup- d 
tor indicam seus terminais, mas precisamos apenas de um para já 
representar um nó, portanto somente um é denominado nó c. ae 

No circuito mostrado na Figura 2.15, podemos identifi- Us fi, | Vi $R 
car sete incógnitas: i, à, is ip UV, V, e v, Lembre-se de que v, é n — E ' — a = 
uma tensão conhecida porque representa a soma das tensões AM E AM ++ 
nos terminais das duas pilhas, uma tensão constante de 3 V. O e R, b R. á 


problema é determinar as sete variáveis desconhecidas. Pela 

álgebra, sabemos que, para determinar n quantidades desconhecidas, ou incógnitas, temos de 
resolver n equações simultâneas independentes. Pela nossa discussão da lei de Ohm na Seção 
2.2, sabemos que três das equações necessárias são: 


=iR: (2.13) 
V.=I Ro ; 

Rs AA 2.14 
v=iR, (2.15) 


E as outras quatro equações? 


A interconexão de elementos de circuito impõe limitações à relação entre as tensões e 
correntes nos terminais. Essas limitações são denominadas leis de Kirchhoff, nome que se deve 
a Gustav Kirchhoff, o primeiro a enunciá-las em um artigo publicado em 1848. As duas leis que 
determinam as limitações em linguagem matemática são conhecidas como a lei das correntes 
de Kirchhoff e a lei das tensões de Kirchhoff. 


Agora, podemos enunciar a lei das correntes de Kirchhoff: 


A soma algébrica de todas as correntes em qualquer nó de um circuito é igual a zero. 4 Lei das 
correntes 
de Kirchhoff 


Para usar a lei das correntes de Kirchhoff, deve-se designar um sinal algébrico, correspon- (LCK) 


dente à direção de referência, para cada corrente no nó. Atribuir um sinal positivo a uma cor- 
rente que sai de um nó significa atribuir um sinal negativo a uma corrente que entra em um nó. 
De outra forma, atribuir um sinal negativo a uma corrente que sai de um nó significa atribuir 
um sinal positivo a uma corrente que entra em um nó. 

A aplicação da lei das correntes de Kirchhoff aos quatro nós do circuito mostrado na 


Figura 2.15, usando a convenção de que correntes que saem de um nó são consideradas posi- 
tivas, resulta em quatro equações: 


nõa L-4,0, (2.16) 
nb 4 +FL=0, (2.17) 
nc 1,450, (2.18) 
nód i—1,=0. (2.19) 


Observe que as equações 2.16 a 2.19 não são um conjunto independente, porque qualquer 
uma das quatro pode ser derivada das outras três. Em qualquer circuito com n nós, n — 1 equa- 
ções independentes podem ser derivadas da lei das correntes de Kirchhoff.! Desprezemos a 


1 Falaremos mais sobre essa observação no Capítulo 4. 
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Lei das D 
tensões de 
Kirchhoff 
(LTK) 


Equação 2.19 para termos seis equações independentes, ou seja, equações 2.13 a 2.18. Precisa- 
mos de mais uma, que podemos derivar da lei das tensões de Kirchhoff 

Antes de enunciar a lei das tensões de Kirchhoff, devemos definir um caminho fechado 
ou laço. Começando em um nó escolhido arbitrariamente, traçamos um caminho fechado per- 
correndo um trajeto que passa pelos elementos básicos de circuito selecionados e retorna ao 
nó original sem passar por qualquer nó intermediário mais de uma vez. O circuito mostrado na 
Figura 2.15 tem somente um caminho fechado ou laço. Por exemplo, escolhendo o nó a como 
ponto de partida e fazendo o trajeto no sentido horário, formamos o caminho fechado passando 
pelos nós d, c, b e voltando ao nó a. Agora podemos enunciar a lei das tensões de Kirchhoff: 


A soma algébrica de todas as tensões ao longo de qualquer caminho fechado em um cir- 
cuito é igual a zero. 


Para usar a lei das tensões de Kirchhoff, devemos designar um sinal algébrico (direção 
de referência) a cada tensão no laço. À medida que traçamos um caminho fechado, aparecerá 
uma queda ou uma elevação de tensão na direção que escolhemos. Atribuir um sinal positivo 
a uma elevação de tensão significa atribuir um sinal negativo a uma queda de tensão. De outra 
forma, atribuir um sinal negativo a uma elevação de tensão significa atribuir um sinal positivo 
a uma queda de tensão. 

Aplicamos, agora, a lei das tensões de Kirchhoff ao circuito mostrado na Figura 2.15. 
Escolhemos traçar o caminho fechado em sentido horário, designando um sinal algébrico posi- 
tivo às quedas de tensão. Começando no nó d, temos a expressão 


v—v+v—v=0, (2.20) 


que representa a sétima equação independente necessária para encontrar as sete variáveis 
desconhecidas mencionadas anteriormente. 

Pensar em resolver sete equações simultâneas para determinar a corrente fornecida à 
lâmpada de uma lanterna por um par de pilhas não é nada animador. Portanto, nos próximos 
capítulos, apresentaremos técnicas analíticas que mostram como resolver um circuito simples 
de um só laço escrevendo uma única equação. Contudo, antes de passarmos para a discussão 
dessas técnicas de circuito, precisamos fazer várias observações sobre a análise detalhada do 
circuito da lanterna. De modo geral, essas observações são válidas e, por conseguinte, impor- 
tantes para as discussões nos capítulos subsequentes. Elas também dão sustentação à afirma- 
tiva de que o circuito da lanterna pode ser resolvido definindo-se uma única incógnita. 

Em primeiro lugar, observe que, se conhecemos a corrente em um resistor, também conhe- 
cemos sua tensão, pois corrente e tensão estão diretamente relacionadas pela lei de Ohm. Assim, 
podemos associar uma única variável desconhecida a cada resistor, seja a corrente ou a tensão. 
Digamos que escolhemos a corrente como variável desconhecida. Então, assim que resolver- 
mos a corrente desconhecida no resistor, podemos determinar a tensão no resistor. De modo 
geral, se conhecemos a corrente em um elemento passivo, podemos achar a tensão em seus ter- 
minais, o que reduz bastante o número de equações simultâneas a resolver. Por exemplo, no cir- 
cuito da lanterna, eliminamos as tensões v., ve v, como incógnitas. Portanto, já de saída, redu- 
zimos a tarefa analítica à resolução de quatro equações simultâneas — em vez de sete. 

A segunda observação geral está relacionada às consequências de conectar somente dois 
elementos para formar um nó. De acordo com a lei das correntes de Kirchhoff, quando ape- 
nas dois elementos estão conectados a um nó, se conhecemos a corrente em um deles, também 
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podemos conhecer a do outro. Em outras palavras, só precisamos definir uma única corrente 
desconhecida para os dois elementos. Quando apenas dois elementos se conectam em um 
único nó, diz-se que estão em série. A importância dessa segunda observação é óbvia quando 
verificamos que cada nó no circuito mostrado na Figura 2.15 envolve somente dois elementos. 
Assim, é preciso definir apenas uma corrente desconhecida. A razão disso é que as equações 
2.16 a 2.18 levam diretamente à equação 


LES Si, (2.21) 
segundo a qual, se você conhecer a corrente de qualquer um dos elementos, conhecerá todas. 
Por exemplo, optar por i como incógnita elimina i,, i. e i. O problema restringe-se a determi- 
nar uma incógnita, ou seja, i.. 

Os exemplos 2.6 e 2.7 ilustram como escrever equações de circuito baseadas nas leis de Kir- 
chhoff. O Exemplo 2.8 ilustra como usar as leis de Kirchhoff e a lei de Ohm para determinar uma 
corrente desconhecida. O Exemplo 2.9 amplia a técnica apresentada no Exemplo 2.5 para cons- 


truir um modelo de circuito para um dispositivo cujas características terminais são conhecidas. 


EXEMPLO 2.6 Aplicação da lei das correntes de Kirchhoff. 


Some as correntes em cada nó do circuito mostrado na Figura 2.16. Observe que não há nenhum 


ponto de conexão (º) no centro do diagrama, onde o ramo de 4 ( cruza o ramal que contém a fonte 


ideal de corrente i. 


Figura 2.16 Circuito para o Exemplo 2.6. 


Solução 

Ao escrever as equações, usamos um sinal positivo para 
uma corrente que sai do nó. As quatro equações são 

nóa ri LS0, 

nó b ai Ma a a OR 

nó c >> —i=o, 

nó d iii, 


EXEMPLO 2.7 Aplicação da lei das tensões de Kirchhoff. Figura 2147 Circuito para 0 Exemplo 217. 


+ 


Some as tensões ao longo de cada caminho designado 
no circuito mostrado na Figura 2.17, 


Solução 
Ao escrever as equações, usamos um sinal positivo para 
uma queda de tensão. As quatro equações são 


caminhoa —v +, +tu—u,—U,=O, 


caminho b -—v, +uv,+u,=0, 
caminhoc v—U,—U.—U,—U,=0, 


caminhod —v—v +Hu—U.+HuV—v,=0. 
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EXEMPLO 2.8 Aplicação da lei de Ohm e das leis de Kirchhoff para determinar uma corrente desconhecida. 


a) Use as leis de Kirchhoff e a lei de Ohm para deter- EIS 0 e po 


minar i, no circuito mostrado na Figura 2.18. 10 0 
AMAy 
b) Teste a solução para i verificando se a potência total Ê 
gerada é igual à potência total dissipada. 120 V 50 0 6A 
Solução 
a) Começamos desenhando novamente o circuito e Figura 2.19 O circuito mostrado na Figura 2.18, com as 
designando uma corrente desconhecida ao resistor incógnitas 1, v, e v, definidas. 
de 50 9, e tensões desconhecidas nos terminais dos E 100 io b 
resistores de 10 0. e 50 O. A Figura 2.19 mostra o . AM 
), 2 
circuito. Os nós são rotulados a, b e c para auxiliar o. 
Ea Ovi 6A 
a discussão. 


Como i, é também a corrente na fonte de 120 V, temos 
duas correntes desconhecidas e, portanto, devemos 
derivar duas equações simultâneas envolvendo i, e i,. Obtemos uma das equações aplicando a lei 
das correntes de Kirchhoff ao nó b ou c. Somando as correntes no nó b e designando um sinal posi- 
tivo às correntes que saem do nó, temos 


=, 650, 
Obtemos a segunda equação pela lei das tensões de Kirchhoff combinada com a lei de Ohm. Sabendo 
que pela lei de Ohm v, é 10i, e v, é 50i,,somamos as tensões ao longo do caminho fechado cabc, obtendo 


—120 + 10i, + 501, = 0. 


Quando escrevemos essa equação, designamos um sinal positivo às quedas no sentido horário. Resol- 
vendo essas duas equações para i, e i,, temos 


LC QACSIA, 
b) A potência dissipada no resistor de 50 O é 
Pso0 = (3)2(50) = 450 W. 
A potência dissipada no resistor de 10 O é 
Prq = (310) = 90 W. 
A potência fornecida à fonte de 120 V é 


DPigv = 20, =120(-3)=360W. 


A potência fornecida à fonte de 6 A é 
Dea UV (6),mas 4, =505,=150V. 
Portanto, 


pes = —150(6) =—900 W. 


A fonte de 6 A está fornecendo 900 W e a fonte de 120 V está absorvendo 360 W. A potência total 
absorvida é 360 + 450 + 90 = 900 W. Portanto, a solução confirma que a potência fornecida é igual à 
potência absorvida. 
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EXEMPLO 2.9 Construção de um modelo de circuito baseado em medições terminais. 


A tensão e a corrente terminais foram medidas no dispositivo Figura 2.20 (a) Dispositivo e (b) dados para o 


mostrado na Figura 2.20(a), e os valores encontrados de v, e i, Exemplo 2.9. 
estão tabulados na Figura 2.20(b). A 
a) Fones um modelo de circuito para o dispositivo dentro n 20) [i(Ã) 
da caixa. é 
Disposi- ú 30 0 
b) Usando esse modelo, determine a potência que esse dispo- tivo i 15 3 
Ea » é o 
sitivo fornecerá a um resistor de 10 O. as 0 6 
Solução (a) (b) 


a) A representação gráfica da tensão como uma função da 
corrente é mostrada na Figura 2.21(a). A equação da reta é 


v,=30-5i. 


Precisamos identificar agora os componentes de um modelo Figura 2.21 
que produzirão a mesma relação entre tensão e corrente. A 
lei das tensões de Kirchhoff nos diz que as quedas de tensão 
em dois componentes em série são somadas. Pela equação, um 
desses componentes produz uma queda de 30 V independen- 


(a) Gráfico de v, versus i, para 0 
dispositivo da Figura 2.20(a). (b) 
Modelo de circuito resultante para 
o dispositivo da Figura 2.20(a), 
conectado a um resistor de 10 O. 


temente da corrente. Esse componente pode ser modelado v(V) 


como uma fonte de tensão ideal independente. O outro com- 30 
ponente produz uma queda de tensão positiva na direção da 


corrente i. Como a queda de tensão é proporcional à corrente, 15 H — 


a lei de Ohm nos diz que esse componente pode ser modelado 


como um resistor ideal com um valor de 5 O. O modelo de cir- 
cuito resultante é representado dentro do retângulo tracejado 
da Figura 2.21(b). 


(A) 


(OS q] 


(a) 


b) Conectamos agora um resistor de 10 Q ao dispositivo da 
Figura 2.21(b) para completar o circuito. A lei das cor- 
rentes de Kirchhoff nos diz que a corrente no resistor 
de 10 Q é igual à corrente no resistor de 5 O. Usando a 
lei das tensões de Kirchhoff e a lei de Ohm, podemos 


30 V 


[Ur 100 


escrever a equação para as quedas de tensão ao longo do 
circuito, começando na fonte de tensão e prosseguindo 
em sentido horário: 


—30 + Si + 10i=0. 
Resolvendo para i, obtemos 


Ii=2A. 


(b) 


Uma vez que esse é o valor da corrente que flui no resistor de 10 O, podemos usar a equação de potên- 


cia p= i2R para calcular a potência fornecida a esse resistor: 


Pro = (10) =40 W. 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber enunciar e usar a lei de Ohm e as leis de correntes e tensões de Kirchhoff. 
30 


2.5 Para o circuito mostrado, calcule (a) i: (b) v,; (c) v;; 
(d) vs e (e) a potência fornecida pela fonte de 24 V. 
Resposta: (a) 2 A; 

(b) 4 V; o 
(c) 6V; 209 
(d) 14 V; 


(e) 48 W. + 
200 LO) 1220V 3 240 
Use a lei de Ohm e as leis de Kirchhoff para deter- — 


24V 


minar o valor de R no circuito mostrado. 
Resposta: R = 4 O. 


a) A tensão e a corrente terminais foram medidas no dispositivo 


mostrado. Os valores de v, e i, são dados na tabela. Usando 


esses valores, crie o gráfico da reta v, versus i,. Calcule a equa- 


ção da reta e use-a para construir um modelo para o disposi- 


tivo, usando uma fonte ideal de tensão e um resistor. 


b) Use o modelo construído em (a) para prever a potência 
que o dispositivo fornecerá a um resistor de 25 O. 
Resposta: (a) Uma fonte de 25 V em série com um resistor de 100 O; 
(b)1W. 


Repita o Problema para avaliação 2.7, utilizando a equação da reta representada no gráfico para cons- 
truir um modelo contendo uma fonte ideal de corrente e um resistor. 
Resposta: (a) Uma fonte de corrente de 0,25 A conectada aos terminais de um resistor de 100 O; 

(b) 1W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 2. 18, 2.19, 2.29 e 2.31, apresentados no final deste capítulo. 


2.5 Análise de um circuito que contém fontes dependentes 


Vamos concluir esta introdução à análise elementar de circuitos com a discussão de um 
circuito que contém uma fonte dependente, como mostra a Figura 2.22. 
Queremos usar as leis de Kirchhoff e a lei de Ohm para 


Figura 2.22 Circuito com uma fonte dependente. determinar v, nesse circuito. Antes de escrever as equações, 
ú o b uma boa prática é examinar atentamente o diagrama de cir- 

Aga | cuito. Isso nos ajudará a identificar as informações conhecidas 

sMiy ta E 00 O sis e as informações que devemos obter por meio de cálculos. Tam- 
= bém nos ajudará a elaborar uma estratégia para resolver o cir- 


cuito usando apenas alguns cálculos. 


Um exame do circuito da Figura 2.22 revela que: 
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º — Assim que conhecermos i , poderemos calcular v usando a lei de Ohm. 
* — Assim que conhecermos i,, conheceremos também a corrente fornecida pela fonte depen- 
dente Si,- 


e A corrente na fonte de 500 V é i,. 


Assim, há duas correntes desconhecidas, i, e i . Precisamos construir e resolver duas equa- 
ções independentes que envolvam essas duas correntes para determinar o valor de v,. 

Observe, no circuito, o caminho fechado que contém a fonte de tensão, o resistor de 5 O 
e o resistor de 20 O. Podemos aplicar a lei das tensões de Kirchhoff ao longo desse caminho 
fechado. A equação resultante contém as duas correntes desconhecidas: 


500 = 5i, + 20i . (2.22) 


Precisamos agora gerar uma segunda equação contendo essas duas correntes. Considere 
o caminho fechado formado pelo resistor de 20 O e a fonte de corrente dependente. Se ten- 
tarmos aplicar a lei das tensões de Kirchhoff a esse laço, não conseguiremos desenvolver 
uma equação útil porque não conhecemos o valor da tensão nos terminais da fonte de cor- 
rente dependente. Na verdade, essa tensão é v,, que é a aquela que estamos tentando calcu- 
lar. Escrever uma equação para esse laço não nos aproxima de uma solução. Por essa mesma 
razão, não usamos o caminho fechado que contém a fonte de tensão, o resistor de 5 O,e a 
fonte dependente. 

Há três nós no circuito, portanto recorremos à lei das correntes de Kirchhoff para gerar 
a segunda equação. O nó a conecta a fonte de tensão e o resistor de 5 O; como já havíamos 
observado, a corrente nesses dois elementos é a mesma. O nó b ou o nó c podem ser usados 
para construir a segunda equação, por meio da lei das correntes de Kirchhoff. Selecionando o 
nó b, temos a seguinte equação: 


LTS O. (2.23) 
Resolvendo as equações 2.22 e 2.23 para as correntes, obtemos 

SA, 

=24A. (2.24) 


Usando a Equação 2.24 e a lei de Ohm para o resistor de 20 O), podemos resolver para a 
tensão v,: 


v, = 20i, =480 V. 


Pense em uma estratégia de análise de circuito antes de começar a escrever equações. 
Como demonstramos, nem todo caminho fechado oferece uma oportunidade de escrever uma 
equação útil baseada na lei das tensões de Kirchhoff. Nem todo nó proporciona uma aplicação 
útil da lei das correntes de Kirchhoff. Uma consideração preliminar do problema pode aju- 
dar a selecionar a abordagem mais proveitosa e as ferramentas de análise mais úteis para um 
determinado problema. Escolher uma boa abordagem e as ferramentas adequadas normal- 
mente reduz a quantidade e a complexidade das equações a resolver. O Exemplo 2.10 ilustra 
outra aplicação da lei de Ohm e das leis de Kirchhoff a um circuito com uma fonte depen- 
dente. O Exemplo 2.11 envolve um circuito bem mais complexo, porém, com uma cuidadosa 
escolha das ferramentas, a análise fica relativamente descomplicada. 
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EXEMPLO 2.10 Aplicação da lei de Ohm e das leis de Kirchhoff para determinar uma tensão desconhecida. 


a) Use as leis de Kirchhoff e a lei de Ohm para determinar a tensão v, como mostrado na Figura 2.23. 
b) Mostre que sua solução é consistente com a restrição 
de que a potência total fornecida ao circuito é igual à 
potência total consumida. 20 


Figura 2.23 Circuito para o Exemplo 2.10. 


Solução 


a) Um exame minucioso do circuito da Figura 2.23 revela que: 
e Há dois caminhos fechados, o da esquerda, com a 
corrente i, e o da direita, com a corrente i. 
e Uma vez conhecida i,, podemos calcular v,. 


Precisamos de duas equações para as duas correntes. 
Como há dois caminhos fechados e ambos têm fontes de tensão, podemos aplicar a lei das tensões de 
Kirchhoff a cada um deles para obter as seguintes equações: 

10=6i, 


É a Oo e 
Resolvendo para as correntes, temos 
LEIA, 
As 
Aplicando a lei Ohm ao resistor de 3 O), obtemos a tensão desejada: 


= =ov 


b) Para calcular a potência fornecida às fontes de tensão, usamos a equação de potência na forma 
p= vi. A potência fornecida à fonte de tensão independente é 


p= (10)(-1,67) =—16,7W. 
A potência fornecida à fonte de tensão dependente é 
p=(i)ci)=(6H-D)=-5W. 


Ambas as fontes estão fornecendo potência, e a potência total é 21,7 W. 
Para calcular a potência fornecida aos resistores, usamos a equação de potência na forma p = ?R. A 
potência entregue ao resistor de 6 O é 


p= (1,676) = 16,7 W. 
A potência fornecida ao resistor de 2 O é 
p=(DH2)=2W. 
A potência fornecida ao resistor de 3 O é 


p= (03)=3W. 


Todos os resistores dissipam potência, e a potência total dissipada é 21,7 W, igual à potência total for- 
necida pelas fontes. 
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EXEMPLO 2.11 Aplicação da lei de Ohm e das leis de Kirchhoff em um circuito amplificador. 


O circuito da Figura 2.24 representa uma configuração Figura 2.24 Circuito para o Exemplo 2.11. 
comum encontrada na análise e no projeto de amplifica- 
dores transistorizados. Admita que os valores de todos 
os elementos do circuito — R,, R,, Rg, Rg Vecêe Vo — 
sejam conhecidos. 


a) Escreva as equações necessárias para determinar a 
corrente em cada elemento desse circuito. 

b) A partir das equações, obtenha uma fórmula para cal- 
cular ip com base nos valores dos elementos de circuito. 


Solução 

Um exame cuidadoso do circuito revela um total de seis 
correntes desconhecidas, designadas por i,, i, ips ic, ip € 
ico: Para definir essas seis correntes desconhecidas, usa- 
mos a observação de que o resistor R,, está em série com 
a fonte de corrente dependente Bip. Devemos agora 
deduzir seis equações independentes envolvendo essas seis incógnitas. 


a) Podemos deduzir três equações aplicando a lei das correntes de Kirchhoff a quaisquer três dos nós 
a,b,c e d. Vamos usar os nós a, b e c e considerar as correntes que saem desses nós como positivas: 


(Ditic—icç=), 

ti, 

Data io O 
Uma quarta equação surge da imposição da restrição apresentada pela conexão em série de R,. com 
a fonte dependente: 


(4) ic = Bip. 


Recorremos à lei das tensões de Kirchhoff para deduzir as duas equações restantes. Precisamos sele- 
cionar dois caminhos fechados para usar a lei das tensões de Kirchhoff. Observe que a tensão na 
fonte de corrente dependente é desconhecida e não pode ser determinada pela corrente da fonte 
Bip- Portanto, temos de selecionar dois caminhos fechados que não contenham essa fonte de corrente 
dependente. 


Escolhemos os circuitos bcdb e badb e especificamos as quedas de tensão como positivas para obter 
O) Vitis bRO 
lo9)-R+ Vac RO 


b) Para obter uma única equação para i, em termos das variáveis de circuito conhecidas, você pode 
seguir estas etapas: 
* Resolver a Equação (6) para i e substituir i, na Equação (2). 
e Resolver a Equação transformada (2) para i, e substituir i, na Equação (5). 
e Resolver a Equação transformada (5) para i,. e substituir i, na Equação (3). Usar a Equação 
(4) para eliminar i,. na Equação (3). 
e Resolver a Equação transformada (3) para i, e rearranjar os termos para obter 
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(VecR)/(Ri + R$) — Vo 
(RiRo)/(R4 + R$) + (1 + B)RE (2.25) 


lp =— 


O Problema 2.31 pede que você verifique essas etapas. Note que, uma vez conhecida i,, é fácil obter 
as correntes restantes. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber como calcular a potência para cada elemento em um circuito simples. 


2.9 Para o circuito mostrado, determine (a) a corrente i, em microampêres, (b) a tensão v em volts, (c) a 


potência total gerada e (d) a potência total absorvida. 
54 KO o 
Resposta: (a) 25 vuA; AMA 


(b) =2V; h 
(c) 6.150 uW; 
(d) 6.150 uW. 


210 A corrente i Ruto) circuito mostrado é 2 A. Determine 
a) U, 
b) a potência absorvida pela fonte de tensão independente, 


c) a potência fornecida pela fonte de corrente independente, 


d) a potência fornecida pela fonte de corrente controlada, 
e) a potência total dissipada nos dois resistores. 


Resposta: (a) 70 V; 
(b) 210 W; 
(c) 300 W; 
(d) 40 W; 
(e) 130 W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 2.32 e 2.33, apresentados no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Aquecimento com radiadores elétricos 


Vamos determinar qual dos dois diagramas de instalação elétrica apresentados no início deste capítulo deve ser usado 
para ligar os radiadores elétricos à energia fornecida para a garagem. Começamos com o diagrama mostrado na Figura 2.25. 
Podemos transformá-lo em um circuito modelando os radiadores como resistores. O circuito resultante é mostrado na Figura 
2.26. Note que cada radiador tem a mesma resistência, R, e é rotulada com um valor de tensão e corrente. 

Para determinar as tensões e correntes desconhecidas do circuito da Figura 2.26, comece escrevendo uma equação LTK 
para o lado esquerdo do circuito: 


-240+v,=0 > v,=240V. 
Agora escreva uma equação LTK para o lado direito do circuito: 


e a ÃO => w =v =240V. 

Lembre-se de que as especificações de potência e tensão para 
cada radiador são 1.200 W, 240V. Portanto, a configuração mostrada 
na Figura 2.25 satisfaz a especificação de tensão, uma vez que cada 
radiador teria uma tensão de alimentação de 240 V. 

Em seguida, calcule o valor da resistência R que vai modelar 
corretamente cada radiador. Queremos que a potência associada a 
cada radiador seja de 1.200 W. Use a equação para potência de um 
resistor que envolva a resistência e a tensão: 


vt 240 
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Figura 2.25 Um diagrama de instalação elétrica para dois 
radiadores. 


240 V (O 


Figura 2.26 Circuito baseado na Figura 2.25. 


E 
w$ R 


* * 
240V (o) vi &R 2 


Jopeiprit—s 


JopeIpei 


Papete 


= 48 O. 
1.200 


Cada radiador pode ser modelado como uma resistência de 48 £), com uma queda de tensão de 240 V e potência de 


1.200 W. A potência total para dois radiadores é, portanto, 2.400 W. 


Por fim, calcule a potência fornecida pela fonte de 240 V. Para isso, calcule a corrente na fonte de tensão 


» 1, escrevendo 


uma equação LCK no nó superior da Figura 2.26, e use essa corrente para calcular a potência da fonte de tensão. 


: ; : vi 
= ar bm ar dg O) => 


240 


is =h4 T 5) 
R 


= 104. 


P,=-(240)(i) =— (240)(10) = —2.400W. 


Assim, a potência total do circuito é —2.400 + 2.400 = 0, indicando equilíbrio de potência. 

Agora examine o outro diagrama mostrado na Figura 2.27. Sabemos que os radiadores podem ser modelados por meio 
de resistores de 48 O), que são usados para converter o diagrama no circuito da Figura 2.28. 

Inicie a análise do circuito da Figura 2.28 escrevendo uma equação LTK: 


mosto du, = 0 => ua to, = 240. 


Em seguida, escreva uma equação LCK no nó a: Figura 2.27 Outra forma de conectar dois radiadores. 


=i,=i. 


=p ge = Ls o 


A corrente nas duas resistências é a mesma, e podemos usá-la 
nas equações da lei de Ohm para substituir as duas tensões desconhe- 
cidas na equação LTK: 


1OopeIpei 


48i = 48i = 240 = 961 = 


Use a corrente nos dois resistores para calcular a potência dos 
dois radiadores. 


P.=P,=R? = (482,5) = 300 W. 
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Assim, se os radiadores são conectados como mostra a Figura 2.27, sua potência total será apenas 600 W. Isso é insu- 
ficiente para aquecer a garagem. 
Portanto, a forma como os radiadores são ligados exerce grande impacto sobre a quantidade de calor a ser fornecida. 
Quando conectados usando-se o diagrama da Figura 2.25, 2.400 W de potência estarão disponíveis, mas, quando conectados 
usando-se o diagrama da Figura 2.27, somente 600 W de potência estarão disponíveis. 


NOTA: avalie sua compreensão da Perspectiva prática resolvendo os problemas 2.41 a 2.43 no final deste capítulo. 


Resumo 


Os elementos de circuito apresentados neste 
capítulo são fontes de tensão, fontes de corrente 
e resistores: 


º Uma fonte ideal de tensão mantém uma 
tensão entre seus terminais independen- 
temente da corrente que flui por ela. Uma 
fonte ideal de corrente mantém uma cor- 
rente fluindo por ela independentemente 
da tensão em seus terminais. Fontes de 
tensão e corrente são ditas independen- 
tes quando não são influenciadas por qual- 
quer outra corrente ou tensão no circuito; 
ou dependentes, quando seus valores são 
determinados por alguma outra corrente 
ou tensão no circuito. 

(Seção 2.1.) 


e Um resistor impõe uma proporcionalidade 
entre a tensão em seus terminais e a corrente 
que flui por ele. O valor da constante de pro- 
porcionalidade é denominado resistência e é 
medido em ohms. 

(Seção 2.2.) 


A lei de Ohm estabelece a proporcionali- 
dade entre tensão e corrente em um resistor. 
Especificamente, 
v=iR 
se o fluxo de corrente no resistor estiver na dire- 
ção da queda da tensão que lhe é aplicada, ou 
v=—iR 


se o fluxo de corrente no resistor estiver na dire- 
ção da elevação da tensão que lhe é aplicada. 
(Seção 2.2.) 


Combinando a equação de potência, p = vi, com 
a lei de Ohm, podemos determinar a potência 
absorvida por um resistor: 

p= 2R= v!R. 
(Seção 2.2.) 


Circuitos são descritos por nós e caminhos 
fechados. Um nó é um ponto no qual dois ou 
mais elementos de circuito se unem. Quando 
apenas dois elementos se conectam para for- 
mar um nó, diz-se que estão em série. Um cami- 
nho fechado é um laço que passa por elemen- 
tos conectados, começa e termina no mesmo nó 
e passa por cada nó intermediário apenas uma 
vez. (Seção 2.4.) 


As tensões e correntes de elementos de circuito 
interconectados obedecem às leis de Kirchhoff: 


e Lei das correntes de Kirchhoff estabelece 
que a soma algébrica de todas as correntes 
em qualquer nó de um circuito seja igual 
a zero. 

e Lei das tensões de Kirchhoff estabelece que 
a soma algébrica de todas as tensões ao longo 
de qualquer caminho fechado em um circuito 
seja igual a zero. 

(Seção 2.4.) 


Z 


Um circuito é resolvido quando são determi- 
nadas a tensão entre os terminais e a corrente 
que flui em cada elemento que o compõe. Com- 
binando o entendimento do funcionamento de 
fontes independentes e dependentes, da lei de 
Ohm e das leis de Kirchhoff, podemos resolver 
muitos circuitos simples. 
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Problemas 
Seção 2.1 
2.1 a) A interconexão de fontes ideais no cir- 24 Se a interconexão na Figura P2.4 é válida, 
cuito da Figura P2.1 é válida? Explique. determine a potência total fornecida pelas 
b) Identifique as fontes que estão forne- fontes de tensão. Se a interconexão não é 
cendo potência e as que estão absor- válida, explique a razão. 
vendo potência. Figura P2.4 
c) Verifique se a potência total fornecida no 3A 
circuito é igual à potência total absorvida. ) 
d) Repita (a)-(c), invertendo a polaridade 
) pla tato E sa()) 15V (ev 
da fonte de 20 V. 
Figura P2.1 ) 
15V 4A 
C3 2.5 — Ainterconexão de fontes ideais pode resultar 


2.2 


2.3 


ud Bo Du 


CDsa 


Se a interconexão na Figura P2.2 é válida, 
determine a potência total fornecida no cir- 


cuito. Se a interconexão não é válida, explique 


a razão. 


Figura P2.2 


Se a interconexão na Figura P2.3 é válida, 
determine a potência fornecida pelas fontes 
de corrente. Se a interconexão não é válida, 
explique a razão. 
Figura P2.3 

40 V 


em uma solução indeterminada. Com isso em 
mente, explique por que as soluções para v, e 
v, no circuito da Figura P2.5 não são únicas. 
Figura P2.5 

12V 


2a (D) 


— + 
v| SA (1) 3A 


2.6 


2.1 


O 


8V 


Considere a interligação mostrada na Figura 

P2.6. 

a) Qual o valor de v, é necessário para tor- 
nar válida essa interligação? 

b) Para esse valor de v,, determine a potên- 


cia associada à fonte de tensão. 


Figura P2.6 


Vi 
400 mA (1) 


Considere a interligação mostrada na Figura P2.7, 


v,/50 


a) Qual é o valor de a necessário para tor- 
nar válida essa interligação? 
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2.8 


b) Para esse valor de «, determine a potên- 
cia associada à fonte de corrente. 


c) A fonte de corrente está fornecendo ou 
absorvendo potência? 


Figura P2.7 


Ia 
6V (À) o (1) 15 mA 


a) A interconexão na Figura P2.8 é válida? 
Explique. 

b) Você pode determinar a energia total 
relacionada ao circuito? Explique. 


Figura P2.8 


h 


Seções 2.2-2.3 


211 


2.12 


Para o circuito mostrado na Figura P2.11 
a) Determine v. 


b) Determine a potência absorvida pelo 
resistor. 

c) Inverta a direção da fonte de corrente e 
repita as partes (a) e (b). 

Figura P2.11 


15 ma(!) 1) 


$3k0 


Para o circuito mostrado na Figura P2.12 

a) Determine i. 

b) Determine a potência fornecida pela fonte 
de tensão. 


c) Inverta a polaridade da fonte de tensão e 
repita as partes (a) e (b). 


2.9 


210 


"O 
nv) 


2143 


Se a interconexão na Figura P2.9 é válida, 
determine a potência total fornecida ao cir- 
cuito. Se a interconexão não é válida, explique 
a razão. 


Figura P2.9 


Oo 


Determine a potência total fornecida ao cir- 
cuito da Figura P2.10,se v, =5 V. 


Figura P2.10 


“C) 
+ 


Va é) 10 v; 
+ su 
TON 


Figura P2.12 


sov() $2,5k0 


Um par de lâmpadas de farol de automóvel 
está conectado a uma bateria de 12 V por 
meio do arranjo mostrado na Figura P2.13. 
Na figura, o símbolo triangular Y é usado para 
indicar que o terminal está conectado direta- 
mente à estrutura metálica do carro. 


a) Construa um modelo de circuito usando 
resistores e uma fonte de tensão inde- 
pendente. 


b) Identifique a correspondência entre o 
elemento ideal de circuito e o símbolo do 
componente que ele representa. 


Figura P2.13 


; Lâmpada A 
| 


Interruptor 


Bateria 12 V o 


Lâmpada B 


214 A tensão e a corrente foram medidas nos 
terminais do dispositivo mostrado na Figura 
P2.14(a). Os valores de v e i são dados na 
tabela da Figura P2.14(b). Use os valores da 
tabela para construir um modelo de circuito 
para esse dispositivo, consistindo-se de um 
único resistor do Apêndice H. 


Figura P2.14 
; (A) |u(kV) 
—6 272 
+ 

o —S3 —3,6 
Disposi- Pos [o 57] 

tivo ç 3,6 

fo) E 72 

10,8 

(a) (b) 


2.15 Fontes de tensão de vários valores foram 
aplicadas ao dispositivo mostrado na 
Figura P2.15(a). A potência absorvida pelo 


Seção 2.4 
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dispositivo para cada valor de corrente está 
registrada na Figura P2.15(b). Use os valores 
da tabela para construir um modelo para o 
dispositivo consistindo-se de um único resis- 


tor do Apêndice H. 
Figura P2.15 
v (V) Jp (mW) 
= 640 
—4 160 
Disposi- 4 160 
tivo 8 640 
12 1.440 
16 2.560 
(a) (b) 


2.16 Fontes de corrente de vários valores foram 
aplicadas ao dispositivo mostrado na Figura 
P2.16(a). A potência absorvida pelo disposi- 
tivo para cada valor de corrente está regis- 
trada na Figura P2.16(b). Use os valores da 
tabela para construir um modelo para o dis- 
positivo consistindo-se de um único resistor 


do Apêndice H. 
Figura P2.16 
i(mA)|p (mW) 
0,5 8,25 
1,0 33,00 
15 74,25 
20 |132,00 
25 |206,25 
3,0 297,00 
(a) (b) 


2.17 Considere o circuito mostrado na Figura P2.17 


a) Determine v, usando as leis de Kirchhoff 
e a lei de Ohm. 


b) Teste a solução para v,, verificando que a 
potência total fornecida é igual à potên- 
cia total absorvida. 


Figura P2.17 


+ 
20ma() vo ESQ sv 
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218 Dado o circuito mostrado na Figura P2.18, 
Pspice determine 
Multisim 
a) o valor de i,, 
b) o valor de i,, 
c) o valor de v,, 
d) a potência dissipada em cada resistor, 


e) a potência fornecida pela fonte de 50 V. 


Figura P2.18 
10 dp 
AA 
+ 
sov(O ia| 20 9 vo 80 0 


219 a) Determine as correntes i, e i, no circuito 
Pspice da Figura P2.19. 


Multisim 
b) Determine a tensão v,. 


c) Verifique que a potência total fornecida é 
igual à potência total consumida. 


Figura P2.19 
150 0 
AM 
+ —- 


15 O e E | 100 9 


$250 0 


2.20 A corrente i no circuito mostrado na Figura 
P2.20 é 50 mA e a tensão v, é 3,5 V. Determine 
(ay tb)u,ite) voe (d) a potência fornecida 
pela fonte de corrente. 


Figura P2.20 
500 200 O 
— ANN —AMN 
E c bj + 


vg o vi $250 0 vw $175 O 


2.21 A corrente i no circuito mostrado na Figura 
Pspice P2.21 é 2 mA. Determine (a) i; (b) i,e (c) a 


Multisim 


potência fornecida pela fonte de corrente 


independente. 
Figura P2.21 
1k0 
AMA 
la 
A (1) H 2k0 $4k0 
3kQ 
AMA 


2.22 Acorrente i no circuito da Figura P2.22é1 A. 


Pspice ; . 
pie a) Determine i. 


b) Determine a potência dissipada em cada 
resistor. 


c) Verifique que a potência total dissipada 
no circuito é igual à potência fornecida 
pela fonte de 150 V. 


Figura P2.22 
500 lo 
AM - 
40 100 
po AM AM ó 
nov (O) n/£650 $250 


2.23 O resistor variável R no circuito da Figura 


Pspice  P2.23 é ajustado até que i sejaiguala 10maA. 


Multisi p 
“SM Determine o valor de R. 


Figura P2.23 
R 
1,5kQ 3kQ 
e AMA, ANAV à d 
io 
80V (O SkQ $500 O 


2.24 Para o circuito mostrado na Figura P2.24, 


Pspice determine (a) Re (b) a potência fornecida 
Multisim 


pela fonte de 240 V. 


40 
ov(O) 


2.25 
Pspice 
Multisim 


vsv(D) 


2.26 
Pspice 
Multisim 


Figura P2.24 


R $100 


100 $140 


60 


A tensão no resistor de 16 O no circuito da 
Figura P2.25 é 80 V, positiva no terminal 
superior. 


a) Determine a potência dissipada em cada 
resistor. 


b) Determine a potência fornecida pela 
fonte ideal de tensão de 125 V. 


c) Verifique que a potência fornecida é 
igual à potência total dissipada. 


Figura P2.25 


160 


Ascorrentes i e i, no circuito da Figura P2.26 
são 4 A e-—2 A, respectivamente. 


a) Determine i g 


b) Determine a potência dissipada em cada 
resistor. 


c) Determine v g 


d) Mostre que a potência fornecida pela 


fonte de corrente é igual à potência 
absorvida por todos os outros elementos. 


Figura P2.26 


o <t 
ANA 
és 0 so 30 0 É100 


$40 


150 — 1609 
AM NAAS 
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2.27 | Ascorrentes i, e i no circuito da Figura P2.27 


2.28 


2.29 


são 21 A e 14 A, respectivamente. 


a) Determine a potência fornecida por cada 
fonte de tensão. 


b) Mostre que a potência total fornecida 
é igual à potência total dissipada nos 
resistores. 

Figura P2.27 


19 
My e 


A tensão e a corrente foram medidas nos 
terminais do dispositivo mostrado na Figura 
P2.28(a). Os resultados estão tabulados na 
Figura P2.28(b). 


a) Construa um modelo de circuito para 
esse dispositivo usando uma fonte ideal 
de tensão em série com um resistor. 


b) Use o modelo para prever o valor de i, 
quando v, é igual a zero. 


Figura P2.28 
| w(V) [i(A) 

caes 50 0 
há 66 2 

o 
Disposi- E ne ai 
tivo i 98 6 

fo) 
— 114 8 
130 10 

(a) (b) 


A tensão e a corrente foram medidas nos 
terminais do dispositivo mostrado na Figura 
P2.29(a). Os resultados estão tabulados na 
Figura P2.29(b). 


a) Construa um modelo de circuito para 
esse dispositivo usando uma fonte ideal 
de corrente em paralelo com um resistor. 
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b) Use o modelo para prever a potência que o 
dispositivo fornecerá a um resistor de 20 O. 


Figura P2.29 


(a) (b) 


2.30 A tabela da Figura P2.30(a) mostra a relação 


2.31 


entre a tensão e a corrente nos terminais da 
fonte real de corrente constante representada 
na Figura P2.30(b). 


a) Faça um gráfico de i versus v,. 


b) Construa um modelo de circuito dessa 
fonte de corrente que seja válido para 
0<v,<s 75 V, com base na equação da 
reta representada no gráfico em (a). 


c) Use seu modelo de circuito para prever a 
corrente fornecida a um resistor de 2,5 k OQ. 


d) Use seu modelo de circuito para prever 
a tensão de circuito aberto da fonte de 
corrente. 


e) Qual é a tensão de circuito aberto real? 


£) Explique por que as respostas para (d) e 
(e) não são iguais. 


Figura P2.30 
is (mA)] vs (V) 
20,0 0 
175 25 
15,0 50 
12,5 175 
9,0 100 
4,0 125 
0,0 140 
(a) (b) 


A tabela da Figura P2.31(a) mostra a relação 
entre a tensão e a corrente nos terminais da 
fonte real de tensão constante representada 
na Figura P2.31(b). 


a) 
b) 


d) 


Faça um gráfico de v, versus i,. 


Construa um modelo de circuito da fonte 
real que seja válido para 0 = i = 24mA, 
com base na equação da reta representada 
no gráfico em (a). (Use uma fonte ideal de 
tensão em série com um resistor ideal.) 


Use seu modelo de circuito para prever a 
corrente fornecida a um resistor de 1 kQ 
conectado aos terminais de sua fonte real. 


Use seu modelo de circuito para prever 
a corrente fornecida a um curto-circuito 
nos terminais da fonte real. 


e) Qual é a corrente de curto-circuito real? 
£) Explique por que as respostas para (d) e 
(e) não são iguais. 
Figura P2.31 
vs (V) fis (mA) 
24 0 E 
2 8 =“ 
+ 
20 16 pr 
18 24 FTC V, 
15 32 e 
10 40 E 
0 48 
(a) (b) 


2.32 Parao circuito mostrado na Figura P2.32, deter- 
mine v, e a potência total fornecida no circuito. 


Figura P2.32 


2.33 


45 A 


Para o circuito mostrado na Figura P2.33, 


determine v, e a potência total absorvida no 


circuito. 
Figura P2.33 
450 0 
: + 
o “o 3000 


2.34 Considere o circuito mostrado na Figura P2.34. 
a) Determine i. 


b) Verifique o valor de i, mostrando que 


a potência gerada no circuito é igual à 
potência absorvida no circuito. 


Figura P2.34 


2k0 


10 mA 6k0 


2.35 Determine (a) i,, (b) i, e (c) i, no circuito da 
Pspice Figura P2.35. 


Multisim 
Figura P2.35 


20 


2.36 Para o circuito mostrado na Figura P2.36, cal- 
Pspice cule (a) i, e v, e (b) mostre que a potência 


Mis fornecida é igual à potência absorvida. 
Figura P2.36 
20is Sig Bia 


SDS 


isy 180 v, 240 0 


o 


Seções 2.1-2.5 


Om 
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2.37 Determine v, e v, No circuito mostrado na 
Figura P2.37 quando v, é igual a 5 V. (Suges- 
tão: comece na extremidade direita do circuito 


e retorne em direção a U g) 


Figura P2.37 


2.38 Deduza a Equação 2.25. Sugestão: use as equa- 
ções (3) e (4) do Exemplo 2.11 para expressar 
i; como uma função de i,. Resolva a Equação 
(2) para i, e substitua o resultado nas equações 
(5) e (6). Resolva a “nova” Equação (6) para i e 
substitua esse resultado na “nova” Equação (5). 
Substitua i, na “nova” Equação (5) e resolva 
para ip. Observe que, como i,... aparece ape- 
nas na Equação (1),a solução para i, envolve 
a manipulação de apenas cinco equações. 
2.39 Para o circuito mostrado na Figura 2.24, R, = 
Pspice 40 kQ, R, = 60 kO, Rç = 750 O, R, = 120 9, 
muito y.c=10V,Vo=600mV e 8=49. Calcule i,, 
Late Vig Dhglos dy Vindo e Vi (Observação: 
na notação das tensões variáveis com dois 
índices, o primeiro é positivo em relação ao 
segundo. Veja Figura P2.39.) 


Figura P2.39 


[SR 


2.40 Muitas vezes é desejável projetar uma ins- 
Problema talação elétrica que permita controlar um 
de Polo único equipamento de dois ou mais lugares, 

por exemplo, um interruptor de luz na parte 


1 


de cima e na parte de baixo de uma escada. 
Nas instalações residenciais, esse tipo de 
controle é implementado com interruptores 
3-way ou 4-way!. Um interruptor 3-way tem 


N. do R.T.: Embora essa seja a denominação mais comumente adotada, de acordo com a norma ABNT 5459, a denominação 


para os interruptores “3-way” e “4-way” deve ser “interruptor paralelo” e “interruptor intermediário”, respectivamente. 
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três terminais e duas posições; um 4-way 
tem quatro terminais e duas posições. Os 
esquemas dos interruptores são mostrados 
nas figuras P2.40(a), que ilustra um inter- 
ruptor 3-way, e P2.40(b), que ilustra um 
interruptor 4-way. 


a) Mostre como dois interruptores 3-way 
podem ser conectados entre a e b no cir- 
cuito da Figura P2.40(c) de modo que a 
lâmpada ! possa ser LIGADA (ON) ou 
DESLIGADA (OFF) em dois lugares 
diferentes. 


b) Se a lâmpada (equipamento) tiver de ser 
controlada de mais de dois lugares dife- 
rentes, são usados interruptores 4-way em 
conjunto com dois interruptores 3-way. 
É necessário um interruptor 4-way para 
cada dupla de interruptores 3-way. Mostre 
como um interruptor 4-way e dois 3-way 
podem ser conectados entre a e b na Figura 
P2.40(c) para controlar a lâmpada de três 
lugares diferentes. (Sugestão: o interruptor 
4-way é colocado entre os dois 3-way.) 


Figura P2.40 


1 1 
o º º º 
2 3 2 3 
Posição 1 Posição 2 
(a) 
1 2 1 2 
| é o 
3 4 3 4 
Posição 1 Posição 2 
(b) 
sa 


(c) 


2.41 


2.42 


2.43 


2.44 


Suponha que você queira acrescentar na sua 
garagem um terceiro radiador que é idêntico 
aos dois já instalados. Todos os três radiadores 
podem ser modelados por resistores de 48 O. 
Usando o diagrama de instalação mostrado 
na Figura P2.41, calcule a potência total dos 
três radiadores. 


Figura P2.41 


e à d 
q Gel q 
à. Ê à 
240 V Ei 5 8 
o o o 
O o) o 
R R R 
e e 


Repita o Problema 2.41 usando o diagrama 
de instalação mostrado na Figura P2.42. Com- 
pare a potência total do radiador nessa confi- 
guração com a potência total do radiador na 
configuração mostrada na Figura P2.41. 


Figura P2.42 


240 V 4» 


Repita o Problema 2.41 usando o diagrama 
de instalação mostrado na Figura P2.43. Com- 
pare a potência total do radiador nessa confi- 
guração com a potência total do radiador na 
configuração mostrada na Figura P2.41. 


Figura P2.43 


240 V (O 


Repita o Problema 2.41 usando o diagrama 
de instalação mostrado na Figura P2.44. Com- 
pare a potência total do radiador nessa confi- 
guração com a potência total do radiador na 
configuração mostrada na Figura P2.41. 


Figura P2.44 


240 V (O 


radiador 
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Capítulo 
Circuitos resistivos 
simples 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


3.1 Resistores em série -5 Medição de tensão e corrente 


3.2 Resistores em paralelo .6 Medição de resistência — a ponte de 
3.3 Circuitos divisores de tensão e de corrente Wheatstone 


34 Divisão de tensão e de corrente E Circuitos equivalentes triângulo-estrela 
(AY) ou pi-tê (7-1) 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber reconhecer resistores ligados em série e em paralelo e utilizar as regras para combiná-los em série e em 
paralelo para obter a resistência equivalente. 


2. Saber projetar circuitos divisores de tensão e de corrente simples. 
3. Saber utilizar adequadamente a divisão de tensão ezde corrente para resolver circuitos simples. 


4. Saber determinar a leitura de um amperímetro quando inserido em um circuito para medir corrente; saber determi- 
nar a leitura de um voltímetro quando inserido em um circuito para medir tensão. 


5. Entender como uma ponte de Wheatstone é usada para medir resistência. 
6. Saber quando e como usar circuitos equivalentes A-Y para resolver circuitos simples. 


Nossa caixa de ferramentas analíticas agora contém a lei de Ohm e as leis de Kirchhoff. No Capítulo 2, 
usamos essas ferramentas para resolver circuitos simples. Neste capítulo, continuamos a aplicar essas ferramen- 
tas, porém em circuitos mais complexos. A maior complexidade reside em um número maior de elementos com 
interligações mais complicadas. Este capítulo enfoca a redução de tais circuitos em circuitos equivalentes mais sim- 
ples. Continuaremos a considerar circuitos relativamente simples por duas razões: (1) isso nos dá a oportunidade 
de conhecer plenamente as leis subjacentes aos métodos mais sofisticados e (2) permite-nos tomar conhecimento 
de alguns circuitos que têm importantes aplicações na engenharia. 

As fontes dos circuitos discutidos neste capítulo estão limitadas às fontes de tensão e corrente que geram 
tensões ou correntes constantes; isto é, tensões e correntes que não variam ao longo do tempo. Fontes constantes 
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costumam ser denominadas fontes cc, sendo que cc quer dizer corrente contínua, uma denominação que 
tem uma origem histórica, mas que atualmente pode parecer equivocada. Historicamente, uma corrente con- 
tínua era definida como uma corrente produzida por uma tensão constante. Portanto, uma tensão constante 
ficou conhecida como uma tensão de corrente contínua, ou cc. A utilização de cc para constante consagrou- 
-Se, € OS termos corrente cc e tensão cc são agora universalmente aceitos na ciência e na engenharia, com 
o significado de corrente constante e tensão constante. 


Perspectiva prática 


Telas touch resistivas 


Alguns telefones celulares e tablets usam telas sensíveis ao toque resistivas, que resultam da aplicação de um material 
resistivo transparente em telas de vidro ou acrílico. Normalmente se usam duas telas separadas por uma camada de isolamento 
transparente. A tela sensível ao toque resultante pode ser modelada por uma malha de resistores na direção x e outra na direção 
y, como mostra a figura da direita. 

Um circuito eletrônico separado aplica uma queda de tensão à malha na direção x, entre os pontos a e b do circuito; em 
seguida, remove essa tensão e aplica uma queda de tensão ao longo da malha na direção y (entre os pontos c e à); e continua 
a repetir esse processo. Quando a tela é tocada, as duas camadas resistivas são pressionadas juntas, criando uma tensão que é 
sentida na malha x e outra que é sentida na malha y. Essas duas tensões localizam com precisão o ponto onde a tela foi tocada. 

Como a tensão criada quando se toca na tela relaciona-se com a posição onde a tela foi tocada? Como as propriedades 
das malhas são utilizadas para calcular a posição do toque? Responderemos a essas perguntas na Perspectiva prática no final 
deste capítulo. A análise de circuitos necessária para esclarecer essas questões usa algumas ferramentas de análise de circuitos 
descritas a seguir. 


ati (EE) 12:53 Am 
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Applications Phone Messaging 
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Capítulo 3 e Circuitos resistivos simples 


3.1 Resistores em série 


, . : Figura 3.1 Resistores ligados em série. 
No Capítulo 2, dissemos que, quando apenas dois elementos 


estão ligados a um único nó, eles estão em série. Elementos de a RB b Rc Rj d 

o . no . NAAS e AAA e MA 
circuito ligados em série conduzem a mesma corrente. Os resis- e ss Ed 

e ; di Ea 1 2 3 
tores do circuito mostrado na Figura 3.1 estão ligados em série. v | E É | R 
s s 4 4 

Podemos demonstrar que esses resistores conduzem a mesma R; Re Rs 
corrente aplicando a lei das correntes de Kirchhoff a cada nó do AMA —8— AMA — 8—ANA, 

gs Iê : . a sa . h Ei SR” ff SF” e 
circuito. A interligação em série da Figura 3.1 requer que ig L6 Is 

L=4=b-b-4y bh (3.1) 


Figura 3.2 Resistores em série com uma única corrente 


o que significa que, se conhecermos qualquer uma das sete desconhecida í,. 


correntes, conheceremos todas. Assim, podemos redesenhar a 


. j E . a Rib Ro [o Rs d 
Figura 3.1 como mostra a Figura 3.2, conservando a identidade AM —&— AMA —&—AMNV 
de corrente única i,. 
. ; E : = . j R 
Para determinar i,, aplicamos a lei das tensões de Kirchhoff 8 fi É 
aa ' Rj Ro Rs 
ao único caminho ea Definindo a tensão em cada resis- AA AR AA 
tor como uma queda na direção de i,, temos: h g f e 
UV HIRAHIR AIR, HIR IR HIRHIR,=0, (3.2) 
. Figura 3.3 Versão simplificada do circuito 
ou mostrado na Figura 3.2. 
V=URTRTRARTRTRTR). (3.3) a 
A importância da Equação 3.3 para o cálculo de i, é que os sete resis- : (O ti R 
tores podem ser substituídos por um único resistor cuja resistência é a : : ER 
soma das resistências dos resistores individuais, isto é, 


Ra RAR ARARARARÃR, (3.4) 


VR (3.5) 


Assim, podemos redesenhar a Figura 3.2 conforme mostrado na Figura 3.3. 


De modo geral, se k resistores estão ligados em série, o resistor único equivalente tem 
uma resistência igual à soma das k resistências, ou 


k 

Req = ER = Ra AF 1 AP 000 FP Rj (3.6) «4 Combinação 
de resistores 
em série 

Observe que a resistência do resistor equivalente é sempre maior do que a do maior resis- 
tor na ligação em série. 

Outro modo de pensar no conceito de resistência equivalente é visualizar uma fileira de 
resistores dentro de uma caixa preta. (Para um engenheiro eletricista, o termo caixa preta 
significa um recipiente opaco; isto é, o conteúdo não pode ser visto. Assim, o engenheiro é 
desafiado a modelar o conteúdo da caixa, estudando a relação entre a tensão e a corrente em 
seus terminais.) Determinar se a caixa contém K resistores ou um único resistor equivalente é 
impossível. A Figura 3.4 ilustra esse método ao se estudar o circuito mostrado na Figura 3.2. 
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Figura 3.4 A caixa preta equivalente do circuito mostrado 


3.2 Resistores em paralelo 


na Figura 3.2. 

Es ARE EN ; Quando dois nlementos estão ligados a um tínico par 
e MAMA AM, — do nós, diz-se que Asia em paralelo. demEntos de siRuito 
H $ O o, $ Rs ligados em paralelo têm a mesma tensão em seus terminais. 
— = O circuito mostrado na Figura 3.5 ilustra resistores ligados 

h R; R6 Rs h em paralelo. Não cometa o erro de supor que dois elementos 
estão ligados em paralelo só porque estão alinhados em para- 
lelo em um diagrama do circuito. A característica definidora 

Rignpaisha neslslores apelo: de elementos ligados em paralelo é que eles têm a mesma 

é tensão entre seus terminais. Na Figura 3.6, pode-se ver que R, 
Ee e R, não estão ligados em paralelo porque, entre seus respec- 
vs (O !s Ra Ro é Ra $ Ry tivos terminais, outro resistor dissipa parte da tensão. 
bd Resistores em paralelo podem ser reduzidos a um único 
2 resistor equivalente usando-se a lei das correntes de Kir- 


Figura 3.6 Resistores não paralelos. 


R, 


chhoff e a lei de Ohm, como demonstraremos agora. No cir- 
cuito mostrado na Figura 3.5, i,, ,, i, € i, representam as correntes nos resisto- 
res Ra R, respectivamente. A direção de referência positiva para a corrente 
em cada resistor é de cima para baixo, isto é, do nó a ao nó b. Pela lei das cor- 
rentes de Kirchhoff, 
LE LTL TI 


s 


(3.7) 


A ligação paralela dos resistores implica que a tensão em cada um deles 


deva ser a mesma. Por conseguinte, pela lei de Ohm, 


da qual 


GRI=LR,=hR,=iR,=U,. (3.8) 
Portanto, 
4% 
4 — Ry 
 Espii 
lb = E 
4% 
13 R: e 
. Us 
p=" 
Ra (3.9) 
A substituição da Equação 3.9 na Equação 3.7 resulta em 
. 1 a 1 & 1 4 1 
i=0, 
s AR RR Rã) (3.10) 
so 1/1 1,1,1 (311) 
Vs Reg Rj R5 Rs Ry , 


A Equação 3.11 sintetiza o que queríamos demonstrar: que os quatro resistores no cir- 
cuito representado na Figura 3.5 podem ser substituídos por um único resistor equivalente. 
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O circuito mostrado na Figura 3.7 ilustra a substituição. Para k resistores ligados em paralelo, 
a Equação 3.11 torna-se 


“6 feno o (3.12) «4 Combinaçã 
= =» De Re ; ombinação 
Req Rj Rj R Rk de rd 


em paralelo 


q 


Observe que, na ligação em paralelo, a resistência do resistor equiva- 
lente é sempre menor do que a resistência do menor resistor. Em alguns 
casos, é mais conveniente usar a condutância ao lidar com resistores liga- 


Figura 3.7 Substituição dos quatro 
resistores em paralelo, 
mostrados na Figura 3.5, por 


dos em paralelo. Neste caso, a Equação 3.12 torna-se um único resistor equivalente. 
k 
Ga G=G+HG++ Gr (3.13) É 
j=1 — 
i a 

Muitas vezes, apenas dois resistores estão ligados em paralelo. A (O) E 
Figura 3.8 ilustra esse caso especial. Calculamos a resistência equivalente 
pela Equação 3.12: b 

1 E E (314) 
Reg Ri R, RiR, , l " i ; ; 
Figura 3.8 Dois resistores ligados em 
ou paralelo. 
R = RiR, 
eq Ri + R, (3.15) - 

Assim, para apenas dois resistores em paralelo, a resistência equiva- R R 
lente é igual ao produto das resistências dividido por sua soma. Lembre-se ú ? 
de que você só pode usar esse resultado no caso especial de apenas dois é 
resistores em paralelo. O Exemplo 3.1 ilustra a utilidade desses resultados. b 

EXEMPLO 3.1 Aplicação da simplificação série-paralelo. 
Figura 3.9 Circuito para o Exemplo 3.1. 

Determine i, i, e i, no circuito mostrado na Figura 40 x 30 

3.9. MN —e AM 


—e 


ls 
Solução pov(O) ny 180 60 


Começamos observando que o resistor de 3 O está 
em série com o resistor de 6 Q. Portanto, substituí- - 
mos essa combinação em série por um resistor de 9 O, 
reduzindo o circuito ao mostrado na Figura 3.10(a). | 


Figura 3.10 Simplificação do circuito mostrado na Figura 3.9. 


40 x 40 x 
AM e o 


—— 


ls ls 
nov(O) nf 180 890 nov(O) 60 


(a) (b) 


“=<e 
tes 
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Agora, podemos substituir a combinação em paralelo dos 
resistores de 9 O e de 18 O, por uma única resistência de 
(18x 9)/(18 +9),ou 6 0. A Figura 3.10(b) mostra essa redução 


Figura 3.11 Circuito da Figura 3.10(b) 
mostrando o valor numérico de i,. 


Ba E adicional do circuito. Os nós x e y, marcados em todos os dia- 
ZA gramas, facilitam a percepção da redução do circuito. 
120 V (O Bi $6 9 Pela Figura 3.10(b), pode-se verificar que i, é igual a 120/10, ou 
= 12 A.A Figura 3.11 mostra o resultado neste ponto da análise. 
y Acrescentamos a tensão v, para ajudar a esclarecer a discussão 


subsequente. Usando a lei de Ohm, calculamos o valor de v,: 
v, = (12)(6) = 72 V. (3.16) 


Mas v, é a queda de tensão do nó x ao nó y, portanto podemos voltar ao circuito mostrado na Figura 
3.10(a) e usar novamente a lei de Ohm para calcular i, e i,. Assim, 


, vi 2 
16) 9 9 8 ( ) 


Determinamos as três correntes especificadas usando reduções série-paralelo em combinação com a 
lei de Ohm. 


Antes de prosseguirmos, sugerimos que você dedique um pouco de tempo para demons- 
trar que a solução satisfaz a lei das correntes de Kirchhoff, em todos os nós, e a lei das tensões 
de Kirchhoff, ao longo de todos os caminhos fechados. (Observe que há três caminhos fecha- 
dos que podem ser testados.) É também importante mostrar que a potência fornecida pela 
fonte de tensão é igual à potência total dissipada nos resistores. (Veja os problemas 3.1 e 3.2.) 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber reconhecer resistores ligados em série e em paralelo. 


3.1 Para o circuito mostrado, determine (a) a tensão 


v, (b) a potência fornecida ao circuito pela fonte 
de corrente e (c) a potência dissipada no resistor SA (O v 
de 10 O. 

Resposta: (a) 60 V; (b) 300 W; (c) 576 W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 3.3-3.6, apresentados no final deste capítulo. 


3.3 Circuitos divisores de tensão e de corrente 


Às vezes — especialmente nos circuitos eletrônicos — é necessário existir mais de um 
nível de tensão a partir de uma única fonte de alimentação. Um modo de fazer isso é utilizar 
um circuito divisor de tensão, como o da Figura 3.12. 


Analisemos esse circuito aplicando diretamente a lei de 
Ohm e as leis de Kirchhoff. Para auxiliar a análise, introduzimos 
a corrente i como mostrado na Figura 3.12(b). Pela lei das cor- 
rentes de Kirchhoff, R, e R, conduzem a mesma corrente. Apli- 
cando a lei das tensões de Kirchhoff ao caminho fechado, temos 


V=iR IR, (3.19) 
ou 
e Us 
= ESA (3.20) 
Agora, podemos usar a lei de Ohm para calcular v, e v,. 
R; 
kg im FA, 
Ro 
voy =iR; = “R FR 
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Figura 3.12 (a) Circuito divisor de tensão e (b) circuito 
divisor de tensão com corrente í indicada. 


jr —> 


Ri$01 i Ri$ vi 


(a) (b) 


(3.21) 


(3.22) 


As equações 3.21 e 3.22 mostram que v, e v, são frações de v,. Cada fração é a razão entre 
a resistência nos terminais da qual a tensão é definida e a soma das duas resistências. Como 


essa razão é sempre menor do que 1,0, as tensões divididas v, e v, são sempre menores do que 


a tensão da fonte, v.. 


Se você quiser um valor específico de v,, e v, for especificada, há um número infinito de 
combinações de R, e R, que fornecem a razão adequada. Por exemplo, suponha que v, seja 


igual a 15 V e que v, deva ser 5 V. Então, v,/v,= E e, pela Equa- 
ção 3.22, constatamos que essa razão é satisfeita sempre que 
R,= 5 R,. Entre outros fatores que podem entrar na seleção de 
R, e, por conseguinte, de R,, estão as perdas de potência que ocor- 
rem devido à divisão da tensão da fonte e aos efeitos da ligação 
do circuito divisor de tensão a outros componentes de circuito. 

Considere ligar um resistor R, em paralelo com R,, como 
mostrado na Figura 3.13. O resistor R, age como uma carga 
para o circuito divisor de tensão. A carga, para qualquer cir- 
cuito, consiste em um ou mais elementos que drenam potência 
do circuito. Com a carga R, ligada, a expressão para a tensão 
de saída torna-se 


Rea 
vo = ph O 
onde 
RoRp 
e RA 
Substituindo a Equação 3.24 na Equação 3.23, obtemos 
Ro 


vo; E Vs. 
Ri[1 + (Ry/Rç)] + R5 


Figura 3.13 Divisor de tensão ligado a uma carga R,. 


——>>—>—>——s 


R$ 


(3.23) 


(3.24) 


(3.25) 


Observe que a Equação 3.25 se reduz à Equação 3.22, desde que R, — oo, como esperado. 
A Equação 3.25 mostra que, contanto que R, >> R,, a razão de tensões v,/v, permanece, em 


essência, inalterada pelo acréscimo da carga no divisor. 
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Outra característica importante do circuito divisor de tensão é sua sensibilidade às tole- 
râncias dos resistores. Aqui, tolerância significa uma faixa de valores possíveis. As resistências 
de resistores disponíveis no mercado sempre apresentam certa percentagem de variação em 
relação a seu valor declarado. O Exemplo 3.2 ilustra o efeito das tolerâncias de resistores em 
um circuito de divisão de tensão. 


EXEMPLO 3.2 Análise do circuito divisor de tensão. 


. a J. Figura 3.14 Circuito para o Exemplo 3.2. 
Os resistores usados no circuito divisor de tensão mos- 


trado na Figura 3.14 têm uma tolerância de + 10%. Deter- 
mine os valores máximo e mínimo de v,. 25 kt) $ e 

z e— —s 
Solução An (O bd 
Pela Equação 3.22, o valor máximo de v, ocorre quando 100 kO$ R, vo 
R, é 10% mais alto e R, é 10% mais baixo, e o valor ó pm 


mínimo de v, ocorre quando R, é 10% mais baixo e R, é 
10% mais alto. Portanto, 


cc (100)(110) + 
vo(máx) = 110 +225 83,02 V, 
o — 000)(90) 
vo(mín) = 90 + 275 76,60 V. 


Assim, ao tomar a decisão de usar, nesse divisor de tensão, resistores cujas resistências possuem 
tolerâncias de 10%, aceitamos que a tensão de saída, sem nenhuma carga, varie entre 76,60 e 83,02 V. 


Figura 3.15 Circuito divisor de corrente. Circuito divisor de corrente 
á E O circuito divisor de corrente mostrado na Figura 3.15 
. consiste em dois resistores ligados em paralelo a uma fonte 
ls R, (is v Ro$ 1» aê E . aca di 
de corrente. O divisor de corrente é projetado para dividir a 
— corrente i entre R, e R,. Determinamos a relação entre a cor- 


rente i e a corrente em cada resistor (isto é, i, e i,) aplicando 
diretamente a lei de Ohm e a lei das correntes de Kirchhoff. A 
tensão nos resistores em paralelo é 


R;R 
v=R;= b= E E is. (3.26) 
Pela Equação 3.26, 
R, 
| =D à 3.27 
4 R, + R, ls, ( ) 
RED (3.28) 
2 RAR” 


As equações 3.27 e 3.28 mostram que a corrente se divide entre dois resistores em para- 
lelo, de modo que a corrente em um resistor é igual à corrente que entra no par paralelo mul- 
tiplicada pela resistência do outro resistor e dividida pela soma das resistências dos resistores. 
O Exemplo 3.3 ilustra a utilização do divisor de corrente. 
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EXEMPLO 3.3 Análise do circuito divisor de corrente. 
Determine a potência dissipada no resistor de 6 OQ mostrado na Figura 3.16. 
Solução 


Em primeiro lugar, precisamos determinar a corrente Figura 3.16 Circuito para o Exemplo 3.3. 
no resistor simplificando o circuito com reduções 


1,60 
série-paralelo. Assim, o circuito mostrado na Figura AMA 
3.16 reduz-se ao mostrado na Figura 3.17, Determina- 
mos a corrente i, usando a fórmula para divisão de 104(1) 16 0 40 $6 9 
corrente: 
16 
o = 10) =84. 
to = 16 + 400) 


Observe que i, é a corrente no resistor de 1,6 O) da Figura 3.16. Figura 3.17 Uma simplificação do circuito 
Agora, podemos continuar a dividir i, entre os resistores de 6 O mostrado na Figura 3.16. 
e 4 9.4A corrente no resistor de 6 O é 


: * -32A, 104(1) 169 40% [io 


6644 


e a potência dissipada no resistor de 6 0 ép = (3,2)(6) — 61,44W. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber projetar divisores simples de tensão e de corrente. 


3.2 a) Determine o valor de v, sem nenhuma carga no 
circuito mostrado. 
b) Determine v, quando R, for 150 kO. 
c) Qual será a potência dissipada no resistor de 25 oo v() 
kQ, se os terminais de carga entrarem acidental- 


mente em curto-circuito? 
d) Qual é a máxima potência dissipada no resistor 
de 75 kO? 


Resposta: (a) 150 V; (b) 133,33 V; (c) 1,6 W; (d) 0,3 W. 


a) Determine o valor de R que fará uma corrente de 4 A percor- 


rer o resistor de 80 O) no circuito mostrado. 


b) Qual é a potência que o resistor R da parte (a) precisará dis- 


ipar? 
sipar? WA (1 
c) Qual é a potência que a fonte de corrente fornece para o va- 
lor de R encontrado na parte (a)? 


Resposta: (a) 30 O; (b) 7680 W; (c) 33.600 W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 3.12, 3.14 e 3.16, apresentados no final deste capítulo. 
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Figura 3.18 Circuito usado para ilustrar a divisão de tensão. 3.4 Divisão de tensão e de corrente 


e o a patas ê Podemos generalizar, agora, os resultados da análise do 
circuito divisor de tensão da Figura 3.12 e do circuito divi- 
Circuito |v 5 Rj$v sor de corrente da Figura 3.15. As generalizações resultarão 
i em mais duas técnicas de análise de circuitos muito úteis, 
“Ea > = conhecidas como divisão de tensão e divisão de corrente. 
R, Rim Considere o circuito mostrado na Figura 3.18. 
A caixa da esquerda pode conter uma única fonte de 
tensão ou qualquer outra combinação dos elementos básicos 
de circuito que resulte na tensão v mostrada na figura. À direita da caixa há n resistores ligados 
em série. Estamos interessados em determinar a queda de tensão vem um resistor arbitrário R , 
em termos da tensão v. Começamos usando a lei de Ohm para calcular i, a corrente que passa 
por todos os resistores em série, em termos da tensão v e dos n resistores: 
i= - =D. (3.29) 
Ri + Red Ra Rá 
A resistência equivalente, R, q é à soma dos valores de resistência dos n resistores porque 
os resistores estão em série, como mostrado na Equação 3.6. Aplicamos a lei de Ohm, uma 
segunda vez, para calcular a queda de tensão v;no resistor R ; usando a corrente i calculada 
na Equação 3.29: 
Equação de > R; 
divisão de bs E E (3.30) 
tensão ES 


Equação de D 


divisão de 
corrente 


Observe que usamos a Equação 3.29 para obter o lado direito da Equação 3.30. A Equa- 
ção 3.30 é a equação de divisão de tensão. Ela diz que a queda de tensão v,nos terminais de 
determinado resistor R, de um conjunto de resistores ligados em série, é proporcional à queda 
total de tensão v nos terminais do conjunto de resistores ligados em série. A constante de pro- 
porcionalidade é a razão entre a resistência do resistor em questão e a resistência equivalente 
do conjunto de resistores ligados em série, ou R/R.- 

Considere, agora, o circuito mostrado na Figura 3.19. A caixa da esquerda pode con- 
ter uma única fonte de corrente ou qualquer outra combinação de elementos básicos de 
circuito que resulte na corrente i mostrada na figura. À direita do retângulo há n resistores 
ligados em paralelo. Estamos interessados em determinar a corrente 1, que passa por um 
resistor arbitrário R p em termos da corrente i. Começamos usando a lei de Ohm para cal- 
cular v, a queda de tensão em cada um dos resistores em paralelo, em termos da corrente i 
e dos n resistores: 


v = (RiJR$)... JR) = Reg (3.31) 


A resistência equivalente de n resistores em paralelo, Ra pode ser calculada pela Equa- 
ção 3.12. Aplicamos a lei de Ohm, uma segunda vez, para calcular a corrente i que passa pelo 
resistor R, usando a tensão v calculada na Equação 3.31: 


= R = e j (3.32) 
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Observe que usamos a Equação 3.31 para obter o lado direito da Equação 3.32. A Equa- 
ção 3.32 é a equação de divisão de corrente. Ela diz que a corrente i em determinado resistor R P 
de um conjunto de resistores ligados em paralelo, é proporcional à corrente total i fornecida ao 
conjunto de resistores ligados em paralelo. A constante de proporcionalidade é a razão entre a 
resistência equivalente do conjunto de resistores ligados em paralelo e a resistência do resistor 
em questão, ou RogR; Observe que a constante de proporcionalidade na equação de divisão 
de corrente é o inverso da constante de proporcionalidade na equação de divisão de tensão. 

O Exemplo 3.4 usa a divisão de tensão e a divisão de corrente para determinar as tensões 
e correntes em um circuito. 


Figura 3.19 Circuito usado para ilustrar a divisão de corrente. 


& pigs === apro 
+ 
Circuito R; Ro, R; i Ri Ra$v 
E E E 


EXEMPLO 3.4 Utilização da divisão de tensão e da divisão de corrente para resolver um circuito. 


Use a divisão de corrente para determinar a cor- Figura 3.20 Circuito para o Exemplo 3.4. 
rente i, e a divisão de tensão para determinar a ten- 


são v, para o circuito da Figura 3.20. 360 40 9 fio 

z + 
Solução 8A (1) 100% 100$ UNF 
Podemos usar a Equação 3.32 se pudermos deter- 440 E, = 
minar a resistência equivalente dos quatro ramos 3003u, 
em paralelo que contêm resistores. Em linguagem = 
simbólica, 

Reg = (36 + 44)J10(40 + 10 + 30)]24 
1 
= 80/10]/80]24 1 R 1 R 1 R 1 6 O. 
80 10 80 24 

Usando a Equação 3.32, 


6 
L=ASA)=2A. 
24 


Podemos usar a lei de Ohm para determinar a queda de tensão no resistor de 24 O: 
v=(24)(2)=48V. 


Essa é também a queda de tensão no ramo que contém os resistores de 40 0,10 0.e 30 O em série. Então, 
podemos usar a divisão de tensão para determinar a queda de tensão v, no resistor de 30 1), dado que 
conhecemos a queda de tensão nos resistores ligados em série, usando a Equação 3.30. Para isso, reco- 
nhecemos que a resistência equivalente dos resistores ligados em série é 40 +10 +30 = 80 O: 


30 
vo = 39048 V) = 18 V. 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber usar a divisão de tensão e a divisão de corrente para resolver circuitos simples. 


3.4 a) Use a divisão de tensão para determinar 


a tensão UV, no resistor de 40 O no circuito 
mostrado. 

b) Use v, da parte (a) para determinar a cor- 
rente no resistor de 40 O. Depois, use essa 


corrente e a divisão de corrente para calcular 


a corrente no resistor de 30 O. 
c) Qual é a potência absorvida pelo resistor de 
50 02 
Resposta: (a) 20 V; 
(b) 166,67 mA; 
(c) 34722 mW. 


NOTA: tente resolver também os problemas 3.25 e 3.26, apresentados no final deste capítulo. 


3.5 Medição de tensão e corrente 


Ao lidar com circuitos reais, com frequência você precisará medir tensões e correntes. 
Dedicaremos algum tempo à discussão de vários instrumentos de medição nesta e na próxima 
seção, porque são relativamente simples de analisar e oferecem exemplos práticos das configu- 
rações de divisor de corrente e divisor de tensão que acabamos de estudar. 
O amperímetro é um instrumento projetado para medir corrente; ele é colocado em série 
com o elemento de circuito cuja corrente está sendo medida. O voltímetro é um instrumento 
projetado para medir tensão; ele é colocado em paralelo com 
Figura 3.21 Um amperímetro ligado para medir a o elemento cuja tensão está sendo medida. Um amperímetro 
pn Ryo EIS Nado pa ou voltímetro ideal não provoca nenhum efeito sobre a variá- 
REPRESA vel de circuito sob medição. Isto é, um amperímetro ideal tem 


Ri resistência equivalente de O O e funciona como um curto-cir- 

id o) cuito em série com o elemento cuja corrente está sendo 
medida. Um voltímetro ideal tem resistência equivalente infi- 

4 (O Ro (4) nita e, por isso, funciona como um circuito aberto em paralelo 
com o elemento cuja tensão está sendo medida. As configura- 


ções para um amperímetro, usado para medir a corrente em 
R,,e para um voltímetro, usado para medir a tensão em R,,são 
representadas na Figura 3.21. Os modelos ideais para esses 
medidores, no mesmo circuito, são mostrados na Figura 3.22. 


Figura 3.22 Modelo de curto-circuito para o 
amperímetro ideal e um modelo de circuito 
aberto para o voltímetro ideal. 

Há duas categorias gerais de medidores usados para ten- 


sões e correntes contínuas: digitais e analógicos. Medidores 
ó digitais medem o sinal de tensão ou corrente contínua em pon- 

ú (O A Ná AN tos discretos do tempo, denominados tempos de amostragem. 
nes Portanto, o sinal analógico, contínuo em relação ao tempo, 

dk é convertido para um sinal digital, que existe somente em 
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instantes discretos no tempo. Uma explicação mais detalhada sobre o funcionamento de medi- 

dores está fora do escopo deste livro e deste curso. Contudo, é provável que você encontre e use 

medidores digitais em ambientes de laboratório, pois oferecem várias vantagens em relação 

aos analógicos. Eles introduzem menos resistência no circuito ao qual estão ligados, são mais 

fáceis de ligar e a precisão da medição é maior, por causa da natureza do mecanismo de leitura. 
Medidores analógicos são baseados no medidor 

de movimento de dArsonval, que implementa o meca- 


nismo de leitura. Um medidor de movimento de dAr- Figura 3.23 Diagrama esquemático de um medidor de d'Arsonval. 


sonval consiste em uma bobina móvel colocada no 


Escala 


campo de um ímã permanente. Quando uma corrente 
flui pela bobina, cria nela um torque e faz com que ela 
gire e mova um ponteiro sobre uma escala calibrada. 
Por projeto, a deflexão do ponteiro é diretamente pro- —Ponteir 
porcional à corrente na bobina móvel. A bobina é R 
caracterizada por uma calibração de tensão e uma cali- 
bração de corrente. Por exemplo, as calibrações de um 
medidor de movimento disponível no marcador são 50 
mV e 1 mA. Isso significa que, quando a bobina está 
conduzindo 1 mA, a queda de tensão nela é de 50 mV, 
e o ponteiro é defletido até a posição final da escala. 
Uma ilustração esquemática do medidor de dArsonval 
é mostrada na Figura 3.23. 


Ed 


> 


o td 


Um amperímetro analógico consiste em um medi- 
dor de dArsonval em paralelo com um resistor, como 
mostra a Figura 3.24. A finalidade do resistor em para- e 
lelo é limitar a quantidade de corrente na bobina do TEniiasiado E 
medidor, derivando um pouco dela por R 4: Um voltí- amperímetro A 
metro analógico consiste em um medidor de dArsonval 
em série com um resistor, como mostra a Figura 3.25. 

Neste caso, o resistor é usado para limitar a queda de 
tensão na bobina do medidor. Em ambos os medido- 
res, o resistor adicionado determina a escala total de leitura do medidor. 


Figura 3.24 Circuito de um amperímetro cc. 


Por essas descrições, vemos que um medidor real não é um medidor 


on restabelecedora 


Núcleo magnético de ferro 


e—NM—— 
ideal; tanto o resistor adicionado quanto o medidor introduzem resis- R, 
tências no circuito ao qual o medidor está ligado. Na verdade, qualquer Terminais 
; E ea RES : . : do voltímetro 
instrumento usado para fazer medições físicas extrai energia do sistema 
enquanto as executa. Quanto maior a energia extraída pelos instrumen- .————— 


tos, mais séria a interferência na medição. Um amperímetro real tem 
uma resistência equivalente diferente de zero e, por isso, adiciona resis- 
tência ao circuito em série com o elemento cuja corrente o amperímetro está medindo. Um 
voltímetro real tem uma resistência equivalente que não é infinita, portanto adiciona resistên- 
cia ao circuito em paralelo com o elemento cuja tensão está sendo lida. 

O grau de interferência desses medidores no circuito que está sendo medido depende da 
resistência efetiva dos medidores, em comparação com a resistência no circuito. Por exemplo, 
usando a regra do 1/10, a resistência efetiva de um amperímetro não deve ser maior do que 
1/10 do valor da menor resistência do circuito, para ter certeza de que a corrente que está sendo 
medida é aproximadamente a mesma com ou sem o amperímetro. No entanto, em um medidor 


Imã permanente 


Medidor de 
dArsonval 


Figura 3.25 Circuito de um voltímetro cc. 


Medidor 
de dArsonval 
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analógico, o valor da resistência é determinado pela leitura máxima que desejamos fazer e não 
pode ser escolhido arbitrariamente. Os exemplos a seguir ilustram os cálculos envolvidos na 
determinação da resistência necessária em um amperímetro ou voltímetro analógico. Também 
levam em conta a resistência efetiva resultante do medidor quando inserido em um circuito. 


EXEMPLO 3.5 Utilização de um amperímetro de d'Arsonval. 
a) Um medidor de dArsonval de 50 mV,1 mA deve ser usado em um amperímetro, cuja leitura máxima 
é 10mA. Determine R .. 
b) Repita (a) para uma leitura máxima de 1 A. 


c) Qual a resistência adicionada ao circuito quando o amperímetro de 10 mA é inserido para medir 
a corrente? 


d) Repita (c) para o amperímetro de 1 A. 
Solução 


a) Pelo enunciado do problema, sabemos que quando a corrente nos terminais do amperímetro é 10 
mA,1 mA está fluindo pela bobina do medidor, o que significa que 9 mA devem ser desviados por 
R,- Sabemos também que, quando o medidor conduz 1 mA, a queda em seus terminais é de 50 mV. 
A lei de Ohm requer que 


9X 10%R,=50X 10%, 
ou 
RMB = 5,555 0, 


b) Quando a deflexão máxima do amperímetro for 1 A, R, deverá conduzir 999 mA, enquanto o 
medidor conduzirá 1 mA. Então, neste caso, 


999 X 103R, = 50X 103, 
ou 
R, = 50/999 = 50,05 ml. 


c) Usando R, pararepresentar a resistência equivalente do amperímetro, para o amperímetro de 10mA, 


ou, alternativamente, 
— Goo) + 
"50 +(50/9) 


d) Para o amperímetro de 1 A 


ou, alternativamente, 


— (50)(50/999) 


= "2 =0,0500. 
mo 50 + (50/999) 
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EXEMPLO 3.6 Utilização de um voltímetro de d'Arsonval. 
a) Um medidor de dArsonval de 50 mV, 1 mA deve ser usado em um voltímetro cuja leitura máxima 
é 150 V. Determine R,.. 
b) Repita (a) para uma leitura máxima de 5 V. 
c) Qual é a resistência que o medidor de 150 V insere no circuito? 
d) Repita (c) para o medidor de 5 V. 
Solução 


a) A deflexão máxima requer 50 mV e o medidor tem uma resistência de 50 Q. Portanto, aplicamos a 
Equação 3.22 com R =R,,R,=50,v,=150e v,=50mV: 


50 


x 10º = (150). 
ai É R$ + 504 Ro) 
Resolvendo R e obtemos 
R, = 149.950 0. 
b) Para uma leitura máxima de 5 V, 
50 
—S3 = 
50 X 10 R, +50 50)» 
ou 
R, = 4.950 O. 
c) Usando R, para representar a resistência equivalente do medidor, temos 
150V 
na BOBO, 
10º A 


ou, alternativamente, 


R,, = 149.950 + 50 = 150.000 O. 
d) Então, 
5V 


R =, 
" 410ºA 


= 5.0000, 


ou, alternativamente, 
R,, = 4.950 +50 = 5.000 0. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Saber determinar a leitura de amperímetros e voltímetros. 


3.5 a) Determine a corrente no circuito mostrado. i 
b) Se o amperímetro do Exemplo 3.5(a) for usado para medir a corrente, 1V (O $ 100 0) 
qual será sua leitura? 
Resposta: (a) 10 mA; 
(b) 9,524 mA. 


Circuitos elétricos 


3.6 a) Determine a tensão v nos terminais do resistor de 75 kO, do circuito 15k0 
mostrado. + 
b) Se o voltímetro de ei V do Exemplo 3.6(a) for usado para medir a ten- 60V S $ 15k0 
são, qual será sua leitura? 
Resposta: (a) 50 V; 


(b) 46,15 V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 3.34 e 3.37, apresentados no final deste capítulo. 


3.6 Medição de resistência — a ponte de Wheatstone 


Diversas configurações de circuito são usadas para medir a resistência. Aqui, focalizare- 

mos somente uma, a ponte de Wheatstone. Esse circuito é usado para medir, com precisão, 

resistências de valores médios, isto é, na faixa de 1 0) a 1 

MO. Em modelos comerciais da ponte de Wheatstone, são 

Figura 3.26 Circuito da ponte de Wheatstone. possíveis precisões da ordem de +0,1%. O circuito da ponte 
consiste em quatro resistores, uma fonte de tensão cc e um 
detector. A resistência de um dos quatro resistores pode ser 
variada, o que é indicado na Figura 3.26 pela seta que atra- 
vessa R,. De modo geral, a fonte de tensão cc é uma bate- 
ria, o que é indicado pelo símbolo de bateria para a fonte 
de tensão v da Figura 3.26. Normalmente, o detector é um 
medidor de dArsonval que absorve uma corrente na faixa 
dos microampêres, denominado galvanômetro. A Figura 
3.26 mostra o arranjo do circuito das resistências, bateria e 
detector, no qual R,, R,e R, são resistores conhecidos e R é 


o resistor desconhecido. 
Para determinar o valor de R,, ajustamos o resistor variável R, até não haver mais cor- 


rente no galvanômetro. Então, calculamos o resistor desconhecido pela simples expressão 


BR 


R, = pro (3.33) 


Figura 3.27 Ponte de Wheatstone equilibrada (i, = 0). A derivação da Equação 3.33 decorre diretamente da 
aplicação das leis de Kirchhoff ao circuito da ponte. Rede- 
senhamos o circuito da ponte na Figura 3.27 para mostrar as 
correntes adequadas à derivação da Equação 3.33. Quando 


E —— i,é igual a zero, isto é, quando a ponte está equilibrada, a lei 
= T das correntes de Kirchhoff requer que 
= (3.34) 
=, (3.35) 


Agora, como i, é igual a zero, não há nenhuma queda de tensão no detector e, portanto, 
os pontos a e b estão no mesmo potencial. Assim, quando a ponte está equilibrada, a lei das 
tensões de Kirchhoff requer que 


LRj= ER, (3.36) 
A a (3.37) 
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Combinando as equações 3.34 e 3.35 com a Equação 3.36, temos 


a (3.38) 


Obtemos a Equação 3.33 dividindo, primeiro, a Equação 3.38 pela Equação 3.37 e, então, 
resolvendo a expressão resultante para R : 


RR 
à R (3.39) 
pela qual 
R, 


Agora que já verificamos a validade da Equação 3.33, podemos fazer vários comentários 
sobre o resultado. Em primeiro lugar, observe que, se a razão R,/R, for igual à unidade, o resis- 
tor desconhecido R será igual a R,. Neste caso, o resistor da ponte R, deve variar dentro de 
uma faixa que inclua o valor R,. Por exemplo, se a resistência desconhecida fosse de 1.000 O, 
e R, pudesse variar de 0 a 100 (), a ponte nunca poderia se equilibrar. Assim, para cobrir uma 
ampla faixa de resistores desconhecidos, devemos poder variar a razão R,/R,. Em uma ponte 
de Wheatstone comercial, R, e R, consistem em valores decimais que podem ser conectados 
ao circuito da ponte. Normalmente, os valores decimais são 1, 10, 100 e 1.000 O, de modo que 
a razão R,/R, pode variar de 0,001 a 1.000 em incrementos decimais. De modo geral, o resistor 
variável R, pode ser ajustado em valores inteiros de resistência de 1 a 11.000 0. 

Embora a Equação 3.33 implique que R, possa variar de zero a infinito, a faixa prática 
de R é de1 9a 1 MO, aproximadamente. Resistências mais baixas são difíceis de medir em 
uma ponte de Wheatstone padrão por causa das tensões termoelétricas geradas nas junções 
de metais diferentes e por causa dos efeitos do aquecimento térmico — isto é, efeitos i2R. 
Resistências mais altas são difíceis de medir com precisão por causa das correntes de fuga. Em 
outras palavras, se R, for grande, a corrente de fuga no isolamento elétrico pode ser compará- 
vel à corrente nos ramos do circuito da ponte. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 5 Entender como uma ponte de Wheatstone é usada para medir resistência. 


3.7 O circuito da ponte mostrado está equilibrado quando R, = 100 O, R, = 1.000 O e R, = 150 0. A ponte 
é alimentada por uma fonte de 5 V cc. 
a) Qual é o valor de R ? 
b) Suponha que cada resistor da ponte seja capaz de 
dissipar 250 mW. A ponte pode ser mantida em 


equilíbrio sem que seja ultrapassada a capacidade 
de dissipação de potência dos resistores, ou seja, sem 
que ela seja danificada? 
Resposta: (a) 1.500 O; 
(b) sim. 


NOTA: tente resolver também o Problema 3.51, apresentado no final deste capítulo. 


Circuitos elétricos 


Figura 3.28 Rede resistiva gerada por uma ponte de 
Wheatstone. 


Figura 3.29 Configuração em A vista como uma 
configuração em 77. 
ae ANN eb 
R. 
R$$ R, 
e e e 


Figura 3.30 Uma estrutura em Y vista como uma estrutura 
em T. 


Figura 3.31 Transformação A-Y. 


R. 
a b a 
<> Ri 
Ro R, 
c 


3.7 Circuitos equivalentes triângulo- 
-estrela (A-Y) ou pi-tê (77-T) 


A configuração de ponte da Figura 3.26 introduz uma 
interligação de resistores que justifica uma discussão adi- 
cional. Se substituirmos o galvanômetro por sua resistência 
equivalente R, , poderemos desenhar o circuito mostrado na 
Figura 3.28. Não poderemos reduzir os resistores interliga- 
dos desse circuito a um único resistor equivalente nos ter- 
minais da bateria, se nos restringirmos aos simples circuitos 
equivalentes em série ou em paralelo, apresentados no início 
deste capítulo. Os resistores interligados podem ser reduzi- 
dos a um único resistor equivalente por meio de um circuito 
equivalente triângulo-estrela (A-Y) ou pi-tê (m-T).! 

A conexão dos resistores R,, R,e R, (ou R, R, e R,) 
no circuito mostrado na Figura 3.28 é denominada interliga- 
ção em triângulo (A) porque se parece com a letra grega A. 
Também é denominada interligação em pi porque o À pode 
ser transformado em um 7 sem interferir na equivalência 
elétrica das duas configurações. A equivalência elétrica entre 
as interligações À e 7 fica clara com o auxílio da Figura 3.29. 

A conexão dos resistores R,,R, eR, (ou R, R,e R,) 
no circuito mostrado na Figura 3.28 é denominada interli- 
gação em estrela (Y), porque a ela pode ser dada a forma 
da letra Y. É mais fácil ver a forma em Y quando a interli- 
gação é desenhada como na Figura 3.30. A configuração em 
Y também é denominada interligação em tê (T), porque a 
estrutura em Y pode ser transformada em uma estrutura em 
T'sem interferir na equivalência elétrica das duas estruturas. 
A equivalência elétrica das configurações em Y e em T fica 
clara com o auxílio da Figura 3.30. 

A Figura 3.31 ilustra a transformação de circuito A-Y. 
Observe que não podemos transformar a interligação em A 
em uma interligação em Y simplesmente mudando seu for- 
mato. Dizer que o circuito ligado em A é equivalente ao cir- 
cuito ligado em Y significa que a configuração em À pode ser 


substituída por uma configuração em Y e, mesmo assim, manter idêntico o comportamento no 
terminal das duas configurações. Portanto, se cada circuito for colocado dentro de uma caixa 
preta, não poderemos determinar, por medições externas, se a caixa contém um conjunto de 
resistores ligados em A ou um conjunto de resistores ligados em Y. Essa condição só é válida se 
a resistência entre os pares de terminais correspondentes for a mesma para cada caixa preta. 
Por exemplo, a resistência entre os terminais a e b deve ser a mesma, seja utilizando-se o con- 
junto ligado em 4, seja utilizando-se o conjunto ligado em Y. Para cada par de terminais no 
circuito ligado em A, a resistência equivalente pode ser calculada usando-se simplificações em 


série e em paralelo para obter 


1 Estruturas em À e Y estão presentes em uma variedade de circuitos úteis, não apenas em redes resis- 


tivas. Consequentemente, a transformação A-Y é uma ferramenta útil em análise de circuitos. 
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RAR, + Rj) 
Re E—=R+4R 
dE RARGFR, 1 da (3.41) 
RoaRo ” Ro) 
Rex > > =R,+4+R . 
Co R+R+R 2 & di 
RR. + Ra) 
Rea = = Rj + Rs. 3.43 
ca R, + R, JE R, 1 3 ( ) 


A manipulação algébrica direta das equações 3.41-3.43 possibilita o cálculo dos valores 
dos resistores ligados em Y em termos dos resistores ligados em A equivalente: 


RG R 
Rj=———tHe (3.44) 
R+R,+R. 
R.R 
R=——— ta o 
2 RtRG+R (5) 
RiR 
R=->———E (3.46) 
Ri+R,+R. 


Inverter a transformação A-Y também é possível. Isto é, podemos começar com a estru- 
tura em Y e substituí-la por uma estrutura equivalente em A. As expressões para as resistên- 
cias dos três resistores ligados em A, como funções das resistências dos três resistores ligados 
em Y, são 


RiR, + R$R5 + R5R 
R = = E, (3.47) 
1 
RiR, + R$R5 + R5R 
R6=— E — (3.48) 
2 
RiR, + R$R5 + R5R 
R = = E (3.49) 


O Exemplo 3.7 ilustra a utilização de uma transformação A-Y para simplificar a análise 
de um circuito. 


EXEMPLO 3.7 Aplicação de uma transformação A-Y. 
Figura 3.32 Circuito para o Exemplo 3.7. 


Determine a corrente e a potência fornecidas pela fonte 
de 40 V no circuito mostrado na Figura 3.32. 


Solução 


Estamos interessados apenas na corrente e na potência  40V E 
da fonte de 40 V. Portanto, o problema estará resolvido 
quando obtivermos a resistência equivalente nos ter- 
minais da fonte. Podemos determinar essa resistência 
equivalente, com facilidade, depois de substituirmos 
o À superior (100, 125,25 9) ou o À inferior (40, 25, 
375 9) por seu Y equivalente. Optamos por substituir 
o A superior. Então, calculamos as três resistências em 
Y, definidas na Figura 3.33, pelas equações 3.44 a 3.46. 100 0 125 O 
Assim, 


Figura 3.33 Resistores equivalentes em Y. 


Circuitos elétricos 


Figura 3.34 Versão transformada do circuito mostrado na 100 X 125 
Figura 3.32. Rj = “20 = 500, 
50 
125 x 25 
Eai R5 = “250 = 12,5 OQ, 
500 
100 x 25 
+ 10 0 12.5 O 3=>0— =100. 
40V -—D— E 250 


A substituição dos resistores em Y da Figura 3.32 pro- 
40 O 315 0 duz o circuito mostrado na Figura 3.34. Pela Figura 
3.34, fica fácil calcular a resistência nos terminais da 
fonte de 40 V, por simplificações série-paralelo: 


Figura 3.35 Etapa final na simplificação do circuito (50)(50) 
mostrado na Figura 3.32. Ra =55 + = 80 O. 
a 100 
F A etapa final consiste em observar que o circuito se 
Mv = ti 80 q reduz a um resistor de 80 O) e uma fonte de 40 V, como 


mostra a Figura 3.35, pelo que fica evidente que a fonte 
de 40 V fornece 0,5 A e 20 W ao circuito. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 6 Saber quando e como usar circuitos equivalentes A-Y. 


3.8 Use uma transformação A-Y para determinar a tensão U no cir- 


cuito mostrado. 
Resposta: 35 V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 3.60, 3.62 e 3.63, apresentados no final 
deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Telas touch resistivas 


Comece analisando a malha resistiva na direção x. Modelamos a resistência Figura 3.36 A malha de tela sensível ao toque 


da malha na direção x com a resistência R, como mostrado na Figura 3.36. A po- patinação 
sição x em que a tela é tocada é indicada pela seta. A queda de tensão resultante 
na resistência aR, é V,. Tocar a tela divide efetivamente a resistência total, R, em E 
duas resistências separadas, «Re (1 — o)R o Rs 
Vê Exa (1 o)R, V, 


A figura demonstra que, quando o toque ocorre na extremidade direita da pm, 
ANN 


tela, a = 0 e V= 0. Do mesmo modo, quando o toque ocorre na extremidade 
esquerda da tela, a = 1 e V,= V. Se o toque ocorre no meio, entre as duas Ao gr 
bordas da tela, o valor de a fica entre O e 1, e as duas partes da resistência R, Ra 


formam um divisor de tensão. Podemos calcular a tensão V, usando a equação 
para divisão de tensão: 
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aR, aR, 


CRE E Ea stato: 


Podemos determinar o valor de a, que representa a localização do toque em relação ao lado direito da tela, dividindo a 
tensão na malha de resistência no ponto de toque, V,, pela tensão aplicada em toda a rede resistiva na direção x, W; 


Agora, queremos usar o valor de a para determinar a coordenada x do ponto 
de toque na tela. Normalmente, as coordenadas da tela são especificadas em pixels 
(abreviação de picture elements, ou elementos de imagem). Por exemplo, a tela de 
um telefone móvel seria dividida em uma malha de pixels com p, pixels na direção x (0,0) 
ep, pixels na direção y. Cada pixel é identificado por sua localização x (um número 
entre O e p,— 1) e sua localização y (um número entre O e Ui 1). O pixel com a po- 
sição (0, 0) fica no canto superior esquerdo da tela, como mostrado na Figura 3.37. 

Visto que a representa o ponto de toque em relação ao lado direito da 
tela, (1 — a!) representa o ponto de toque em relação ao lado esquerdo da tela. 
Portanto, a coordenada x do pixel que corresponde ao ponto de toque é 


Figura 3.37 As coordenadas de pixel de uma 
tela com pp, pixels na direção x e D, 
pixels na direção y. 


(p;— 1,0) 


A pr: (Opa) (iz oii 11) 


Note que o valor de x está limitado a (p, — 1). 
Usando-se o modelo da malha de tela resistiva na direção y mostrado na Fi- 
gura 3.38, é fácil demonstrar que a tensão criada por um toque na seta é dada por 


Figura 3.38 A malha de tela sensível ao toque 
na direção y. 
KB. 
Portanto, a coordenada y do pixel que corresponde ao ponto de toque é 
A Dostb ja 


onde o valor de y é limitado a (o 1). (Veja o Problema 3.72.) 


NOTA: avalie sua compreensão da Perspectiva prática resolvendo os problemas 3.72-3.75, apresentados no final deste capítulo. 


Resumo 


Resistores em série podem ser combinados para 
a obtenção de um único resistor equivalente, de 
acordo com a equação 


k 
Ro 2 Ri + R, + ias + Rpe 


(Seção 3.1.) 
Resistores em paralelo podem ser combinados 
para a obtenção de um único resistor equiva- 
lente, de acordo com a equação 
1 o O | 1 
=SDS+o deito 
Re AR Rj R Rk 


Quando apenas dois resistores estão em paralelo, 
a equação para a resistência equivalente pode ser 
simplificada para dar 


RR» 


Reg = =. 
a Ri+R, 


(Seção 3.2.) 

Quando a tensão é dividida entre resistores em 
série, como mostra a figura, a tensão em cada 
resistor pode ser encontrada de acordo com as 
equações 


Circuitos elétricos 


+ 
Ri 
Dr rDJbVU. uv R 
A R+R e Es 
Vs 
R, bi 
RA RR n$R 


(Seção 3.3.) 


Quando a corrente é dividida entre resistores 
em paralelo, como mostra a figura, a corrente 
que passa em cada resistor pode ser encontrada 
de acordo com as equações 


o o o à 
y — RE 
0) n(ÊRI ijER 
do io A o 
E 
(Seção 3.3.) 


Divisão de tensão é uma ferramenta de análise 
de circuitos usada para especificar a queda de 
tensão em determinado resistor de um conjunto 
de resistores ligados em série, quando a queda de 
tensão nos terminais do conjunto é conhecida: 


v; = É v 
j E 2 
Reg 
em que v, é a queda de tensão na resistência R, e 
v é a queda de tensão nas resistências ligadas em 


série, cuja resistência equivalente é R,,. (Seção 3.4.) 


Divisão de corrente é uma ferramenta de aná- 
lise de circuitos usada para determinar a cor- 
rente em um dado resistor de um conjunto de 
resistores ligados em paralelo, quando a cor- 
rente de entrada no conjunto é conhecida: 

Req, 


I. = —1 
Í 


Problemas 


Seções 3.1-3.2 


em que j é a corrente que passa pela resistên- 
cia R, e i é a corrente que flui pelos resistores 
ligados em paralelo cuja resistência equivalente 
é Req (Seção 3.4.) 


Um voltímetro mede a tensão e deve ser colocado 
em paralelo com a tensão a ser medida. Um voltí- 
metro ideal tem resistência interna infinita e, por 
isso, não altera a tensão que está sendo medida. 
(Seção 3.5.) 


Um amperímetro mede a corrente e deve ser 
colocado em série com a corrente a ser medida. 
Um amperímetro ideal tem resistência interna 
igual a zero e, por isso, não altera a corrente que 
está sendo medida. (Seção 3.5.) 


Medidores digitais e analógicos têm resistên- 
cia interna, o que influencia o valor da variável 
de circuito que está sendo medida. Medidores 
baseados no medidor de dArsonval incluem 
deliberadamente uma resistência interna como 
um meio de limitar a corrente na bobina do 
medidor. (Seção 3.5.) 


O circuito da ponte de Wheatstone é utilizado 
para fazer medições precisas do valor da resis- 
tência de um resistor usando-se quatro resistores, 
uma fonte de tensão cc e um galvanômetro. Uma 
ponte de Wheatstone está equilibrada quando os 
valores dos resistores obedecem à Equação 3.33, 
resultando em uma leitura de O A no galvanôme- 
tro (Seção 3.6.). 


Um circuito com três resistores ligados em uma 
configuração em À (ou em uma configuração em 
7) pode ser transformado em um circuito equi- 
valente no qual os três resistores estão ligados 
em Y (ou ligados em T). A transformação A-Y é 
dada pelas equações 3.44-3.46; a transformação 
Y-A é dada pelas equações 3.47-3.49. (Seção 3.7.) 


3.1 a) Mostre que a solução do circuito na Figura 
Pspice 3.9 (veja Exemplo 3.1) satisfaz a lei de cor- 
Mui rentes de Kirchhoff nas junções x e y. 


b) Mostre que a solução do circuito na Figura 
3.9 satisfaz a lei das tensões de Kirchhoff 
ao longo de cada caminho fechado. 


Sz 
Pspice 
Multisim 


3.3 


3.4 


a) Determine a potência dissipada em cada 
resistor do circuito da Figura 3.9. 


b) Determine a potência fornecida pela 
fonte de 120 V. 


c) Mostre que a potência fornecida é igual à 
potência dissipada. 

Para cada um dos circuitos mostrados na 

Figura P3.3, 


a) identifique os resistores ligados em série, 


b) simplifique o circuito substituindo os 
resistores ligados em série por resistores 
equivalentes. 

Figura P3.3 


8kO  5kQ 
AAA NAAS 


18 v(D) ste 7kQ 


(a) 


AMA 


MAMA 
500 O 
MM —MAN—O 

800 0, 1.200 O 
27V (O 300 O $ 
200 0 

NAAS 
(b) 


AMAy AMY 
35 100 
$150 90 V 400% 


25 0 
MA 


(c) 


500 900 800 


300 O 1000 $700 


30 mÃ 


(d) 


Para cada um dos circuitos mostrados na 
Figura P3.4, 


a) identifique os resistores ligados em 
paralelo, 


b) simplifique o circuito substituindo os 
resistores ligados em paralelo por resis- 
tores equivalentes. 


30 mÃ (1) 


3.6 
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Figura P3.4 
AAA 
240 
18 V (O) 36 0 18 0$ 
(a) 
ANN 
210 O 
280 O 
€—M 
200 O 1200 $ 180 0$ 
nd 
(b) 
AAAV 
75 kQ 
50kKQ 
e BA VAVAVO E 


100 kQ $150 kOs 60 kO$ 


90 kO 
MA bad 


(c) 


(d) 


Para cada um dos circuitos mostrados na 
Figura P3.3, 


a) determine a resistência equivalente vista 
pela fonte, 

b) determine a potência fornecida pela fonte. 

Para cada um dos circuitos mostrados na 

Figura P3.4, 

a) determine a resistência equivalente vista 


pela fonte, 


b) determine a potência fornecida pela fonte. 


Circuitos elétricos 


3.7 a) Nos circuitos da Figura P3.7 (a) — (d), deter- b) Para cada circuito, determine a potência 
Pspice mine a resistência equivalente vista pela fonte. fornecida pela fonte. 
Multisim 
Figura P3.7 
45 0 20 O 


150 $600 BOA (1) 400 


3.8 Determine a resistência equivalente R,, para cada um dos circuitos da Figura P3.8. 


Pepice Figura P3.8 


Multisim 

240 600 4kO - 5S2kK0 1.200 O 320 O 

a a ANA AM 
a 
90 O 6kO $ 8kQ 720 O $ 480 O 

120 2kQ di 

b b 
(a) (b) (c) 


3.9 Determine a resistência equivalente R,, para cada um dos circuitos da Figura P3.9. 


Pspice : 
Multisim Figura P3.9 


26 9 40 160 120 
ae ANN ae ANN AM 
18 0 
sa dum mus 200 o DO Aa 
be ANN be 
60 14 0 
(a) (b) 
1kQ 250 Q 500 O 25.0 28 O 30 O 
a e AM ANN ae ANN AM ANN 
1,5k0 500 24 O no 16 O 60 OQ 
2k0 150 O ' 
b e be ANA AMA AA 
100 20 0 180 
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3.10 a) Determine uma expressão para a resistên- 3.11 a) Determine uma expressão para a resistên- 
cia equivalente de dois resistores de valor cia equivalente de dois resistores de valor 
R em série. R em paralelo. 

b) Determine uma expressão para a resis- b) Determine uma expressão para a resis- 
tência equivalente de n resistores de valor tência equivalente de n resistores de valor 
R em série. R em paralelo. 

c) Usando os resultados de (a), projete uma c) Usando os resultados de (b), projete uma 
rede resistiva com uma resistência equi- rede resistiva com uma resistência equi- 
valente de 3 kf) usando dois resistores valente de 5 kº usando dois resistores 
com o mesmo valor do Apêndice H. com o mesmo valor do Apêndice H. 

d) Usando os resultados de (b), projete uma d) Usando os resultados de (b), projete uma 
rede resistiva com uma resistência equiva- rede resistiva com uma resistência equiva- 
lente de 4 kO usando um número mínimo lente de 4 kQ usando um número mínimo 
de resistores idênticos do Apêndice H. de resistores idênticos do Apêndice H. 

Seção 3.3 
3.12 a) Calcule a tensão a vazio v, do circuito 3.14 A tensão a vazio no circuito divisor de tensão 
Pspice divisor de tensão mostrado na Figura Pspice mostrado na Figura P3.14é 8V. O menor resis- 
Multisim Multisim z . abas 
e P3.12. roi tor de carga que está sempre ligado ao divisor 
roblema roblema e : 
de Projeto b) Calcule a potência dissipada em R, e R;. de Projeto é 3,6 KO. Quando o divisor estiver carregado, 
. . v, não deverá cair abaixo de 7,5 V. 
c) Suponha que haja apenas resistores de . no o. 
0,5 W disponíveis. A tensão a vazio deve a) Projete o circuito do divisor que cum- 
ser a mesma que em (a). Especifique os prirá as especificações que acabamos de 
Abmi mencionar. Especifique os valores numé- 
menores valores ôhmicos de R, e R,. . Pesa 
; ricos de R, e R,. 
Figura P3.12 
b) Suponha que as potências nominais de 
resistores disponíveis no mercado sejam 
R1$4,7k0 1/16,1/8,1/4,1e 2 W. Qual potência nomi- 
> , , p 
nal você especificaria? 
160 V +————s é 
(O) + Figura P3.14 
R$33k0 dv 
3.13 No circuito do divisor de tensão mostrado na 
Pspice Figura P3.13, o valor a vazio de v, é 4 V. 
Wuism Quando a resistência de carga R, é ligada aos 3.15 Suponha que o divisor de tensão da Figura 
terminais a e b, v, cai para 3V. Determine R, P3.14 tenha sido construído com resistores 
UU , : 
: de 1 W. Qual é o menor valor do Apêndice H 
Figura P3.13 Q p 
que pode ser usado como R, antes que um 
a e dos resistores do divisor esteja funcionando 
ii em seu limite de dissipação? 
20 (O) Ro Vo $R, 3.16 Determine a potência dissipada no resistor 
Pspice de 5 Q no circuito divisor de corrente na 
Multisim 


ce | 


Figura P3.16. 


Circuitos elétricos 


Figura P3.16 
60 89 
AM ANA 
104 O 100 sQ $12 Q 


3.17 Para o circuito divisor de corrente da Figura 


Pspice | P3.17, calcule 
Multisim 
a) 6. 
b) a potência dissipada no resistor de 6 O. 
c) apotência fornecida pela fonte de corrente. 
Figura P3.17 
60 
MA 
+ 
200$0,24A io 90  $100 
“100 
AA 
3.18 Especifique os resistores no circuito da Figura 
Problema P3.18 para atender aos seguintes critérios 
de Projeto 


de projeto: 
i,=50 mA; v,=25 Vii, = 0,61; 
=2ieiy—4i. 


Figura P3.18 


+ 


Ig vg Ny Ri o, R, is, Rs is (É Ra 


3.19 


Problema 
de Projeto 


Com frequência, é preciso fornecer mais do 
que um valor de tensão usando-se um divisor 
de tensão. Por exemplo, os componentes de 
memória de muitos computadores pessoais 
requerem tensões de —12V,5 Ve +12 V, todas 
em relação a um terminal de referência em 
comum. Selecione os valores de R,,R,e R, 
no circuito da Figura P3.19 para atender aos 
seguintes requisitos de projeto: 


a) A potência total fornecida ao divisor pela 
fonte de 24 V é 80 W, quando o divisor 
não está carregado. 


b) Astrês tensões, todas medidas em relação 
ao terminal de referência, são v, — 12 V, 
v=5Vev,=—12V. 


Figura P3.19 


e ev, 


uv(O) R$ 


e ev; 


3.20 a) O divisor de tensão da Figura P3.20(a) tem 

Pspice como carga o divisor de tensão mostrado 

anna na Figura P3.20(b): isto é, a está ligado a 
a',e b está ligado a b”. Determine v,. 


b) Suponha agora que o divisor de tensão da 
Figura P3.20(b) esteja ligado ao divisor 
de tensão da Figura P3.20(a) por meio 
de uma fonte de tensão controlada por 
corrente, como mostra a Figura P3.20(c). 
Determine v,. 


c) Qual é o efeito causado pela adição da 
fonte dependente de tensão sobre o fun- 
cionamento do divisor de tensão que está 
ligado à fonte de 180 V? 


Figura P3.20 
10k0 20 kQ 
AMA a a'e AAA, o 
E + 
(O 180 V 30 kQ 40 kQ Vo 
eb b'e . 
(a) (b) 
10kQ 20 kQ 
AMA 4 
—+ + 
[4 A 
(O 180 V 30k0 « 230.000: 40k0 Vo 
é . 


(c) 


3.21 Um divisor de tensão, como o da Figura 3.13, 
Problema deve ser projetado de modo que v, = Kv, 
de Projeto É o o 

quando a vazio (R, =00),e v, = av, sob carga 
nominal (R, = R,). Observe que, por defini- 
ção, a<k<1. 


a) Mostre que 


k—- a 
R, = R 
1; ak [9] 
e 
k-—- a 
R,=>————=&R,. 
2? al-k)? 


b) Especifique os valores numéricos de R, e 
R;sek=0,85,4=0,80e R,=34k0. 

c) Se v,=60V, especifique a potência máxima 
que será dissipada em R, e R,. 

d) Suponha que o resistor de carga entre 


em curto-circuito por acidente. Qual é a 
potência dissipada em Re R;? 
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5 Ig Gk 
BO GE 


b) Use o resultado derivado em (a) para cal- 
cular a corrente no resistor de 5 O no cir- 
cuito da Figura P3.22(b). 


Figura P3.22 


3.22 a) Mostre que a corrente no k-ésimo ramo 
Pspice do circuito da Figura P3.22(a) é igual à 
Multisim à Fe 
corrente da fonte i g Vezes a condutância 
do k-ésimo ramo, dividida pela soma das 
condutâncias, isto é, 
Seção 3.4 
3.23 Examine o circuito da Figura P3.3(a). d) Usando o resultado de (c), determine a 
a) Use a divisão de tensão para determinar queda de SEG nos termais do PSSist 
a tensão que percorre o resistor de 6 kOQ, de 50 1), positiva na parte superior. 
positiva na parte superior. e) Usando o resultado de (d), utilize a divi- 
RATE são de tensão para determinar a queda 
b) Usando o resultado de (a) e a divisão de ' a o . E 
a : Ê A de tensão nos terminais do resistor de 60 
tensão, determine a tensão nos terminais 0 ti À j 
: MENA , positiva na parte superior. 
do resistor de 5 kQ, positiva à esquerda. p p a p EM 
5 aus : 3.26 Conecte uma fonte de corrente de 450 mA 
3.24 Examine o circuito da Figura P3.3(d). RE . 
entre os terminais a-b na Figura P3.9 (a), com 
a) Use a divisão de corrente para determi- a seta da corrente apontando para cima. 
ar E Em ag á PENIS a) Use a divisão de corrente para determi- 
RASA nar a corrente no resistor de 36 O, de 
b) Usando o resultado de (a) e a divisão de cima para baixo. 
corrente, determine a corrente no resis- b) Use o resultado de (a) para determinar 
tor de 70 O, de cima para baixo. a tensão no resistor de 36 O, positiva na 
3.25 Examine o circuito da Figura P3.7(a). parte superior. 
a) Use a divisão de tensão para determinar c) Use o resultado de (b) e a divisão de tensão 
a queda de tensão nos terminais do resis- para determinar a tensão nos terminais do 
tor de 25 O, positiva à esquerda. resistor de 18 O), positiva na parte superior. 
b) Usando o resultado de (a), determine a d) Use o resultado de (c) e a divisão de tensão 
corrente que percorre o resistor de 25 O, para determinar a tensão nos terminais do 
da esquerda para a direita. resistor de 10 O, positiva na parte superior. 
c) Usando o resultado de (b), utilize a divisão 3.27 Conecte uma fonte de tensão de 6 V entre os 


de corrente para determinar a corrente no 
resistor de 50 O, de cima para baixo. 


terminais a-b na Figura P3.9 (b), com o ter- 
minal positivo na parte superior. 


Circuitos elétricos 


a) Use a divisão de tensão para determinar 
a tensão nos terminais do resistor de 4 O, 
positiva na parte superior. 


b) Use o resultado de (a) para determinar a 
corrente no resistor de 4 O), da esquerda 
para a direita. 


c) Use o resultado de (b) e a divisão de cor- 
rente para determinar a corrente no resis- 
tor de 16 O), da esquerda para a direita. 


d) Use o resultado de (c) e a divisão de 
corrente para determinar a corrente no 
resistor de 10 0), de cima para baixo. 


e) Use o resultado de (d) para determinar a 
tensão nos terminais do resistor de 10 O, 
positiva na parte superior. 


f) Use o resultado de (e) e a divisão de tensão 
para determinar a tensão nos terminais do 
resistor de 18 ), positiva na parte superior. 

3.28 a) Determine a tensão v no circuito da Figura 
Pspice P3.28 usando a divisão de tensão e/ou 
Multisim 
corrente. 


b) Substitua a fonte de 18 V por uma fonte 
de tensão genérica igual a V.. Suponha 
que V seja positiva no terminal superior. 
Determine v, como uma função de V.. 


Figura P3.28 
e 
$2k0 
18v(O) + o, 
$6k0 


3.29 Determine v, no circuito da Figura P3.29 


Pspice usando a divisão de tensão e/ou corrente. 
Multisim 
Figura P3.29 
e 
$10k0 $3k0 
2k0 + v — 4kQ 
18 ma(|) AM —s OM —sS 

$15k0 $12k0 


3.30 Determine v, e v,no circuito da Figura P3.30 


Pspice usando a divisão de tensão e/ou corrente. 
Multisim 
Figura P3.30 
90 0 60 O 
AMA s AMA 
y + 
150 0 VI 75 0 
3v(D) , v$30 0 
40 O = 


3.31 Para o circuito da Figura P3.31, determine i, 
e, em seguida, use a divisão de corrente para 
determinar i,. 


Figura P3.31 
i 
E 15 0 
AMA —— AMA, 
20 


3.32 Para o circuito da Figura P3.32, determine i e, 


Pspice | em seguida, i, usando a divisão de corrente. 
Multisim 
Figura P3.32 
80 40 


3.33 Um voltímetro de dArsonval é mostrado na 
Figura P3.33. 


a) Calcule o valor do resistor de derivação, 
R, para dar uma leitura máxima de cor- 
rente de 5 A. 


b) Qual é a resistência adicionada a um cir- 
cuito quando o amperímetro de 5 A de 
(a) é inserido para medir corrente? 


c) Calcule o valor do resistor de derivação, 
R, para dar uma leitura máxima de cor- 
rente de 100 mA. 


d) Qual é a resistência adicionada a um cir- 
cuito quando o amperímetro de 100 mA 
de (c) é inserido para medir corrente? 


Figura P3.33 
“fo 
150mV 
mé AÇO) 


Amperímetro 


3.34 Um resistor de derivação e um medidor de 
dArsonval de 50 mV, 1 mA são usados para 
construir um amperímetro de 5 A. Uma resis- 
tência de 20 mO é colocada nos terminais do 
amperímetro. Qual é a nova faixa da escala 
do amperímetro? 

3.35 Um medidor de dArsonval é calibrado para 
Problema 2mA e 200 mV. Suponha que haja resistores 
RS qe precisão de 1 W disponíveis para serem 

utilizados como derivações. Qual é o maior 
fundo de escala possível para o amperímetro 
a ser projetado? Explique. 

3.36 a) Mostre que, para o amperímetro do circuito 
da Figura P3.36, a corrente no medidor de 
dArsonval é sempre 1/25 da corrente que 
está sendo medida. 


b) Qual seria a fração se o medidor de 100 
mV,2 mA fosse usado em um amperíme- 
tro de 5 A? 


c) Pode-se esperar uma escala uniforme em 
um amperímetro de dArsonval de cor- 
rente contínua? 


Figura P3.36 
100 mV,2 mA 


Imeas 
SE cui 


(25/12) O 


3.37 Um voltímetro de dArsonval é mostrado na 
Figura P3.37, Determine o valor de R, para 
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cada uma das seguintes leituras máximas: (a) 
50 V, (b) 5 V, (c) 250 mV e (d) 25 mV. 


Figura P3.37 
R, 
e ANA 
20mV 
ImAÃA 
e 
Voltímetro 


3.38 Suponha que o voltímetro de dArsonval des- 
crito no Problema 3.37 seja usado para medir 
a tensão no resistor de 45 O da Figura P3.38. 


a) Qual será a leitura do voltímetro? 


b) Determine o erro percentual na leitura 
do voltímetro, se 


l did 
% erro = | EU DTO | x100. 
valor real 
Figura P3.38 
A 


soma (1) 150 $450 


3.39 O amperímetro no circuito da Figura P3.39 
tem uma resistência de 0,1 O. Usando a defi- 
nição de percentagem de erro de leitura de 
um medidor, encontrada no Problema 3.38, 
qual é o erro percentual na leitura desse 


amperímetro? 
Figura P3.39 
60 O 
MA 
100 
Amperímetro 


20 0 
Dav 28 


3.40 O amperímetro descrito no Problema 3.39 é 
usado para medir a corrente i, no circuito da 


Circuitos elétricos 


3.41 
Pspice 
Multisim 


3.42 


3.43 


Figura P3.38. Qual é o erro percentualno valor 
medido? 

Os elementos no circuito da Figura 2.24 têm 
os seguintes valores: R, = 20k0, R,— 80XO, 
Re = 0,82 kQ, R, = 0,2 k0, Voc= 75 V, 
Vo 06VeBb-3. 


a) Calcule o valor de i, em microampêres. 


b) Suponha que um multímetro digital, 
quando usado como um amperímetro cc, 
tenha uma resistência de 1 kQ. Se o medi- 
dor for inserido entre os terminais b e 2 
para medir a corrente i,, qual será a lei- 
tura do medidor? 


c) Usando o valor de i, calculado em (a) 
como o valor correto, qual é o erro per- 
centual na medição? 

Você foi informado de que a tensão cc de 
uma fonte de alimentação é aproximada- 
mente 350 V. Quando você procura um 
voltímetro cc na sala de instrumentos para 
medir a tensão da fonte alimentadora, cons- 
tata que há somente dois voltímetros cc dis- 
poníveis. Um deles tem fundo de escala de 
300 V e sensibilidade de 900 0/V. O outro 
tem fundo de escala de 150 V e sensibilidade 
de 1.200 O/V. (Sugestão: você pode deter- 
minar a resistência efetiva de um voltíme- 
tro multiplicando seu fundo de escala e sua 
sensibilidade.) 


a) Como se pode usar os dois voltímetros para 
verificar a tensão da fonte alimentadora? 


b) Qual é a tensão máxima que pode ser 
medida? 


c) Se a tensão da fonte alimentadora for 320 

V, qual será a leitura de cada voltímetro? 
Suponha que, além dos dois voltímetros des- 
critos no Problema 3.42, esteja disponível um 
resistor de precisão de 50 kQ. Esse resistor 
está ligado em série com a conexão em série 
dos dois voltímetros. Esse circuito é, então, 
ligado aos terminais da fonte de alimentação. 
A leitura no voltímetro de 300 V é 205,2 V e 
no de 150V é 136,8 V. Qual é a tensão da fonte 
alimentadora? 


3.44 


E csas Eus some 


(a) (b) 


3.45 


3.46 


Problema 
de Projeto 


ec) 
E 
AM 
+60 


O fundo de escala do voltímetro mostrado 
na Figura P3.44(a) é 500 V. O medidor está 
calibrado para 100 mV e 0,5 mA. Qual é o 
erro percentual na leitura do medidor se ele 
for usado para medir a tensão v no circuito 
da Figura P3.44(b)? 


Figura P3.44 
500 V 
e 


cd 


10 ma(!) 50 kOZ 250 kO 


Comum 
o 


O circuito divisor de tensão mostrado na 
Figura P3.45 é projetado de modo que a ten- 
são a vazio de saída seja 7/9 da tensão de 
entrada. Um voltímetro de dArsonval, de sen- 
sibilidade 100 0/V e fundo de escala de 200 
V, é usado para verificar o funcionamento do 
circuito. 


a) Qual será a leitura do voltímetro se ele for 
ligado aos terminais da fonte de 180 V? 
b) Qual será a leitura se o voltímetro for 
ligado aos terminais do resistor de 70 k 0? 
c) Qual será a leitura se o voltímetro for 
ligado aos terminais do resistor de 20 k0? 
d) As leituras obtidas pelo voltímetro em 
(b) e (c) serão adicionadas à leitura regis- 
trada em (a)? Explique sua resposta. 


Figura P3.45 


$20k0 
AR 
180V > —— ss, 
NE: - 
$70KO do 
é . 


Suponha que, ao projetar o voltímetro de 
várias faixas, mostrado na Figura P3.46, você 
ignore a resistência do medidor. 


a) Especifique os valores de R,, R,e R,. 


3.47 


3.48 


Problema 
de Projeto 


b) Para cada uma das três faixas, calcule o 
erro percentual que essa estratégia de 
projeto produz. 


Figura P3.46 
R, 
100 V 
R, 


10V em, 
Rs somV 
Iv ZA 


Comum 


O modelo de circuito de uma fonte de tensão 
cc é mostrado na Figura P3.47 As seguintes 
medições de tensão são feitas nos terminais 
da fonte: (1) com os terminais da fonte aber- 
tos, a tensão medida é de 50 mV e (2) com 
um resistor de 15 MQ ligado aos terminais, a 
tensão medida é 48,75 mV. Todas as medições 
são realizadas com um voltímetro digital cuja 
resistência é 10 MO. 


a) Qual é a tensão interna da fonte (v,) 
em milivolts? 


b) Qual é a resistência interna da fonte (Rj) 
em quilo-ohms? 


Figura P3.47 


R 


8 


Terminais 
de fonte 


o 


L 


Projete um voltímetro de dArsonval que terá as 
três faixas de tensão mostradas na Figura P3.48. 


a) Especifique os valores de R,, R,e R.. 


b) Suponha que um resistor de 750 kQ 
esteja ligado entre o terminal de 150 V e 
o terminal comum. O voltímetro é, então, 
ligado a uma tensão desconhecida usando 
o terminal comum de 300 V. O voltímetro 
lê 288 V. Qual é a tensão desconhecida? 


c) Qual é a tensão máxima que o voltímetro 
em (b) pode medir? 


3.49 
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Figura P3.48 
300 V 
R; 
150V 
R, 
30 V 
R, 
50mV 
1ImAÃ 
Comum 


Um resistor de 600 kO) está ligado do ter- 
minal de 200 V ao terminal comum de um 
voltímetro de dupla escala, como mostra a 
Figura P3.49(a). Esse voltímetro modificado 
é, então, usado para medir a tensão no resis- 
tor de 360 kQ do circuito da Figura P3.49(b). 


a) Qual é a leitura na escala de 500 V 
do medidor? 


Z 


b) Qual é o erro percentual na tensão 


medida? 
Figura P3.49 
Do | 500V 
e 
$ 300 KO 
200 V 
e e 
$ 199,95 KO 
ins $ 600 KO 
1mA 
Comum 
e 
(a) 
| quado a a gra 
e e 500 V 
40k0$ 
Voltímetro 
360 kf) $ modificado 
600 V (O 
Comum 
+ o 


És es qm is 


Circuitos elétricos 


Seção 3.6 


3.50 
Pspice 
Multisim 


Suponha que a fonte ideal de tensão da Figura 
3.26 seja substituída por uma fonte ideal de 
corrente. Mostre que a Equação 3.33 ainda é 
válida. 


3.53 


Determine a corrente i, do detector da ponte 
desequilibrada da Figura P3.53,se a queda de 
tensão no detector for desprezível. 


Figura P3.53 
3.51 O circuito de ponte mostrado na Figura 3.26 
Pspice | é alimentado por uma fonte de 24 V cc. A 6kQ 30 KO 
ist ponte fica equilibrada quando R,=500 0, R, RR, O (9) 
= 1.000 9. e R, = 750 0. 
DkO 20k0 
a) Qual é o valor de R,? 
b) Qual é a corrente (em miliampêres) for- 
necida pela fonte cc? 3.54 Nocircuito da ponte de Wheatstone mostrado 
c) Qual resistor absorve a maior potência? Ra na Figura 3.26, a razão R,/R, pode ser ajustada 
Qual é essa potência? para os seguintes valores: 0,001,0,01,0,1,1, 
; E 10,100 e 1.000. O resistor R, pode variar de 
d) Qual resistor absorve a menor potência? Lands SERES SD Sus 
Qual é essa potência? Ena ad . s 
. E . que a resistência de um resistor desconhecido 
3.52 Determine a potência dissipada no resistor se encontra entre 4 e 5 92. Qual seria o ajuste 
da . 3 kt) do circuito da Figura P3.52. da razão R,/R, para que o resistor desconhe- 
Figura P3.52 cido possa ser medido com até quatro alga- 
750 O rismos significativos? 
AMA 
15k0 25 kQ 
192V (O 
3kQ SkO 
Seção 3.7 
3.55 Determine a corrente e a potência fornecidas b) Repita (a) usando uma transformação 
pela fonte de 40 V no circuito do Exemplo 3.7 A-Y envolvendo os resistores R,, R, e R,. 
(Figura 3.32) substituindo o À inferior (25,375 c) Indique duas transformações adicionais 
e 4042) por seu Y equivalente. A-Y ou Y-A que poderiam ser usadas 
3.56 Determine a corrente e a potência fornecidas para determinar R,,. 
a 
pela fonte de 40 V no circuito do Exemplo 3.7 Figura P3.58 
(Figura 3.32) substituindo o Y à esquerda (25, a | 
40 e 100 9) por seu A equivalente. ae rd 
3.57 Determine a corrente e a potência fornecidas 
pela fonte de 40 V no circuito do Exemplo 3.7 
(Figura 3.32) substituindo o Y à direita (25, 
375 e 125 O) por seu A equivalente. 
3.58 a) Determine a resistência equivalente R,, 
Pspice no circuito da Figura P3.58 usando uma 
Multisim E ; 70 
transformação Y-4 envolvendo os resisto- Lo AMA 


res R,, R,e Rs. 


3.59 Use uma transformação A-Y para determinar 
Pspice | as tensões v, e v, no circuito da Figura P3.59. 


Multisim 
Figura P3.59 


3.60 a) Determine a resistência vista pela fonte 
Pspice ideal de tensão no circuito da Figura P3.60. 

Multisim . , R 
b) Se v,, for igual a 400 V, qual será a potên- 


cia dissipada no resistor de 31 0? 


Figura P3.60 
a 150 20 0 
e AM e AAA 
500 30 O 
$ 100 O $ 
"NM 
Vab 10 310 
e 80 O $ 
e——AAA——s 
60 0 20 0 
$ 40 0 
e hd ANN 
b 


3.61 Use uma transformação Y-A para determinar 
Pspice (a) iz (b) i;; (c) i; e (d) a potência fornecida 


ii pela fonte ideal de corrente do circuito da 
Figura P3.61. 
Figura P3.61 
320 0 
NAAS 
h 
20 O 50 0 
ç ANA AN 
1A $M00 à 1000 io (6000 


3.62 Determine ie a potência dissipada no resis- 
Pspice | tor de 140 O do circuito da Figura P3.62. 


Multisim 


Figura P3.62 
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3.63 Para o circuito mostrado na Figura P3.63, 
Pspice | determine (a) 1, (b) v, (c) i, e (d) a potência 


Multisim fornecida pela fonte de tensão. 
Figura P3.63 
24 0 120 0 
Ar ANA 
50 h 
—— ANN ——S v2600 + — 
(5) 
(O 750V ANA —ANA $43 0 
140 20 0 


3.64 Mostre que as expressões para condutâncias em 
A em função das três condutâncias em Y são 


3.65 Deduza as equações 3.44-3.49 a partir das 
equações 3.41-3.43. As duas sugestões a seguir 
vão ajudá-lo a tomar a direção correta: 


1) Para determinar R, em função de R,, R, 
e R, em primeiro lugar, subtraia a Equa- 
ção 3.42 da Equação 3.43 e adicione o 
resultado à Equação 3.41. Use manipu- 
lações semelhantes para determinar R, e 
R, como funções de R,, R,e R.. 

2) Para determinar R, em função de R,, R, 
e R, aproveite as derivações obtidas pela 
sugestão (1), ou seja, equações 3.44-3.46. 
Observe que essas equações podem ser 
divididas para obter 


Ro Ro Ro 
= OU Re = Rp 
R3 Rb Rs 

e 
Ri Rb Ro 
a Ra 5 R 
R, RR; ou a Ri b 


Agora, use essas relações na Equação 
3.43 para eliminar R, e R.. Utilize mani- 
pulações semelhantes para determinar 
R,e R,como funções de R,,R,e R,. 
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Seções 3.1-3.7 


3.66 


Problema 
de Projeto 


Redes de resistores são, às vezes, utilizadas 
como circuitos de controle de volume. 
Nessa aplicação, elas são denominadas ate- 


nuadores resistivos ou atenuadores fixos. 


Um atenuador fixo típico é mostrado na 
Figura P3.66. Para projetar um atenuador 
fixo,o projetista do circuito selecionará os 
valores de R, e R,, de modo que a razão 
V,/v,e a resistência vista pela fonte de ali- 
mentação R,, tenham ambas um valor 
especificado. 


a) Mostre que, se RT R, então 
Ri = 4Ri(R, + Ro), 


Vo o R, 
vi 2R+R+RL 


b) Selecione os valores de R, e R,, de modo 
que R,=R,=3000€ev/v,=0,5. 


c) Selecione os valores do Apêndice H que 
estejam mais próximos de R, e R, em 
(b). Calcule o erro percentual nos valo- 
res resultantes para R,, e V,/V,, se esses 
novos valores de resistor forem usados. 


Figura P3.66 


AMA 


+68 


R; Ri 


e 


3.67 


Problema 
de Projeto 


Atenuador 


a) Oatenuador fixo mostrado na Figura P3.67 
é denominado ponte em T. Use uma trans- 
formação Y-A para mostrar que R, = R, 
seR=R,. 


b) Mostre que, quando R=R,,a razão v/v, 
é igual a 0,50. 


Figura P3.67 
R 1 
ANN 
a R R c 
e MA MA e 
+ + 
v; R Vo $Ry 
e e 
b d 
Atenuador fixo 
3.68 As equações de projeto para o atenuador de 
Pspice ponte em T no circuito da Figura P3.68 são 
Multisim 2 
o 2RR$ 
PO 3R-R 
Vo. SR Rr 
v; 3R+AR' 
quando R, tem o valor dado. 
a) Projete um atenuador fixo, de modo que 
v,=3,5v, quando R, = 300 O. 
b) Suponha que a tensão aplicada à entrada 
do atenuador projetado em (a) seja 42 V. 
Qual resistor do atenuador dissipa maior 
potência? 
c) Qual é a potência dissipada no resistor 
em (b)? 
d) Qual resistor do atenuador dissipa a 
menor potência? 
e) Qual é a potência dissipada no resistor 
em (d)? 
Figura P3.68 
R, 
a R R c 
e AAA MA e 
+ ade 
v; R Vo R, 
e . 
d 


3.69 a) Para o circuito mostrado na Figura P3.69, 

Pspice a ponte está equilibrada quando AR = 0. 

Muisim Mostre que,se AR <R ,,a tensão de saída 
da ponte é aproximadamente 


— ARR4 
X——— UV; 
(Ro + Ry? á 


Um) 


b) Dados R, = 1 k0, R,= 500 0, R,=5 kQ 
e VU — 6 V, qual é a tensão aproximada de 
saída da ponte, se AR é 3% de R? 


c) Determine o valor real de v, em (b). 


Figura P3.69 


R, + AR 


ma(O) 


3.70 a) Seo erro percentual for definido como 


9, valor aproximado 
o erro = 
valor real 


| X 100, 


mostre que o erro percentual na aproxi- 
mação de v, no Problema 3.69 é 


—(AR)R 
% erro = fio 


= o X 100. 
(R, + R3)R4 


b) Calcule o erro percentual de v,, usando 
os valores do Problema 3.69(b). 


3.71 


Problema 
de Projeto 


3.72 


3.73 
Perspectiva 
Prática 
Pspice 
Multisim 


3.74 
Perspectiva 
Prática 
Pspice 
Multisim 
Problema 
de Projeto 


3.75 
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Suponha que o erro de v, no circuito da ponte 
da Figura P3.69 não exceda 0,5%. Qual é a 
maior alteração percentual em R, que pode 
ser tolerada? 

a) Usando a Figura 3.38, deduza a expressão 


para a tensão E 


b) Supondo que haja P, pixels na direção y, 


deduza a expressão para a coordenada y do 
ponto de toque, usando o resultado de (a). 


Uma tela touch resistiva tem 5 V aplicada à 
malha na direção x e na direção y. A tela tem 
480 pixels na direção x e 800 pixels na direção 
y. Quando a tela é tocada, a tensão na malha 
xé1Vea tensão na malha y é 3,75 V. 


a) Calcule os valores de a e f. 


b) Calcule as coordenadas x e y do pixel no 


ponto em que a tela foi tocada. 


Uma tela touch resistiva tem 640 pixels na 
direção x e 1.024 pixels na direção y. A malha 
resistiva tem 8 V aplicados em ambos os sen- 
tidos, x e y. As coordenadas de pixel no ponto 
de toque são (480, 192). Calcular as tensões 
VM 

Suponha que a tela sensível ao toque descrita 
no Problema 3.74 é tocada simultaneamente 
em dois pontos, um com coordenadas (480, 
192) e outro com coordenadas (240, 384). 


a) Calcule a tensão medida nas malhas x e y. 


b) Qual ponto de toque tem seu cálculo em 


(a) identificado? 


Capítulo 
Técnicas de análise 
de circuitos 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


4.1 Terminologia. 4.8 Método das tensões de nó versus método 
4.2. Introdução ao método das tensões de nó. das correntes de malha. 


4.3 O método das tensões de nó e as fontes | 4.9 Transformações de fonte. 
dependentes. 4.10 Equivalentes de Thévenin e Norton. 


4.4 O método das tensões de nó: alguns casos 4.11 Outros métodos para a obtenção de um 


especiais. equivalente de Thévenin. 
4.5 Introdução ao método das correntes de malha. 4.12 Máxima transferência de potência. 
4.6 O método das correntes de malha e as 4.13 Superposição. 

fontes dependentes. 
4.7 O método das correntes de malha: alguns 

casos especiais. 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Entender e saber utilizar o método das tensões de nó para resolver um circuito. 
2. Compreender e saber utilizar o método das correntes de malha para resolver um circuito. 


3. Saber decidir qual método — o das tensões de nó ou o das correntes de malha — é a abordagem preferencial para 
resolver determinado circuito. 


4. Entender a transformação de fonte e saber usá-la para resolver um circuito. 
5. Compreender os conceitos de circuito equivalente de Thévenin e de Norton e saber construir um ou outro para um circuito. 


6. Conhecer a condição de máxima transferência de potência a uma carga resistiva e saber calcular o valor do resistor 
de carga que satisfaça essa condição. 


Até aqui, analisamos circuitos resistivos relativamente simples, aplicando as leis de Kirchhoff combi- 
nadas com a lei de Ohm. Podemos usar essa abordagem para todos os circuitos, mas, à medida que suas estruturas 
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ganham complexidade e envolvem mais e mais elementos, esse método fica trabalhoso. Neste capítulo, 
apresentaremos duas técnicas de análise de circuitos que são eficazes no exame de estruturas de circuito 
complexas: o método das tensões de nó e o método das correntes de malha. Essas técnicas fornecem dois 
métodos sistemáticos para descrever circuitos com o mínimo de equações simultâneas. 

Além desses dois métodos analíticos gerais, neste capítulo também discutimos outras técnicas de sim- 
plificação de circuitos. Já demonstramos como usar reduções série-paralelo e transformações A-Y para 
simplificar a estrutura de um circuito. Agora, adicionamos transformações de fontes e circuitos equivalentes 
de Thévenin e Norton a esse fim. 

Também analisamos dois outros tópicos importantes na análise de circuitos. Um deles é a máxima 
transferência de potência, que leva em consideração as condições necessárias para assegurar que seja 
maximizada a potência fornecida por uma fonte a uma carga resistiva. Circuitos equivalentes de Thévenin são 
usados para estabelecer as condições de máxima transferência de potência. O tópico final deste capítulo, a 
superposição, examina a análise de circuitos com mais de uma fonte independente. 


Perspectiva prática 


Circuitos com resistores reais 


No capítulo anterior, começamos a investigar o efeito da imprecisão dos valores de resistores sobre o desempenho de um 
circuito; especificamente, sobre o desempenho de um divisor de tensão. Resistores são fabricados somente para uma pequena 
quantidade de valores discretos, e qualquer resistor de um lote apresentará variação em relação a seu valor nominal, dentro 
de certo nível de tolerância. Aqueles com tolerâncias menores, digamos 1%, são mais caros do que os de tolerâncias maiores, 
digamos 10%. Portanto, em um circuito que usa muitos resistores, é importante entender qual valor de resistor causa o maior 
impacto sobre o desempenho esperado do circuito. Em outras palavras, interessa-nos prever o efeito da variação do valor de 
cada resistor sobre a saída do circuito. Se soubermos que um determinado resistor deve ter um valor muito próximo de seu valor 
nominal para o circuito funcionar corretamente, poderemos tomar a decisão de gastar uma quantia a mais para obter maior 
precisão para o valor desse resistor. 

O estudo do efeito do valor de um componente de circuito sobre a saída do circuito é conhecido como análise de sen- 
sibilidade. Assim que forem apresentadas outras técnicas de análise de circuitos, esse tópico da análise de sensibilidade 
será examinado. 


Multiplicador 


Segundo dígito Tolerância 
Primeiro dígito ade 
e 


Ocean/Corbis 
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Figura 4.1 (a) Circuito planar. (o) O mesmo circuito 4,1 Terminologia 


redesenhado para mostrar que ele é planar. 


R, R, Para discutir métodos mais complexos de análise de cir- 
cuitos, precisamos definir alguns termos básicos. Até aqui, 
apresentamos somente circuitos planares — isto é, aqueles 
que podem ser desenhados sobre um plano, sem cruzamento 
de ramos. Um circuito desenhado com ramos que se cruzam 
poderá ser considerado planar, se for possível redesenhá-lo 
sem ramos entrecruzados. Por exemplo, o circuito mostrado 
na Figura 4.1(a) pode ser redesenhado como o da Figura 
4.1(b); os circuitos são equivalentes porque todas as ligações 
de nós foram mantidas. Portanto, o circuito da Figura 4.1(a) 
é planar porque pode ser desenhado como tal. A Figura 4.2 
mostra um circuito não planar — ele não pode ser redese- 
nhado de modo que todas as ligações de nós sejam mantidas 
e nenhum ramo se sobreponha a outro. O método das ten- 
sões de nó é aplicável tanto a circuitos planares quanto aos 
não planares, ao passo que o método das correntes de malha 
está limitado a circuitos planares. 


Figura 4.2 Circuito não planar. 


Descrição de um circuito — o vocabulário 


Na Seção 1.5, definimos um elemento básico ideal de cir- 
cuito. Quando elementos básicos de circuito são interligados 
para formar um circuito, a interligação resultante é descrita 
em termos de nós, caminhos, ramos, laços e malhas. Na Seção 
2.4, definimos nó e caminho fechado, ou laço. Aqui, reformu- 
lamos essas definições para, então, definirmos os termos caminho, ramo e malha. Para sua con- 
veniência, todas essas definições são apresentadas na Tabela 4.1, que também inclui exemplos 
de cada definição, retirados do circuito da Figura 4.3 e desenvolvidos no Exemplo 4.1. 


Tabela 4.1 Termos para descrever circuitos. 


Nome Definição Exemplo da Figura 4.3 
Nó Um ponto onde dois ou mais elementos de a 


circuito se juntam 


Nó essencial Um nó onde três ou mais elementos de circuito b 
se juntam 

Caminho Uma trilha por sobre elementos básicos sem UR =R=R. 
passar mais de uma vez pelos elementos incluídos 

Ramo Um caminho que liga dois nós KR, 

Ramo essencial Um caminho que liga dois nós essenciais sem UR, 


passar por um nó essencial 


Laço Um caminho cujos nós inicial e final coincidem U=n-R-R=-R, 


Malha Um laço que não engloba nenhum outro laço v,—R;—-R;—R;—R, 


v, 


Circuito planar Um circuito que pode ser desenhado sobre um | A Figura 4.3 mostra um circuito planar. 


plano sem nenhuma interseção de ramos A Figura 4.2 mostra um circuito não planar. 
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EXEMPLO 4.1 Identificação de nó, ramo, malha e laço em um circuito. 


No circuito da Figura 4.3, identifique Figura 4.3 Circuito que ilustra nós, ramos, malhas, 


; caminhos e laços. 
a) todos os nós. 9 


R 
b) todos os nós essenciais. ae AN E . 
c) todos os ramos. 
sa vi (O $Rs 
d) todos os ramos essenciais. 
R, d Rs 

e) todas as malhas. co—MM—e—M—+ e $ Rj I 
£) dois caminhos que não são laços nem ramos essenciais. v (O $ Re 
g) dois laços que não são malhas. Ra 

= º AM + + 
Solução f g 


a) Osnóssão a,b,c,d,e,fe g. 
b) Os nós essenciais são b,c,e e g. 


c) Osramossão v,,vV,,R,,R,,R,Ryp Rs Ro Rel 


d) Os ramos essenciais são v, —R,R,—Ry V;— Rp Rs Ro Re 1. 


e) As malhas são VR RR; R40v— RR; RG; R6R; R—-RoeR,—1. 


f) R,— R$— R, é um caminho, mas não um laço (porque o nó inicial e o nó final não são os mesmos) 
nem um ramo essencial (porque não liga dois nós essenciais). v, — R, também é um caminho, mas 
não um laço nem um ramo essencial, pelas mesmas razões. 


g) v—R,— R$— R,— R,— v, é um laço, mas não uma malha, porque há dois laços em seu interior. 
I— R$— R, também é um laço, mas não uma malha. 


NOTA: avalie o que entendeu desse material tentando resolver os problemas 4.1 e 4.5, apresentados no final deste capítulo. 


Equações simultâneas — quantas? 


O número de correntes desconhecidas em um circuito é igual ao número de ramos, b, 
em que a corrente não é conhecida. Por exemplo, o circuito mostrado na Figura 4.3 tem nove 
ramos em que a corrente é desconhecida. Lembre-se de que devemos ter b equações indepen- 
dentes para resolver um circuito com b correntes desconhecidas. Se usarmos n para represen- 
tar o número de nós no circuito, podemos deduzir n — 1 equações independentes aplicando a 
lei das correntes de Kirchhoff a qualquer conjunto de n — 1 nós. (A aplicação da lei das cor- 
rentes ao n-ésimo nó não gera uma equação independente porque essa equação pode ser deri- 
vada das n — 1 equações anteriores. Veja o Problema 4.5.) Como precisamos de b equações 
para descrever determinado circuito e como podemos obter n — 1 dessas equações pela lei das 
correntes de Kirchhoff, devemos aplicar a lei das tensões de Kirchhoff aos laços ou malhas 
para obter as b — (n — 1) equações restantes. 

Assim, contando nós, malhas e ramos em que a corrente é desconhecida, estabelecemos 
um método sistemático de escrever o número necessário de equações para resolver um cir- 
cuito. Especificamente, aplicamos a lei das correntes de Kirchhoff a n — 1 nós e a lei das ten- 
sões de Kirchhoff a b — (n — 1) laços (ou malhas). Essas observações também se aplicam a nós 
e ramos essenciais. Assim, se usarmos n, para representar o número de nós essenciais e b, para 
o número de ramos essenciais em que a corrente é desconhecida, podemos aplicar a lei das 
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correntes de Kirchhoff a n, — 1 nós e a lei das tensões de Kirchhoff ao longo de b, — (n,— 1) 
laços ou malhas. Em circuitos, o número de nós essenciais é menor ou igual ao número de nós, 
e o número de ramos essenciais é menor ou igual ao número de ramos. Por isso, muitas vezes 
é conveniente usar nós essenciais e ramos essenciais ao analisar um circuito, porque eles pro- 
duzem um número menor de equações independentes. 

Um circuito pode consistir em partes desconectadas. Um exemplo de tal circuito é exa- 
minado no Problema 4.3. Os enunciados referentes ao número de equações que podem ser 
derivadas da lei das correntes de Kirchhoff, n — 1,e da lei das tensões de Kirchhoff, b — (n — 1), 
aplicam-se a circuitos conectados. Se um circuito tiver n nós e b ramos e for composto de s 
partes, a lei das correntes poderá ser aplicada n — s vezes, e a lei das tensões, b — n+s vezes. 
Quaisquer duas partes separadas podem ser conectadas por um único condutor. Essa conexão 
sempre resulta na formação de um nó a partir de dois nós. Além do mais, não existe nenhuma 

corrente nesse condutor único. Assim, qualquer circuito com- 


Figura 4.4 Circuito mostrado na Figura 4.3 com seis posto de s partes desconectadas sempre pode ser reduzido a 


correntes de ramos desconhecidas. um circuito conectado. 
Ri ias 
a AM : . A abordagem sistemática — um exemplo 
— 
i ; : eo 
, e, 1 3 = Agora, exemplificamos essa abordagem sistemática 
1 2 5 ED da : 
E p usando o circuito mostrado na Figura 4.4. Escreveremos as 
E AA d req ps | $ Rj O I equações com base em nós e ramos essenciais. O circuito tem 
Es quatro nós essenciais e seis ramos essenciais, denotados i, — iç, 
v O) i Rs em que a corrente é desconhecida. 
Ry Deduzimos três das seis equações simultâneas necessá- 
f esta z hi rias aplicando a lei das correntes de Kirchhoff a quaisquer três 


dos quatro nós essenciais. Usamos os nós b, c e e para obter 


+Hi—=0. (4.1) 


Deduzimos as três equações restantes aplicando a lei das tensões de Kirchhoff ao longo 
de três malhas. Como o circuito possui quatro malhas, precisamos desprezar uma delas. Esco- 
lhemos R, — I, porque não conhecemos a tensão em 1.! 


Usando as outras três malhas, obtemos 
RATFRETIRTR)-0,-0, 
RT RITA TER, USO, 
LRF RR EM, (4.2) 
Rearranjando as equações 4.1 e 4.2 para facilitar sua resolução, obtemos o conjunto 
= +00 Ui. 


1 +0,—i,+0,—i;+0,=0, 


1 Falaremos mais sobre essa decisão na Seção 4.7, 


Oi —+i;+i,+0i,+0,=0, 


Ri, + Ri +(R,+ Rji, + 0i, + Oi, + 0i,= 0, 


Oi, +0i,— (R, + Rji, + Rj, + Ras + Oi, = 0, 


Oi, — Rj, + 0i,— Rji, + Oi, + Riç= 0. 
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(43) 


Observe que somando a corrente no n-ésimo nó (g neste exemplo) temos 


i— 4 —iç+HI=o. 


(4.4) 


A Equação 4.4 não é independente porque podemos deduzi-la somando as equações 
4.1 e, então, multiplicando a soma por —1. Assim, a Equação 4.4 é uma combinação linear das 
equações 4.1 e, portanto, não é independente delas. Agora, podemos avançar mais um passo 
no procedimento. Introduzindo novas variáveis, podemos descrever um circuito com apenas 
n— 1 equações ou apenas b — (n — 1) equações. Portanto, essas novas variáveis permitem che- 
gar a uma solução com a manipulação de um número menor de equações, uma meta desejável 


mesmo que um computador seja usado para obter uma solução numérica. 


As novas variáveis são conhecidas como tensões de nó e correntes de malha. O método 


das tensões de nó habilita-nos a descrever um circuito em termos de n, — 1 equações; o 


método das correntes de malha habilita-nos a descrever um circuito em termos de b,—(n,—1) 


equações. Começaremos na Seção 4.2 com o método das tensões de nó. 


NOTA: avalie o que entendeu desse material tentando resolver os problemas 4.2 e 4.3, apresentados no final deste capítulo. 


4.2 Introdução ao método das tensões de nó 


Apresentaremos o método das tensões de nó usando 
os nós essenciais do circuito. A primeira etapa é desenhar 
um diagrama do circuito de modo a não haver interseção de 
ramos e a marcar claramente, nesse diagrama, os nós essen- 
ciais do circuito, como na Figura 4.5. Esse circuito tem três 
nós essenciais (n, = 3); portanto, precisamos de duas (n, — 1) 
equações de tensões de nó para descrever o circuito. A etapa 
seguinte é selecionar um dos três nós essenciais como o de 
referência. Embora possa parecer arbitrária, a escolha do nó 
de referência é, na prática, com frequência óbvia. Por exem- 
plo, o nó com o maior número de ramos costuma ser uma boa 
escolha. A escolha ideal do nó de referência (se existir algum) 
ficará evidente depois que você adquirir alguma experiência 
na utilização desse método. No circuito mostrado na Figura 
4.5, o nó inferior conecta a maioria dos ramos, por isso foi 
selecionado como o de referência. Sinalizamos o nó de refe- 
rência escolhido com o símbolo Y, como na Figura 4.6. 


Figura 4.5 Circuito usado para ilustrar o método das 
tensões de nó para análise de circuitos. 


10 20 
NAAS AMA 


vov(O) 50 100 (Da 


Figura 4.6 Circuito mostrado na Figura 4.5 com um nó de 
referência e as tensões de nó. 


10 1 20 2 
MA EM 


vov(D) 50Zuv vw 100 (za 


Após selecionarmos o nó de referência, definimos as tensões de nó no diagrama do cir- 
cuito. A tensão de nó é definida como a elevação de tensão entre o nó de referência e outro nó, 
que não o de referência. Para esse circuito, devemos definir duas tensões de nó, que são deno- 


tadas v, e v, na Figura 4.6. 
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Agora estamos prontos para gerar as equações de tensão de nó. 
Figura 4.7 Cálculo da corrente de ramo í Fazemos isso expressando, em primeiro lugar, a corrente que sai de cada 


i ramo conectado a um nó que não é o de referência como uma função 


= 


10 das tensões de nó e, então, igualando a soma dessas correntes a zero, de 

= GR de acordo com a lei das correntes de Kirchhoff. Para o circuito da Figura 4.6, 

10V E) " a corrente que sai do nó 1 e passa pelo resistor de 1 O é a queda de tensão 
no resistor dividida pela resistência (lei de Ohm). A queda de tensão no 

= resistor, na direção da corrente que sai do nó, é v, — 10. Portanto, a cor- 

y rente no resistor de 1 O é (v, — 10)/1. A Figura 4.7 retrata essas observa- 


ções. Ela mostra o ramo 10 V—1 Q, com as tensões e corrente adequadas. 

Esse mesmo raciocínio possibilita o cálculo da corrente em todo ramo em que ela é desco- 

nhecida. Assim, a corrente que sai do nó 1 e passa pelo resistor de 5 Q é v,/5, e a corrente que 

sai do nó 1 e passa pelo resistor de 2 O é (v, — v,)/2. A soma das três correntes que saem do nó 
1 deve ser igual a zero; portanto, a equação de tensão de nó deduzida para o nó 1 é 


vi — 10 vi O 
+ =0. 4.5 
1 5 2 5) 
A equação de tensão de nó deduzida para o nó 2 é 
VT Vi, 2 
+ —-2=0. 4.6 
2 10 ça] 


Observe que o primeiro termo da Equação 4.6 é a corrente que sai do nó 2 passando pelo 
resistor de 2 O, o segundo termo é a corrente que sai do nó 2 passando pelo resistor de 10 O e 
o terceiro termo é a corrente que sai do nó 2 passando pela fonte de corrente. 

As equações 4.5 e 4.6 são as duas equações simultâneas que descrevem o circuito mos- 
trado na Figura 4.6 em termos das tensões de nó v, e v,. Resolvendo para v, e v,, temos 


“eq 
120 
= SD vo 
ET! 


Uma vez conhecidas as tensões de nó, todas as correntes de ramo podem ser calcula- 
das. Com essas correntes conhecidas, as tensões e potências de ramo podem ser calculadas. O 
Exemplo 4.2 ilustra a utilização do método das tensões de nó. 


EXEMPLO 4.2 Utilização do método das tensões de nó. Figura 4.8 Circuito para o Exemplo 4.2. 
50 
a) Use o método das tensões de nó para determinar as AM 


—>» 
correntes de ramo io lp ei no circuito mostrado na ia 
b) Determine a potência associada a cada fonte e 


verifique se a fonte está fornecendo ou absorvendo 
potência. 


Solução 


a) Começamos observando que o circuito tem dois nós essenciais e, por isso, precisamos escrever uma 
única expressão de tensão de nó. Selecionamos o nó inferior como o nó de referência e definimos 


a tensão de nó desconhecida como v,. A Figura 4.9 
ilustra essas decisões. Somando as correntes que 
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Figura 4.9 Circuito mostrado na Figura 4.8, com um nó de 
referência e a tensão de nó desconhecida v,. 


saem do nó 1, geramos a equação de tensão de nó a 1 
vi — 50 E vi vi 2=0 + 
5 10 40 , sov(O) v$100 40 0 OF 
Resolvendo para v,, obtemos = 
v,=40V. 
Logo, 
50 — 40 
a De 5 2 A, 
40 
=" =4A 
[Ao 10 , 
40 
=" =1A. 
“240 


b) A potência associada à fonte de 50 V é 


Psov = —50i, =—100 W (fornecendo) 


A potência associada à fonte de 3 A é 


Pa 3U,=—3(40) 


—120 W (fornecendo) 


Verificamos esses cálculos observando que a potência total fornecida é 220 W. A potência total 
absorvida pelos três resistores é 4(5) + 16(10) + 1(40), ou 220 W, como calculamos e como deve ser. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender e saber utilizar o método das tensões de nó. 


4.1 a) Para o circuito mostrado, use o método das 


tensões de nó para determinar v,, V, e i,. 
b) Qual é a potência fornecida ao circuito pela 
fonte de 15 A? 
c) Repita (b) para a fonte de 5 A. 


(Dia vg 60 OQ 


+ 


Resposta: (a) 60 V, 10 V,104A; 
(b) 900 W; 
(c) —50 W. 


Use o método das tensões de nó para determi- 
nar v no circuito mostrado. 
Resposta: 15 V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.6, 4.11 e 4.13, apresentados no final deste capítulo. 
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4.3 O método das tensões de nó e as fontes dependentes 


Se o circuito contiver fontes dependentes, as equações das tensões de nó devem ser suple- 
mentadas com as equações de restrição impostas pela presença das fontes dependentes. O 
Exemplo 4.3 ilustra a aplicação do método das tensões de nó a um circuito que contém uma 
fonte dependente. 


EXEMPLO 4.3 Utilização do método das tensões de nó com fontes dependentes. 


Use o método das tensões de nó para determinar a Figura 4.10 Circuito para o Exemplo 4.3. 


potência dissipada no resistor de 5 O do circuito mos- 20 50 20 
trado na Figura 4.10. ida ara its 


' ig 
Solução 20 (O) 20 9 10 9 Ó Sis 


Começamos observando que o circuito tem três nós 
essenciais. Por conseguinte, precisamos de duas equa- 
ções das tensões de nó para descrever o circuito. Qua- Figura 4.11 Circuito mostrado na Figura 4.10, com um nó 
tro ramos terminam no nó inferior, por isso ele foi sele- de referência e as tensões de nó. 
cionado como nó de referência. As duas tensões de nó 20 1 50 2 20 
desconhecidas são definidas no circuito mostrado na 


Figura 4.11. A soma das correntes que saem do nó 1 
gera a equação 


A soma das correntes que saem do nó 2 fornece 


vu va vo — Sig 
++ = 
5 10 2 


0. 


Como está expresso, essas duas equações das tensões de nó contêm três incógnitas: v,, UV, e i,. Para 
eliminar i,, devemos expressar essa corrente de controle em termos das tensões de nó, ou 


Vi — V2 


A substituição dessa relação na equação do nó 2 simplifica as duas equações das tensões de nó para 
0,750; — 0,24, = 10, 
=v,+1,60,=0. 
Resolvendo para v, e v,, obtemos 


v,=16V 


v,=10V. 
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Então, 
16 — 10 
pb =>—D— = 12 A 
[p 5 > E) 
Pso = (1,44)(5) = 7,2 W. 


Um bom exercício para desenvolver sua intuição para a resolução de problemas é reanalisar esse 
exemplo usando o nó 2 como o de referência. Isso facilita ou dificulta a análise? 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender e saber utilizar o método das tensões de nó. 


4.3 a) Use o método das tensões de nó para determinar a 
potência associada a cada fonte no circuito mostrado. 
b) Verifique se a fonte está fornecendo potência ao 
circuito ou absorvendo potência dele. 
Resposta: (a) psoy = 150 W, ps, =—144 W, 
ip MO NNE 
(b) todas as fontes estão fornecendo potência ao circuito. 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.18 e 4.19, apresentados no final deste capítulo. 


4.4 O método das tensões de nó: alguns casos especiais 


Quando uma fonte de tensão é o único elemento entre 


aa no 7; s Se a A nRR a Figura 4.12. Circuito com uma tensão de nó conhecida. 
dois nós essenciais, o método das tensões de nó é simplificado. 9 


Como exemplo, examine o circuito da Figura 4.12. Há três nós 1 Era 2 

essenciais nesse circuito, o que significa que são necessárias + + 

duas equações simultâneas. Dentre esses três nós essenciais, 100 v(O) HD más (1) SA 
foi escolhido um nó de referência e foram rotulados outros 

dois. Mas a fonte de 100 V restringe a tensão entreo nó l e o 


nó de referência a 100 V. Isso significa que há somente uma 

tensão de nó desconhecida (v,). Portanto, a solução desse cir- 

cuito envolve uma única equação de tensão para o nó 2: 
v>v UV 


2 
—5=0. 4.7 
10 + 50 ER) Ro 


Como v, = 100 V, a Equação 4.7 pode ser resolvida para v,: 


v,=125V. (4.8) 


Conhecendo v,, podemos calcular a corrente em cada ramo. Você deve verificar que a cor- 
rente que entra no nó 1, por meio do ramo que contém a fonte de tensão independente, é 1,5 A. 
De modo geral, quando você usa o método das tensões de nó para resolver circuitos com fon- 
tes de tensão ligadas diretamente entre nós essenciais, o número de tensões de nó desconhecidas 
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Figura 4.13 Circuito com uma fonte de tensão dependente é reduzido. A razão é que, sempre que a fonte de tensão liga 
ligada entre nós. dois nós essenciais, ela impele a diferença entre as tensões de 

ati 10 io nó nesses nós a ser igual à da fonte. Dedique algum tempo 

AM <> para testar se você é capaz de reduzir o número de incógnitas 


ig e, desse modo, simplificar a análise dos circuitos. 
(Dov ua ai no0(1)44 Suponha que o circuito mostrado na Figura 4.13 deva 


ser analisado utilizando-se o método das tensões de nó. O 


circuito contém quatro nós essenciais, de forma que preve- 


. o , mos três equações de tensão de nó. Contudo, dois nós essen- 
Figura 4.14 Circuito mostrado na Figura 4.13, com as 


lerisgss donde selecionadas: ciais estão ligados por uma fonte de tensão independente, 


e dois outros nós essenciais estão ligados por uma fonte de 


150 2 10 ig 3 tensão dependente controlada por corrente. Por conseguinte, 
ade a do <> na verdade, há apenas uma tensão de nó desconhecida. 
(Do Vv,$40 O 50 o 0: $100 0 Dk Escolher qual nó usar como referência envolve várias pos- 
sibilidades. Qualquer dos nós de cada lado da fonte de tensão 
in — — dependente parece atraente porque, se escolhido, saberíamos 


que uma das tensões de nó seria +10, (se o nó da esquerda for 

o nó de referência) ou —10i é (se o nó da direita for o nó de refe- 
rência). O nó inferior parece até melhor porque uma tensão de nó é conhecida de imediato (50 V) 
e cinco ramos terminam ali. Portanto, optamos pelo nó inferior como o de referência. 

A Figura 4.14 mostra o circuito redesenhado, com o nó de referência assinalado e as ten- 
sões de nó definidas. Além disso, introduzimos a corrente i porque não podemos expressar a 
corrente no ramo da fonte de tensão dependente como uma função das tensões de nó v, e v,. 
Assim, no nó 2 


VM vZ ; 
|—r+S+i=0 
5 50 + : (4.9) 
e no nó 3 
V3 : 
A) 4.10 
100 RR 
Eliminamos i simplesmente somando as equações 4.9 e 4.10 para obter 
vy— uv (0h) va 
| 4=0. à 
5 50 100 to 
Figura 4.15 Nós 2 e 3 englobados por um supernó. O conceito de supernó 
1/50 a REpee = A Equação 4.11 pode ser escrita diretamente, sem 
O recorrer à etapa intermediária representada pelas equações 


bi hp kã 4.9 e 4.10. Para isso, considere os nós 2 e 3 como um único 
50V 0,$400 1,550 0 v, $ 100 0 4A ao y 
q E nó e simplesmente some as correntes que saem do nó em 


termos das tensões de nó v, e v,. A Figura 4.15 ilustra essa 


abordagem. 

Quando uma fonte de tensão está entre dois nós essen- 
ciais, podemos combiná-los para formar um supernó. É óbvio que a lei das correntes de Kir- 
chhoff deve ser válida para o supernó. Na Figura 4.15, começando com o ramo de 5 Q.e percor- 
rendo o supernó no sentido anti-horário, geramos a equação 
Va 


v2 — Vi vz 3 
k k 4=0 : 
5 50 100 ú (4.12) 
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que é idêntica à Equação 4.11. A criação de um supernó nos nós 2 e 3 facilitou a análise desse 
circuito. Portanto, sempre vale a pena dedicar algum tempo à procura desse tipo de atalho 
antes de escrever quaisquer equações. 

Depois de a Equação 4.12 ter sido deduzida, a etapa seguinte é reduzir a expressão a uma 
única tensão de nó desconhecida. Em primeiro lugar, eliminamos v, da equação porque sabe- 
mos que v, = 50 V. Em seguida, expressamos v, em função de v,: 


v;=V, + 10i,. (4.13) 


Agora, expressamos a corrente de controle da fonte de tensão dependente em função das 
tensões de nó: 
y vo — 50 
g=50 (4.14) 


Usar as equações 4.13 e 4.14e v, = 50 V reduz a Equação 4.12 a 


so . + — +55) =10+4+1, 
v(0,25) = 15, 
vo = 60V. 
Pelas equações 4.13 e 4.14: 
= 222 24, 


v5 = 60 +20 = 80 V. 


Análise do circuito amplificador pelo método das tensões de nó 


Usaremos agora o método das tensões de nó para ana- 


lisar o circuito que apresentamos pela primeira vez na Seção Figura 4.16 Circuito amplificador de transistor mostrado 
2.5, mostrado novamente na Figura 4.16. na Figura 2,24. 
Quando usamos o método da análise de correntes de a 
e 


ramo na Seção 2.5, enfrentamos a tarefa de escrever e resolver 
seis equações simultâneas. Aqui, mostraremos como a análise 


nodal pode simplificar nosso trabalho. É Rc 
O circuito tem quatro nós essenciais: os nós a e d são liga- $ R 
dos por uma fonte de tensão independente, assim como os nós () pi 
be c. Portanto, o problema reduz-se a determinar uma única R (Dec 
tensão de nó desconhecida, porque (n, — 1) — 2 = 1, Usando Vo 


d como nó de referência, combinamos os nós b e c em um d+ + 


supernó e identificamos a queda de tensão em R, como v, e —.. 
a queda de tensão em R, como v., conforme mostra a Figura $R li $ Re 
4.17 Então, 
e 
vo, UV Vec, Ve ; d 
+ + ig — 0. 
R Rj Rk Bis (4.15) 


Agora, eliminamos v, e ip da Equação 4.15, observando que 
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Figura 4.17 Circuito mostrado na Figura 4.16, com as v.=(ip+ Big)Rp (4.16) 
tensões e o supernó identificados. 
ã n=U Vo (4.17) 


Substituindo as equações 4.16 e 4.17 na Equação 4.15, temos 


1 1 1 Vcc Vo 
= (418 
v RR arpRe) OR ar pr É 


Resolvendo a Equação 4.18 para v,, obtemos 


p= VecRod + B)Rg + VoRiRo 
Po RR, +(1+ B)Re(Ri + Ro): 


(4.19) 


Usando o método das tensões de nó para analisar esse 
circuito, reduzimos o problema de manipular seis equações 
simultâneas (veja o Problema 2.27) para o de manipular três 
equações simultâneas. Você deve verificar que, quando a Equa- 
ção 4.19 é combinada com as equações 4.16 e 4.17, a solução 
para ip é idêntica à da Equação 2.25. (Veja o Problema 4.30.) 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender e saber utilizar o método das tensões de nó. 


4.4 Use o método das tensões de nó para determinar v, no circuito mostrado. 


30 OQ 


Resposta: 24 V. 


4.5 Use o método das tensões de nó para determinar v no circuito mostrado. 


ls 
250 10 
Am o AM 
18a()) ie 150 v$100250 pv(O) 


Resposta: 8 V. 


4.6 Use o método das tensões de nó para determinar v, no circuito mostrado. 
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20 30 
AMA, —— — MN ——S 

Sr E 

7 
60 V v$240 30$ 


Resposta: 48 V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.22, 4.23 e 4.26, apresentados no final deste capítulo. 


4.5 Introdução ao método das correntes de malha 


Como dissemos na Seção 4.1, o método das correntes de Figura 4.18 Circuito mostrado na Figura 4.1 (b), com as 
malha para análise de circuitos habilita-nos a descrever um correntes de malha definidas. 


circuito em termos de b, — (n, — 1) equações. Lembre-se de 
que uma malha é um laço em cujo interior não há nenhum 
outro laço. O circuito da Figura 4.1(b) é mostrado novamente 
na Figura 4.18 com setas que representam e distinguem as cor- 
rentes no interior de cada laço. Lembre-se também de que o 
método das correntes de malha só é aplicável a circuitos pla- 
nares. O circuito da Figura 4.18 contém sete ramos essenciais 


em que a corrente é desconhecida e quatro nós essenciais. Portanto, para resolvê-lo por meio 
do método das correntes de malha, devemos escrever quatro [7 — (4— 1)] equações de corren- 
tes de malha. 

Uma corrente de malha é a corrente que existe somente no perímetro de uma malha. Em 
um diagrama do circuito, ela é representada por uma linha contínua ou quase contínua que 
percorre o perímetro da malha. Uma ponta de seta na linha contínua indica a direção de refe- 
rência para a corrente de malha. A Figura 4.18 mostra as quatro correntes de malha que des- 
crevem o circuito da Figura 4.1(b). Observe que, por definição, correntes de malha satisfazem 
automaticamente a lei das correntes de Kirchhoff. Isto é, em qualquer nó do circuito, uma dada 
corrente de malha tanto entra quanto sai do nó. 

A Figura 4.18 também mostra que nem sempre é possível identificar uma corrente de 
malha em termos de uma corrente de ramo. Por exemplo, a corrente de malha i, não é igual 
a nenhuma corrente de ramo, ao passo que as correntes de malha i,, i, e i, podem ser identi- 
ficadas com correntes de ramo. Assim, medir uma corrente de 


malha nem sempre é possível; observe que não há onde inse- Figura 4.19 Circuito usado para ilustrar 0 
rir um amperímetro para medir a corrente de malha i,. O fato desenvolvimento do método das correntes 
de uma corrente de malha poder ser uma quantidade fictícia de malha para análise de circuitos. 
não significa que ela seja um conceito inútil. Ao contrário, o R, R, 
método das correntes de malha para análise de circuitos evolui dido 
muito naturalmente a partir das equações de corrente de ramo. á b 
o , v i3 | R; D) 
Podemos usar o circuito da Figura 4.19 para mostrar a evo- Ê 
lução da técnica das correntes de malha. Começamos usando as 
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correntes de ramo (i,, i, e i,) para formular o conjunto de equações independentes. Para esse 
circuito, b, = 3 e n, = 2. Podemos escrever somente uma equação de corrente independente, 
portanto precisamos de duas equações independentes de tensões. Aplicar a lei das correntes 
de Kirchhoff ao nó superior e a lei das tensões de Kirchhoff ao longo das duas malhas gera o 
seguinte conjunto de equações: 


h=b+Hi, (4.20) 
vi=ijR+HiR, (4.21) 
—y,=bR,—i;R, (4.22) 


Reduzimos esse conjunto de três equações a um conjunto de duas equações resolvendo a 


Equação 4.20 para i, e, então, substituindo essa expressão nas equações 4.21 e 4.22: 
“= RR) -R (4.23) 


3 


v,=—R,Hi(R,+ Rj). (4.24) 


Podemos resolver as equações 4.23 e 4.24 para i, e i, a fim de substituir a solução de três 
equações simultâneas pela solução de duas equações simultâneas. Deduzimos as equações 
4.23 e 4.24 substituindo as n, — 1 equações de corrente nas b, — (n, — 1) equações de tensão. 
O valor do método das correntes de malha é que, definindo correntes de malha, eliminamos 
automaticamente n, — 1 equações de corrente. Assim, o método das correntes de malha é 
equivalente a uma substituição sistemática das n, — 1 equações de corrente nas b, — (n, — 1) 
equações de tensão. As correntes de malha da Figura 4.19, que são equivalentes a eliminar a 
corrente de ramo i, das equações 4.21 e 4.22, são mostradas na Figura 4.20. Aplicamos, agora, a 
lei das tensões de Kirchhoff ao longo das duas malhas, expressando todas as tensões nos resis- 
tores em termos das correntes de malha, a fim de obter as equações 


“=LR TO i)R, (4.25) 
== (—)RstiRo» (4.26) 

Pondo em evidência os coeficientes de i, e i, nas equações 4.25 e 4.26, temos 
=AR FR) AR (4.27) 


3 


—u,=—LR+iMR,+ Ro). (4.28) 


Observe que as equações 4.27 e 4.28 e as equações 4.23 e 4.24 são idênticas na forma, com 
as correntes de malha i e i, no lugar das correntes de ramo i, e i,. Observe também que as 
correntes de ramo mostradas na Figura 4.19 podem ser expressas em termos das correntes de 
malha mostradas na Figura 4.20, ou 


Figura 4.20 Correntes de malha í e i,. =, (4.29) 


R; 


R, i 


o >= ip (4.30) 


AMA 
L=i—ip 431 
“(O Ci) Bu A dy (4.31) 


A capacidade de escrever as equações 4.29 a 4.31 por inspe- 


ção é crucial para o método das correntes de malha. Uma vez que 
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conhecemos as correntes de malha, também conhecemos as correntes de ramo. E, uma vez 
conhecidas as correntes de ramo, podemos calcular quaisquer tensões ou potências de interesse. 


O Exemplo 4.4 ilustra como o método das correntes de malha é usado para determinar as 


potências das fontes e a tensão de ramo. 


EXEMPLO 4.4 Utilização do método das correntes de malha. 


a) Use o método das correntes de malha para determinar 
a potência associada a cada fonte de tensão no circuito 
mostrado na Figura 4.21. 


b) Calcule a tensão v, no resistor de 8 O). 
Solução 


a) Para calcular a potência associada a cada fonte, preci- 
samos saber qual é a corrente em cada fonte. O circuito 
indica que essas correntes de fonte serão idênticas às 
correntes de malha. Além disso, observe que o circuito 
tem sete ramos, em que a corrente é desconhecida, e 
cinco nós. Portanto, precisamos de três [b — (n — 1) 
=7 — (5 — 1)] equações de correntes de malha para 
descrever o circuito. A Figura 4.22 mostra as três cor- 
rentes de malha usadas para descrever o circuito da 
Figura 4.21. Se admitirmos que as quedas de tensão 
serão positivas, as três equações de malha são 


Figura 4.21 Circuito para o Exemplo 4.4. 


20 60 


40 


AIN —€—— AM 


MA 


60 (ED) v 


Figura 4.22 As três correntes de malha usadas para 
analisar o circuito mostrado na Figura 4.21. 


20 60 


40 


AN — O—MY 


nv) 88 = SOMA (Dow 
Dio jo 


e—N 


—40+2i, +8(i —i)=0, 


S(i,—i)+ 6, + 6(i, 


1)=0, 


6(i.— ij) +4i,+20=0. 


(4.32) 


É provável que sua calculadora possa resolver essas equações, ou pode-se usar algum recurso de 
computador. O método de Cramer é uma ferramenta útil para resolver três ou mais equações 
simultâneas à mão. Você pode revisar essa importante ferramenta no Apêndice A. Reorganizando 
as equações 4.32 antes de utilizar uma calculadora, um programa de computador ou o método de 


Cramer, temos 


10i, — 8i, + 0i, = 40; 


—8i, + 20i, — 61,=0 


Oi, — 6i, + 107, =—20. 


As três correntes de malha são 


a 


ED, 


=564A, 


i.=-0,80A. 


(4.33) 


Circuitos elétricos 
A corrente de malha i é idêntica à corrente de ramo na fonte de 40 V, de forma que a potência 
associada a essa fonte é 


Pav = —40i,=—224W. 


O sinal negativo indica que essa fonte está fornecendo potência à rede. A corrente na fonte de 20 
V é idêntica à corrente de malha i.: portanto, 


Paov = 201, =—16 W. 
A fonte de 20 V também está fornecendo potência à rede. 
b) A corrente de ramo no resistor de 8 ), na direção da queda de tensão v,, é i — i,. Portanto, 


v=8(i,—1)=8(36)=28,8V. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Compreender e saber utilizar o método das correntes de malha. 


4.7 Use o método das correntes de malha para determinar 
(a) a potência fornecida pela fonte de 80 V ao circuito 
mostrado e (b) a potência dissipada no resistor de 8 O. 
Resposta: (a) 400 W; 


(b) 50 W. 80V a 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.32 e 4.36, apresentados no 
final deste capítulo. 


4.6 O método das correntes de malha e as fontes dependentes 


Se o circuito contiver fontes dependentes, as equações de correntes de malha deverão ser 
suplementadas pelas equações de restrição adequadas. O Exemplo 4.5 ilustra a aplicação do 
método das correntes de malha quando o circuito inclui uma fonte dependente. 


EXEMPLO 4.5 Utilização do método das correntes de malha com 


fontes dependentes. Figura 4.23 Circuito para o Exemplo 4.5. 
10 
Use o método das correntes de malha para determinar AMA 
a potência dissipada no resistor de 4 O, no circuito mos- o 40 
trado na Figura 4.23. Ae Edi 
Solução 50 V ig | 20 0 15 ig 


Esse circuito tem seis ramos, em que a corrente é des- 
conhecida, e quatro nós. Portanto, precisamos de três 
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correntes de malha para descrever o circuito. Elas são Figura 4.24 Circuito mostrado na Figura 4.23 com as três 
correntes de malha. 


definidas no circuito mostrado na Figura 4.24. As três 
equações de corrente de malha são 


50=5(i,— )) +20(i,— 1), 


0=5(,—i)+1+4i,— ii), 
50 V 
0=20(i,— 1) +4Mi;—i)+1Sip (434) 


Agora, expressamos a corrente de ramo que controla a 
fonte de tensão dependente em termos das correntes de malha como 


p= i—iy (4.35) 


que é a equação suplementar imposta pela presença da fonte dependente. Substituindo a Equação 
4.35 nas equações 4.34 e colocando em evidência os coeficientes de i,, i, e i; em cada equação, geramos 


50 = 25i, — Si, — 20i,, 
0=-Si, +10; — 4i, 
0=-Si, —4i,+9i, 


Como estamos calculando a potência dissipada no resistor de 4 O, calculamos as correntes de malha 
el; 
L=20A, 
L=28A, 
A corrente no resistor de 4 (), orientada da esquerda para a direita, é i, — i,,ou 2 A. Portanto, a potên- 
cia dissipada é 
Pao (i,— 5) (4) = (2)H4) = 16 W. 


E se você não tivesse sido aconselhado a usar o método das correntes de malha? Teria escolhido o 
método das tensões de nó? Com ele, o problema restringe-se a determinar uma tensão de nó desco- 
nhecida por causa da presença de duas fontes de tensão entre nós essenciais. Mais adiante comenta- 
remos esse tipo de escolha. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Compreender e saber utilizar o método das correntes de malha. 


4.8 a) Determine o número de equações de correntes de malha 


necessárias para resolver o circuito mostrado a seguir. 
b) Use o método das correntes de malha para determinar a po- 
tência que está sendo fornecida à fonte de tensão dependente. 
Resposta: (a) 3; 
(b) —36 W. 


Circuitos elétricos 


4.9 Use o método das correntes de malha para deter- 20 


minar v, no circuito mostrado a seguir. 
Resposta: 16 V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.39 e 4.40, apresentados 
no final deste capítulo. 


Figura 4.25 Circuito que ilustra o método das 4.7 0) método das correntes de malha: 
correntes de malha quando um E 
ramo contém uma fonte de corrente alguns Casos especiais 
independente. 
100 Quando um ramo inclui uma fonte de corrente, o método 
Mr das correntes de malha requer algumas manipulações adicio- 
30 ip 20 nais. O circuito mostrado na Figura 4.25 demonstra a natureza 
MT MN —S do problema. 
E A Definimos as correntes de malha i, i, e i, bem como a 
100 V E SA O 50V tensão na fonte de corrente de 5 A, para auxiliar a discussão. 
60 40 Observe que o circuito contém cinco ramos essenciais, em que 
AMA AMA 


a corrente é desconhecida, e quatro nós essenciais. Por conse- 
guinte, precisamos escrever duas [5 — (4 — 1)] equações de cor- 
rentes de malha para resolver o circuito. A presença da fonte de corrente reduz as três corren- 
tes de malha desconhecidas a duas dessas correntes, porque ela faz com que a diferença entre 
i, e à seja igual a 5 A. Portanto, se conhecemos i, conhecemos i, e vice-versa. 

Contudo, quando tentamos somar as tensões ao longo da malha a ou da malha c, temos 
de introduzir nas equações a tensão desconhecida nos terminais da fonte de corrente de 5 A. 
Assim, para a malha a: 


100=3 —i)+turé, (4.36) 
e para a malha c: 

=S0=44 02): (4.37) 

Agora, somamos as equações 4.36 e 4.37 para eliminar v e obter 
= 0 = Oo (4.38) 

Somando tensões ao longo da malha b, obtemos 

0=3(1, — 1) + 101, + 2(1, — à). (4.39) 
Reduzimos as equações 4.38 e 4.39 a duas equações e duas incógnitas usando a restrição 
mi Mo (4.40) 


Deixamos para você verificar que, quando a Equação 4.40 é combinada com as equações 
4.38 e 4.39, as soluções para as três correntes de malha são 


L= SA SIA CLS ODA 


Capítulo 4 e Técnicas de análise de circuitos 113 


O conceito de supermalha Figura 4.26 Circuito mostrado na Figura 4.25, que ilustra 0 
conceito de uma supermalha. 
Podemos deduzir a Equação 4.38 sem introduzir a tensão 100 
desconhecida v usando o conceito de supermalha. Para criar AMA 
uma supermalha, removemos mentalmente a fonte de cor- 30 “b)oQ 
rente do circuito ao simplesmente evitar esse ramo quando PNM RPE 
escrevemos as equações de corrente de malha. Expressamos À A AN A 
as tensões ao longo da supermalha em termos das correntes A As fi) | (O er 
de malha originais. A Figura 4.26 ilustra o conceito da super- Eno Do 
malha. Quando somamos as tensões ao longo da supermalha 60 40 
(denotada pela linha tracejada), obtemos a equação 
O00+3% -h)TFAL— A) TIDEA+6,—O, (4.41) 
que se reduz a 
= 0 = Oi (4.42) 
Observe que as equações 4.42 e 4.38 são idênticas. Assim, a supermalha eliminou a neces- 
sidade de introduzir a tensão desconhecida nos terminais da fonte de corrente. Mais uma vez, 
dedicar algum tempo para examinar cuidadosamente um circuito e identificar um atalho como 
esse será muito compensador em termos de simplificação da análise. 
Análise do circuito amplificador pelo método das correntes de malha 
Podemos usar o circuito apresentado pela primeira vez na Figura 4.27 Circuito mostrado na Figura 2.24 com as 
Seção 2.5 (Figura 2.24) para ilustrar como o método das corren- correntes de malha 1, 1, € t. 
tes de malha funciona quando um ramo contém uma fonte de e 
corrente dependente. A Figura 4.27 mostra esse circuito, com 
as três correntes de malha identificadas por i,, à, e i,. O circuito SR: 
tem quatro nós essenciais e cinco ramos essenciais, nos quais j 
a corrente é desconhecida. Portanto, sabemos que o circuito ER: To) 
pode ser analisado em termos de duas [5 — (4 — 1)] equações (Ds E di v 
de correntes de malha. Embora tenhamos definido três corren- Vo TS O = 
tes de malha na Figura 4.27, a fonte de corrente dependente a 
impõe uma restrição entre as correntes de malha i e i. por- SE 
tanto temos somente duas correntes de malha desconhecidas. ER ip $RE 
Usando o conceito da supermalha, desenhamos novamente o ip 
circuito como mostrado na Figura 4.28. + 


Agora, somamos as tensões ao longo da supermalha em 
termos das correntes de malha i, i, e i. para obter 


Rir RAL) VD (4.43) 
A equação da malha b é 
Ri+Vo+t Rali i)=0. (4.44) 
A restrição imposta pela fonte de corrente dependente é 


Big=i,—i. (4.45) 


Circuitos elétricos 


Figura 4.28 Circuito mostrado na Figura 4.27, A corrente de ramo que controla a fonte de corrente 
representando a supermalha criada pela dependente, expressa como uma função das correntes de 
presença da fonte de corrente dependente. s 
malha, é 
| in=i,—L. (4.46) 
B b a 
| $ R. 
| É Pelas equações 4.45 e 4.46, 
ER ' | o 
ss ne a = (1+ Bia — Bip (4.47) 
V. eli (O Vcc . Go 
y | Agora, usamos a Equação 4.47 para eliminar i. das equa- 
+) | ções 4.43 e 4.44: 
| 
$R, ip $Rç| [R+01+B)Rali,—-U+BRA= Vo Voo (4.48) 
; | 
bh ls ce e ees nel R . 
(A +BRA+IR+(I+reRad Vo (4.49) 


Você deve verificar que a solução das equações 4.48 e 4.49 para i, e i, resulta em 


ira VoR> — VecR» — Vocdl + B)RE (4.50) 
E RR, + (1 + BRR + R9) | 
CC VR — (1 + B)REVec (4.51) 


PO RR, + (1 + B)RE(Ri + Ro) 
Deixamos para você verificar que, quando as equações 4.50 e 4.51 são usadas para deter- 
minar ip, O resultado é o mesmo dado pela Equação 2.25. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Compreender e saber utilizar o método das cor- 30 80 
rentes de malha. RARA VM 
410 Use o método das correntes de malha para 
determinar a potência dissipada no resistor de 2 30 (O) 20 50 (1) 16 A 
O no circuito mostrado. 
: 60 40 
Resposta: 72 W. AM AM 


411 Use o método das correntes de malha para 
determinar a corrente de malha í, no circuito mostrado. 


10 A 


Resposta: 15 A. 


412 Use o método das correntes de malha para determinar 
potência dissipada no resistor de 1 O no circuito mostrado. 
Resposta: 36 W. 
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a 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.43, 4.47, 4.49 e 4.52, apresentados 
no final deste capítulo. 


20) 
MA 
2A 
Cm 
20 
il 40) 
MAAS 


4.8 Método das tensões de nó versus método das correntes 


de malha 


A maior vantagem de ambos os métodos, das tensões de nó e das correntes de malha, é 
que eles reduzem o número de equações simultâneas a serem manipuladas. Também requerem 
que o analista seja bastante sistemático no que diz respeito a organizar e escrever essas equa- 
ções. Então, é natural perguntar: “Quando o método das tensões de nó é preferível ao método 
das correntes de malha e vice-versa?” Como se pode imaginar, não há uma resposta precisa. 


No entanto, antes de mergulhar no processo de solução, faça algumas perguntas que podem 


ajudar a identificar o método mais eficiente: 


e | Um dos métodos resulta em um número menor de equações simultâneas a resolver? 


e | Ocircuito contém supernós? Em caso afirmativo, usar o método das tensões de nó permi- 


tirá a redução do número de equações a resolver. 


e | O circuito contém supermalhas? Em caso afirmativo, usar o método das correntes de 
malha permitirá a redução do número de equações a resolver. 


e | Resolver uma parte do circuito fornece a solução desejada? Em caso afirmativo, qual é o 
método mais eficiente para resolver apenas a porção pertinente do circuito? 


Talvez a informação mais importante seja a de que, em qualquer situação, o tempo dedi- 
cado para pensar no problema em relação às várias abordagens analíticas disponíveis é um 
tempo bem gasto. Os exemplos 4.6 e 4.7 ilustram o processo de decisão entre o método das 


tensões de nó e o método das correntes de malha. 


EXEMPLO 4.6 Entender o método das tensões de nó versus o método das correntes de malha. 


Determine a potência dissipada no resistor de 300 OQ no 
circuito mostrado na Figura 4.29. 


Solução 

Para determinar a potência dissipada no resistor de 300 O, 
precisamos determinar ou a corrente que passa pelo resistor 
ou a tensão em seus terminais. O método das correntes de 
malha fornece a corrente que passa pelo resistor; essa abor- 
dagem requer resolver cinco equações de malha simultâneas, 


Figura 4.29 Circuito para o Exemplo 4.6. 


In 


300 + 
AMA, 
1500 | 1000 2500 | 5000 
MAN —& AMA AM O—AAN, 
50 ix 
(Drew f209 mn ns v(C) 


Circuitos elétricos 


Figura 4.30 Circuito mostrado na Figura 4.29, com as 
cinco correntes de malha. 


ip 
1000 "22500 


300 0 «2. 


€— NM 


MA —+ 


Figura 4.31 Circuito mostrado na Figura 4.29, com um nó 


de referência. 


3000 <d. 

AMA 
1500 | 100972500 |v>500 0 
NA AM 1 4—N 


| 


(Dry $200 0! 


| 
14000$ 128V 


35 0T 


o 


| 
| 
+ . 
| 


v3 | 


como descrito na Figura 4.30. Ao escrevermos as cinco 
equações, devemos incluir a restrição i, = —ip. 

Antes de prosseguirmos, vamos examinar o circuito no 
que se refere ao método das tensões de nó. Observe 
que, uma vez conhecidas as tensões de nó, podemos cal- 
cular a corrente que passa pelo resistor de 300 O ou 
a tensão em seus terminais. O circuito tem quatro nós 
essenciais e, por conseguinte, somente três equações de 
tensão de nó são necessárias para descrevê-lo. Por causa 
da fonte de tensão dependente entre dois nós essen- 
ciais, temos de somar as correntes somente em dois nós. 
Logo, o problema é reduzido a escrever duas equações 
de tensão de nó e uma equação de restrição. Visto que o 
método das tensões de nó requer apenas três equações 
simultâneas, é a abordagem mais atraente. 

Uma vez tomada a decisão de usar o método das tensões 
de nó, a próxima etapa é selecionar um nó de referência. 
Dois nós essenciais no circuito da Figura 4.29 merecem 
atenção. O primeiro é o nó de referência na Figura 4.31. 
Se esse nó for selecionado, uma das tensões de nó des- 
conhecidas é a tensão no resistor de 300 O, ou seja, v, 
na Figura 4.31. Uma vez conhecida essa tensão, calcula- 
mos a potência no resistor de 300 OQ usando a expressão 


P3000 — v5/ 300. 


Observe que, além de selecionar o nó de referência, definimos as três tensões de nó v,, V, e v, e indi- 


camos que os nós 1 e 3 formam um supernó porque estão conectados por uma fonte de tensão depen- 
dente. Fica entendido que uma tensão de nó é uma elevação em relação ao nó de referência; portanto, 
na Figura 4.31, não inserimos as referências de polaridade das tensões de nó. 


Figura 4.32 Circuito mostrado na Figura 4.29 com um nó 
de referência alternativo. 


3000 <= 


MA 


15000,) 1000“ 2500 | 1,500 0 
AMA AMA 


NAAS 
a 


256 V £200 O 50 in $400 0 Cos V 


MMA 


b 


c 


O segundo nó que merece atenção como um possível nó 
de referência é o nó inferior do circuito, como mostrado 
na Figura 4.32. É um nó atraente, porque a maioria dos 
ramos está conectada a ele e, assim, as equações de ten- 
são de nó ficam mais fáceis de escrever. Entretanto, 
determinar a corrente no resistor de 300 O ou a tensão 
que passa por ele requer um cálculo adicional assim que 
conhecermos as tensões de nó v, e v,. Por exemplo, a 
corrente no resistor de 300 O é (v. — v,)/300, ao passo 
que a tensão em seus terminais é v,— V,. 


Comparamos esses dois possíveis nós de referência 


por meio dos seguintes conjuntos de equações: o primeiro pertence ao circuito mostrado na Figura 


4.31 e o segundo é baseado no circuito mostrado na Figura 4.32. 


e Conjunto 1 (Figura 4.31) 
No supernó, 


va — Va a — (v> tr 128) 


400 500 
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Em v,, 


300 250 400 500 
A equação de restrição do supernó é 


; [o 
vs = vi — 50 = v1 —. 


e Conjunto 2 (Figura 4.32) 
Em v,, 


Em v. 


do q MERAS Ve — Ui 
400 500 250 300 


A equação de restrição do supernó é 


a 50(vc = Va) Ve — Va 
vp = 50iy = 300 = E 


Você deve verificar que a solução de qualquer um dos conjuntos leva ao cálculo de uma potência de 
16,57 W dissipada no resistor de 300 O. 


EXEMPLO 4.7 Comparação entre o método das tensões de nó e o método das correntes de malha. 


Determine a tensão v, no circuito mostrado na Figura 4.33. 


Solução 

À primeira vista, o método das tensões de nó parece Figura 4.33 Circuito para o Exemplo 4.7. 
atraente porque podemos definir a tensão desconhe- 40 250 20 
cida como uma tensão de nó escolhendo o terminal My My My 


a Ri a 


inferior da fonte de corrente dependente como o nó 
de referência. O circuito tem quatro nós essenciais e (Os V Do Oia 0,5 A 0,8 vg 


duas fontes dependentes controladas por tensão, por- — [+ vy — 
4 ” : . MMA MMA AMA 
tanto o método das tensões de nó requer a manipula- 60 150 80 


ção de três equações de tensão de nó e duas equações 

de restrição. 

Agora, analisaremos o método das correntes de malha para determinar v,. O circuito contém três 
malhas, e podemos usar a da extremidade esquerda para calcular v,. Se usarmos i, para denotar a 


Circuitos elétricos 


corrente mais à esquerda, então v, — 193 — 10i,. A presença das duas fontes de corrente reduz o pro- 
blema à manipulação de uma única equação de supermalha e duas equações de restrição. Por conse- 
guinte, nesse caso, o método das correntes de malha é a técnica mais atraente. 


Para ajudar a comparar as duas abordagens, resumimos ambos os métodos. As equações de corrente 
de malha são baseadas no circuito mostrado na Figura 4.34, e as equações de tensão de nó são baseca- 
das no circuito mostrado na Figura 4.35. A equação de supermalha é 


193 = 10i, + 10i, + 10; +0,80,. 

e as equações de restrição são 

ip—4,=04v,=0,8i; 

V,= = e 

“Ra Ra 

Usamos as equações de restrição para escrever a equação de supermalha em termos de i: 
160=80i oui =24A, 
v=183=20=1/2Y, 


As equações de tensão de nó são 


WS aa nã di 
10 PS o A 
Va — Vo Va — (vp Es 0,8vg) 
0,5 4 =0 
2,5 , 10 , 
vb vb + 0,8vg T Va 
> +05 + = 0. 
7,5 : 10 


As equações de restrição são 


va — (vp + 0,806) ã 
10 , 


Vo = Uh VA = 


Usamos as equações de restrição para reduzir as equações de tensão de nó a três equações simultã- 
neas envolvendo v,, v, e V,. Você deve verificar que a abordagem das tensões de nó também resulta 
em v,=173V. 


Figura 4.34 Circuito mostrado na Figura 4.33 com as três correntes de malha. Figura 4.35 Circuito mostrado na Figura 4.33 com 
40 250 20 tensões de nó. 
- 40 250 va 20 
A t + MM AM AM 
dA des 
93 v(D) é vo (104 o) “Oo vg E 
ia iv 0,5 A! il 193 V v5(1 50,4 va 0,5 A 0,8 vg 
pie l + Vo — 
AA AMA MMA = + Vo = 
60 7,5 O 80 AN AM AMA 


69 150 VW 80 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Decidir entre o método das tensões de nó e o método das correntes de malha. 


413 Determine a potência fornecida pela fonte de corrente de 2 A no circuito mostrado. 


Resposta: 70 W. 


4.14 Determine a potência fornecida pela fonte de corrente de 4 A no circuito mostrado. 


Resposta: 40 W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.54 e 4.56, apresentados no final deste capítulo. 


4.9 Transformações de fonte 


Embora os métodos das tensões de nó e das correntes de malha sejam Figura 4.36 Transformações de fonte. 
técnicas poderosas para resolver circuitos, continuamos interessados em R 
métodos que possam ser usados para simplificar circuitos. Reduções série- —AM—4 a 
-paralelo e transformações A-Y já estão em nossa lista de técnicas de sim- 
plificação. Começamos a expandir essa lista com transformações de fonte. (O) 
Uma transformação de fonte, como mostra a Figura 4.36, permite que uma 
fonte de tensão em série com um resistor seja substituída por uma fonte de (a) p 


corrente em paralelo com o mesmo resistor ou vice-versa. A seta de duas 
pontas enfatiza que uma transformação de fonte é bilateral; isto é, podemos | 
começar com qualquer das configurações e deduzir a outra. 

Precisamos determinar a relação entre v, e i, que garanta que as duas a 
configurações da Figura 4.36 sejam equivalentes no que diz respeito aos nós 
a,b. A equivalência é obtida se qualquer resistor R, experimentar o mesmo is R 
fluxo de corrente e, com isso, a mesma queda de tensão, esteja conectado 
entre os nós a,b da Figura 4.36(a) ou da Figura 4.36(b). 

Suponha que R, esteja conectado entre os nós a,b na Figura 4.36(a). 
Usando a lei de Ohm, a corrente em R, é 


(b) 


Vs 


Re 452 
LO R+ARL fi 
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Agora, suponha que o mesmo resistor R, esteja conectado entre os nós a,b na Figura 
4.36(b). Usando a divisão de corrente, a corrente em R, é 
l o 
ip = les 
e RR 


Se os dois circuitos da Figura 4.36 forem equivalentes, a corrente nesses resistores deve 


(4.53) 


ser a mesma. Igualando o lado direito das equações 4.52 e 4.53 e simplificando, 
. Vs 
lg — = 


Quando a Equação 4.54 é satisfeita para os circuitos na Figura 4.36, a corrente em R, é 


(4.54) 


a mesma para ambos os circuitos da figura e para todos os valores de R,. Se a corrente que 
passa por R, for a mesma em ambos os circuitos, então a queda de tensão em R, também será 
a mesma em ambos os circuitos, e eles serão equivalentes em relação aos nós a,b. 

Se a polaridade de v, for invertida, a orientação de i deverá ser invertida para manter a 
equivalência. 

O Exemplo 4.8 ilustra a utilidade de fazer transformações de fonte para simplificar um 
problema de análise de circuitos. 


EXEMPLO 4.8 Utilização de transformações de fonte para resolver um circuito. 


a) Para o circuito mostrado na Figura 4.37 determine a potência associada à fonte de 6 V. 


b) Verifique se a fonte de 6 V está absorvendo ou fornecendo a potência calculada em (a). 


Figura 4.37 Circuito para o Exemplo 4.8. 


40 60 50 
MMA AMA AMA 
ev(O) 30 O 20 O (Dv 
100 
MA 


Solução 


a) Se estudarmos o circuito mostrado na Figura 4.37, sabendo que a potência associada à fonte de 6 V 


é de interesse, várias abordagens nos vêm à mente. O circuito tem quatro nós essenciais e seis ramos 
essenciais, nos quais a corrente é desconhecida. Assim, podemos determinar a corrente no ramo 
que contém a fonte de 6 V resolvendo tanto as três [6 — (4 — 1)] equações de corrente de malha 
quanto as três [4— 1] equações de tensão de nó. Escolher a abordagem das correntes de malha sig- 
nífica calcular a corrente de malha que corresponde à corrente de ramo na fonte de 6 V. Escolher 
a abordagem das tensões de nó significa calcular a tensão nos terminais do resistor de 30 OQ, a par- 
tir da qual a corrente de ramo na fonte de 6 V pode ser calculada. Entretanto, focalizando só uma 
corrente de ramo, podemos primeiro simplificar o circuito usando transformações de fonte. 

Devemos reduzir o circuito de modo que seja preservada a identidade do ramo que contém a fonte 
de 6 V. Não há nenhuma razão para preservar a identidade do ramo que contém a fonte de 40 V. 
Começando com esse ramo, podemos transformar a fonte de 40 V em série com o resistor de 5 O 
em uma fonte de corrente de 8 A em paralelo com um resistor de 5 £), como mostra a Figura 4.38(a). 
Em seguida, podemos substituir a combinação em paralelo dos resistores de 20 O. e 5 O por um 
resistor de 4 OQ. Esse resistor de 4 O está em paralelo com a fonte de 8 A e, portanto, pode ser 
substituído por uma fonte de 32 V em série com um resistor de 4 O, como mostra a Figura 4.38(b). 
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A fonte de 32 V está em série com o resistor de 20 OQ e, por conseguinte, pode ser substituída por 
uma fonte de corrente de 1,6 A em paralelo com 20 (), como mostra a Figura 4.38(c). Os resistores 
de 20 Q e 30 O em paralelo podem ser reduzidos a um único resistor de 12 0. A combinação em 
paralelo da fonte de corrente de 1,6 A com o resistor de 12 O) transforma-se em uma fonte de ten- 
são de 19,2 V em série com 12 O. A Figura 4.38(d) mostra o resultado dessa última transformação. 
A corrente na direção da queda de tensão nos terminais da fonte de 6 V é (19,2 — 6)/16,0u 0,825 A. 
Portanto, a potência associada à fonte de 6 V é 


pe = (0,825)(6) = 4,95 W. 


Figura 4.38 Simplificação, etapa por etapa, do circuito mostrado na Figura 4.37. 


40 6 0 40 69 40 
MA MA MA MA MA 
ev(O) 30 0 20 0, 510) (sa ev(D) 30 O (av 
100 100 
MA MA 
(a) Primeira etapa (b) Segunda etapa 
40 40 120 
AAA AMA NAAS 


ev(O) 30 O 20 O (Disa 6V (Diszv 


(c) Terceira etapa (d) Quarta etapa 


b) A fonte de tensão está absorvendo potência. 


Uma pergunta que surge da utilização da transfor- Figura 4.39 Circuitos equivalentes que contêm uma resistência 


mação de fonte demonstrada na Figura 4.38 é: “O que em paralelo com uma fonte de tensão ou em série 
com uma fonte de corrente. 


acontece se houver uma resistência R, em paralelo com 
a fonte de tensão ou uma resistência R, em série com a 
fonte de corrente?” Em ambos os casos, a resistência não 
exerce nenhum efeito sobre o circuito equivalente que 
prevê o comportamento em relação aos terminais a,b. 


A Figura 4.39 resume essa observação. 

Os dois circuitos retratados na Figura 4.39(a) são 
equivalentes no que diz respeito aos terminais a,b por- 
que produzem a mesma tensão e corrente em qualquer 
resistor R, inserido entre os nós a,b. O mesmo pode ser 
dito para os circuitos na Figura 4.39(b). O Exemplo 4.9 
ilustra a aplicação dos circuitos equivalentes descritos 
na Figura 4.39. 
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EXEMPLO 4.9 Utilização de técnicas especiais de transformação de fonte. 


a) Use a transformação de fonte para determinar a Figura 4.40 Circuito para o Exemplo 4.9. 


tensão v, no circuito mostrado na Figura 4.40. 250 o) 
b) Determine a potência desenvolvida pela fonte de idis = 
tensão de 250 V. 8A 
c) Determine a potência desenvolvida pela fonte de ROUEV ao Vo $100 0 $15 A 
corrente de 8 A. cpa 
Solução Figura 4.41 Versão simplificada do circuito mostrado na 
a) Começamos retirando os resistores de 125 0,€ 10 0 Figura 4.40. 
porque o resistor de 125 O está conectado à fonte de 25 9 


combinamos os resistores ligados em série em uma 
única resistência de 20 O. A Figura 4.41 mostra o 
circuito simplificado. 


tensão de 250 V e o resistor de 10 O está conectado fcis - 
em série com a fonte de corrente de 8 A. Também 250 (O) 8A v,$1000 $20 Q 


Usamos, em seguida, uma transformação de fonte para substituir a fonte de 250 V e o resistor de 25 O 
por uma fonte de 10 A em paralelo com o resistor de 25 0, como mostra a Figura 4.42. Podemos, agora, 
simplificar o circuito mostrado na Figura 4.42 usando a lei das correntes de Kirchhoff para combinar 
as fontes de corrente em paralelo em uma única fonte. Os resistores em paralelo são combinados em 
um único resistor. A Figura 4.43 mostra o resultado. Por conseguinte, v, = 20 V. 


Figura 4.42 Circuito mostrado na Figura 4.41, após uma Figura 4.43 Circuito mostrado na 

transformação de fonte. Figura 4.42, após a 
combinação de fontes 
Se e resistores. 


OM 25 O 8Av,$1000 $200 Es 


= 2a(1) vo$100 


b) A corrente fornecida pela fonte de 250 V é igual à soma da corrente no resistor de 125 Q.e da cor- 
rente no resistor de 25 Q. Assim, 


250 , 25020 


Re dd =112 A. 
's — 125 25 


Portanto, a potência fornecida pela fonte de tensão é 


Posov(fornecida) = (250)(11,2) = 2.800 W. 


c) Para encontrar a potência fornecida pela fonte de corrente de 8 A determinamos, em primeiro 
lugar, a tensão na fonte. Se representarmos a tensão na fonte por v,, positiva no terminal superior, 
obteremos 


vu +8(10)=v,=20 ou v,=—60 V, 


e a potência fornecida pela fonte de 8 A será 480 W. Observe que os resistores de 125 0.e 10 OQ não 
afetam o valor de v,, mas sim os cálculos da potência. 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Entender a transformação de fonte. 


4.15 a) Use uma série de transformações de fonte para 


determinar a tensão v no circuito mostrado. 


b) Qual é a potência fornecida pela fonte de 120 V 


ao circuito? 
Resposta: (a) 48 V; 
(b) 374,4 W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.61 e 4.62, apresentados no final deste capítulo. 


4.10 Equivalentes de Thévenin e Norton 


Na análise de circuitos, às vezes nos interessa o que acontece em um par específico de 
terminais. Por exemplo, quando ligamos uma torradeira a uma tomada, estamos interessados 
principalmente na tensão e na corrente nos terminais do aparelho. Temos pouco ou nenhum 
interesse no efeito que ligar a torradeira causa às tensões ou correntes em outros lugares do 
circuito que alimenta a tomada. Podemos expandir esse interesse acerca do comportamento 
do terminal a um conjunto de eletrodomésticos, cada qual com uma demanda de potência dife- 
rente. Então, estamos interessados em como a tensão e a corrente da tomada variam quando 
trocamos o eletrodoméstico. Em outras palavras, queremos conhecer o comportamento do cir- 
cuito alimentador da tomada, mas em relação aos terminais dela. 

Equivalentes de Thévenin e Norton são técnicas de simplificação de circuitos que se con- 
centram no comportamento de terminais e, por isso, são uma ajuda extremamente valiosa na 
análise. Embora aqui os abordemos em relação a circuitos resistivos, os circuitos equivalentes 
de Thévenin e Norton podem ser usados para representar qualquer circuito composto de ele- 
mentos lineares. 


Podemos descrever melhor um circuito equivalente de Figura 4.44 (a) Circuito geral. (b) Circuito equivalente de 
Thévenin utilizando a Figura 4.44, que representa um circuito Thévenin. 
qualquer composto por fontes (tanto independentes como E 
dependentes) e resistores. As letras a e b denotam o par de ss a ” 
terminais de interesse. A Figura 4.44(b) mostra o equivalente Uma rede resistiva 
de Thévenin. Assim, um circuito equivalente de Thévenin NE Yo) 
é uma fonte de tensão independente V,, em série com um dependentes. 
resistor R,, que substitui uma interligação de fontes e resis- ob o O 
tores. Essa combinação em série de V,, e R,, é equivalente (a) (b) 


ao circuito original no sentido de que, se ligarmos a mesma 
carga aos terminais a,b de cada circuito, obteremos as mesmas tensão e corrente nos terminais 
da carga. Essa equivalência vale para todos os valores possíveis de resistência de carga. 

Para representar o circuito original por seu equivalente de Thévenin, temos de saber deter- 
minar a tensão de Thévenin V,, e a resistência de Thévenin R,,. Em primeiro lugar, observa- 
mos que, se a resistência de carga for infinitamente grande, temos uma condição de circuito 
aberto. A tensão de circuito aberto nos terminais a,b do circuito mostrado na Figura 4.44(b) 
é Vi: Por hipótese, ela deve ser a mesma que a tensão de circuito aberto nos terminais a, b 
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do circuito original. Portanto, para calcular a tensão de Thévenin, V..., simplesmente calcula- 
mos a tensão de circuito aberto no circuito original. 

Reduzir a resistência de carga a zero nos dá uma condição de curto-circuito. Se estabele- 
cermos um curto-circuito nos terminais a,b do circuito equivalente de Thévenin, a corrente de 
curto-circuito dirigida de a para b será 

ie = 
Rm 


Por hipótese, essa corrente de curto-circuito deve ser idêntica à corrente que existe em um 


(4.55) 


curto-circuito estabelecido nos terminais a,b da rede original. Pela Equação 4.55, 


Assim, a resistência de Thévenin é a razão entre a tensão de circuito aberto e a corrente 
de curto-circuito. 


Como determinar o equivalente de Thévenin 
Figura 4.45 Circuito usado para ilustrar um 


equivalente de Thévenin. Para obter o equivalente de Thévenin do circuito mostrado 
na Figura 4.45, em primeiro lugar, calculamos a tensão de circuito 
aberto entre os terminais v,,. Observe que, quando os terminais 
a,b estão abertos, não há nenhuma corrente no resistor de 4 O. 
Portanto, a tensão de circuito aberto v,, é idêntica à tensão na 
fonte de corrente de 3 4, ou seja, v,. Determinamos a tensão 
resolvendo uma única equação de tensão de nó. Escolhendo o nó 
inferior como nó de referência, obtemos 


20 NY 


DD ge) (4.57) 
5 20 
Resolvendo para v,, temos 
v, =32V. (4.58) 


Assim, a tensão de Thévenin para o circuito é 32 V. 

A próxima etapa é estabelecer um curto-circuito entre 
os terminais e calcular a corrente resultante. A Figura 4.46 
mostra a situação. Observe que a corrente de curto-circuito 
está na direção da queda de tensão de circuito aberto nos 
terminais a,b. Se a corrente de curto-circuito estiver na dire- 


Figura 4.46 Circuito mostrado na Figura 4.45 com 
terminais a e b em curto-circuito. 


Ny mw . ção da elevação de tensão de circuito aberto nos terminais, 
um sinal de menos deve ser inserido na Equação 4.56. 
sv) Eu SA E ie A corrente de curto-circuito (i.) é determinada com 
= » facilidade, uma vez conhecida v,. Portanto, o problema se 
b reduz a determinar v, na situação de curto-circuito. Mais 


uma vez, se usarmos o nó inferior como nó de referência, a 
equação para v, se tornará 
Va — 25 (Db) 


+ Ss = 0. : 
5 20 4 a) 


Resolvendo a Equação 4.59 para v,, temos 


v,=16V. (4.60) 


Então, a corrente de curto-circuito é 
16 


= =4A, 
io = (4.61) 


Agora, determinamos a resistência de Thévenin 
substituindo os resultados numéricos das equações 


4.58 e 4.61 na Equação 4.56: 
Vm 32 
Esé 4 
A Figura 4.47 mostra o equivalente de Thévenin 
para o circuito mostrado na Figura 4.45. 


8 O. (4.62) 


Você deve verificar que, se um resistor de 24 O 
estiver ligado aos terminais a,b na Figura 4.45, a ten- 
são no resistor será de 24 V e a corrente será de 14, 
como seria o caso com o circuito de Thévenin da 
Figura 4.47, Essa mesma equivalência entre o circuito 
nas figuras 4.45 e 4.47 vale para qualquer valor de 
resistor conectado entre os nós a,b. 


O equivalente de Norton 


Um circuito equivalente de Norton consiste em 
uma fonte de corrente independente em paralelo 
com a resistência equivalente de Norton. Podemos 
obtê-lo de um circuito equivalente de Thévenin por 
uma simples transformação de fonte. Assim, a cor- 
rente de Norton é igual à corrente de curto-circuito 
nos terminais de interesse, e a resistência de Norton 
é idêntica à resistência de Thévenin. 


Como usar transformações de fonte 


Em alguns casos, podemos fazer uso eficaz 
de transformações de fonte para obter o circuito 
equivalente de Thévenin ou de Norton. Por exem- 
plo, podemos obter os equivalentes de Thévenin 
e de Norton do circuito apresentado na Figura 
4.45 fazendo a série de transformações de fonte 
mostrada na Figura 4.48. Essa técnica é mais útil 
quando a rede contém somente fontes independen- 
tes. A presença de fontes dependentes requer a pre- 
servação da identidade das tensões e/ou correntes 
de controle, e essa restrição normalmente impede 
a redução contínua do circuito por transformações 
de fonte. Discutimos o problema de obter o equiva- 
lente de Thévenin quando um circuito contém fon- 
tes dependentes no Exemplo 4.10. 
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Figura 4.47. Equivalente de Thévenin do circuito mostrado na Figura 4.45. 


8 0 


Figura 4.48 Dedução, etapa por etapa, dos equivalentes de Thévenin 
e Norton do circuito mostrado na Figura 4.45. 


O) 40 
MA MA — à 
(O PSV SD O 3A 
ob 
Etapa 1: | 
Transformação de fonte 
40 
MA— à 
5A 50 20 O 3A 
ob 
Etapa 2: 
Fontes e resistores 
paralelos combinados 
40 
MN —e à 
(1) 8 A 40 
ob 
Etapa 3: 
Transformação de fonte; resistores 
em série combinados, produzindo o 
circuito equivalente de Thévenin 
8 O 
MAN ea 
Oy 
ob 
Etapa 4: 
Transformação de fonte, produzindo 
o circuito equivalente de Norton 
“a 


OU 80 


ob 
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EXEMPLO 4.10 Obtenção do equivalente de Thévenin de um circuito com uma fonte dependente. 


Figura 4.49 Circuito usado para ilustrar um equivalente Obtenha o equivalente de Thévenin para o circuito que 
de Thévenin quando o circuito contém fontes | contém fontes dependentes mostrado na Figura 4.49. 


dependentes. º 
Solução 
a a A primeira etapa na análise do circuito da Figura 4.49 
Ee E *. é reconhecer que a corrente i deve ser igual a zero. 
5 v(O) 3v j 20; v$250 vi (Observe a ausência de um caminho de retorno para i,, 
pis õ . E 
pede = caso ela entre na porção esquerda do circuito.) A ten- 
o .b são de circuito aberto, ou de Thévenin, será a tensão 


nos terminais do resistor de 25 O. Com i =, 
Va Va (20)(25) = 500. 
A corrente i é 


5-3 5-3Vm 
"2.000 2.000 


Ao escrever a equação para i, reconhecemos que a tensão de Thévenin é idêntica à tensão de controle. 
Quando combinamos essas duas equações, obtemos 


Vm=S5V. 


Figura 4.50 Circuito mostrado na Figura 4.49 com Para calcular a corrente de curto-circuito, estabelece- 


terminais a e b em curto-circuito. do ud aa a 

mos um curto-circuito em a,b. Se os terminais a,b estão 
2kKQ a em curto-circuito, a tensão de controle v é nula. Por- 
Plata t a tanto, o circuito apresentado na Figura 4.49 torna-se 
! o mostrado na Figura 4.50. Com o curto-circuito em 

sv po à] 
paralelo com o resistor de 25 O, toda a corrente da 
l o fonte de corrente dependente passa pelo curto-cir- 

b cuito, portanto 


= —20i. 


Le 
Como a tensão de controle da fonte de tensão dependente foi reduzida a zero, a corrente de controle 


da fonte de corrente dependente é 


e 
L:= 2.000 =25 mA. 


Ao combinar essas duas equações, obtém-se uma corrente de curto-circuito de 
ic =—20(2,5) =—50 ma. 


De ice Vyp obtemos 


V. -5 
Rm = — = = X 10º = 100 02. 
Esc 
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A Figura 4.51 ilustra o equivalente de Thévenin para o circuito mostrado na Figura 4.49. Observe que 
as marcas de polaridade de referência na fonte de tensão de Thévenin da Figura 4.51 estão de acordo 
com a equação precedente para V.,,. 


Figura 4.51 Equivalente de Thévenin para o 
circuito mostrado na Figura 4.49. 


100 O 


5V 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 5 Compreender os equivalentes de Thévenin e de Norton. 


4.16 Obtenha o circuito equivalente de Thévenin com relação aos terminais a,b para o circuito mostrado. 


iz (0) 


Resposta: V., = Vim — 64,8 V, Rm — 6 9. 
417 Obtenha o circuito equivalente de Norton com relação aos terminais a,b para o circuito mostrado. 


210) 
NAAS 


15A(!) 80 


100 
MN 


Resposta: 1, = 6 A (dirigido para a), Ry = 75 O. 


4.18 Um voltímetro com uma resistência interna de 100 kO é usado para medir a tensão vg no circuito mos- 


trado. Qual é a leitura do voltímetro? 


2kO 15kQ 


AM AM 
6 v() o mA 60 kQ 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.64, 4.68 e 4.72, apresentados no final deste capítulo. 


Resposta: 120 V. 


112% 
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Figura 4.52 Circuito usado para ilustrar um equivalente de 


Thévenin. 
50 40 
a 
+ 
25 V O 20 9 3A vab 
ob 


Figura 4.53 Circuito mostrado na Figura 4.52 após a 
eliminação das fontes independentes. 


5 0 40 
AMA AMA ea 
20 9 «— Ra 


ob 


4.11 Outros métodos para a obtenção 
de um equivalente de Thévenin 


A técnica para determinar R,,, que discutimos e ilus- 
tramos na Seção 4.10, nem sempre é o método mais fácil 
disponível. Há dois outros métodos que, de modo geral, são 
mais simples de usar. O primeiro será útil se a rede contiver 
somente fontes independentes. Para calcular R,, para esse 
tipo de rede, em primeiro lugar, eliminamos todas as fontes 
independentes e, então, calculamos a resistência vista no par 
de terminais de interesse. Uma fonte de tensão é eliminada 
substituindo-a por um curto-circuito. Uma fonte de corrente 
é eliminada substituindo-a por um circuito aberto. Por exem- 
plo, examine o circuito mostrado na Figura 4.52. Eliminar as 
fontes independentes simplifica o circuito para o mostrado 
na Figura 4.53. A resistência vista nos terminais a,b é R,,, 
que consiste no resistor de 4 0) em série com as combinações 
em paralelo dos resistores de 5 e 20 O. Assim, 

5 x 20 


Ro =Rm=4+5 —80. (4.63) 


Observe que o cálculo de R,, com a Equação 4.63 é muito mais simples do que com as 


equações 4.57—4.62. 


Se o circuito ou rede contiver fontes dependentes, um procedimento alternativo para 


determinar a resistência de Thévenin R,, é o seguinte. Em primeiro lugar, elimine todas as 


fontes independentes e, então, aplique uma fonte auxiliar de tensão ou de corrente aos termi- 


nais a,b. A resistência de Thévenin é igual à razão entre a tensão nos terminais da fonte auxi- 


liar e a corrente fornecida por ela. O Exemplo 4.11 ilustra esse procedimento alternativo para 
determinar R,,, usando o mesmo circuito do Exemplo 4.10. 


EXEMPLO 4.11 Obtenção do equivalente de Thévenin usando uma fonte auxiliar. 


Determine a resistência de Thévenin, R,,,, para o circuito da Figura 4.49, usando o método alterna- 


tivo descrito. 


Figura 4.54 Método alternativo para calcular a resistência 
de Thévenin. 


2kQ 
MN 


— 


tr 
i 
e e 


Solução 

Em primeiro lugar, eliminamos a fonte de tensão indepen- 
dente e, então, alimentamos o circuito a partir dos termi- 
nais a,b com uma fonte auxiliar de tensão ou de corrente. 
Se aplicarmos uma fonte auxiliar de tensão, saberemos 
qual é a tensão da fonte de tensão dependente e, por con- 
seguinte, qual é a corrente de controle i. Portanto, opta- 
mos pela fonte auxiliar de tensão. A Figura 4.54 mostra o 
circuito para o cálculo da resistência de Thévenin. 


A fonte auxiliar de tensão aplicada externamente é v,, e a corrente que ela fornece ao circuito, i,. Para 
determinar a resistência de Thévenin, simplesmente resolvemos o circuito mostrado na Figura 4.54 e 
calculamos a razão entre a tensão e a corrente na fonte auxiliar; isto é, Rj, — V,/i,. Pela Figura 4.54, 
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o Ee Bi 4.64 
E oa E So (6) 
; =uir 
ada ma. (4.65) 
Então, substituímos a Equação 4.65 na Equação 4.64 e obtemos a razão v,/i, a partir da equação 
resultante: 
Ea nas VT 60v7 (4 66) 
Er — a y 
25 2.000 
ir 1 6. 50 1 (4.67) 
vr 25 200 5.000 100' 
Pelas equações 4.66 e 4.67, 
Rm = =1000. (4.68) 


Normalmente, esses cálculos são mais fáceis do que os envolvidos na determinação da 
corrente de curto-circuito. Além do mais, em uma rede que contém somente resistores e fontes 
dependentes, deve-se usar o método alternativo, porque a razão entre a tensão de Thévenin e 
a corrente de curto-circuito é indeterminada. Isto é, é uma razão do tipo 0/0. 


Utilização do equivalente de Thévenin no circuito Figura 4.55 Utilização de um circuito equivalente de 
digi Thévenin em análise de circuitos. 
amplificador 


Às vezes, podemos usar um equivalente de Thévenin para 
reduzir uma porção de um circuito, de modo a conseguir uma 
grande simplificação da análise da rede maior. Vamos retor- 
nar ao circuito apresentado pela primeira vez na Seção 2.5 e 
subsequentemente analisado nas seções 4.4 e 4.7 Para auxi- 
liar nossa discussão, redesenhamos o circuito e identificamos lts 
as correntes de ramo de interesse, como mostra a Figura 4.55. 


Como nossa análise anterior mostrou, i, é a chave para 
determinar as outras correntes de ramo. Desenhamos nova- 


mente o circuito, como mostra a Figura 4.56, para preparar 
a substituição do subcircuito à esquerda de V, por seu equi- 
valente de Thévenin. Você já deve saber que essa modifica- 


ção não causa nenhum efeito sobre as correntes de ramo i,, 
los ig O lp 

Agora, substituímos o circuito composto por V..., R, e R, por um equivalente de Théve- 
nin, com relação aos terminais b,d. A tensão e resistência de Thévenin são 


— VecR, 
Pg Ri + RR (4.69) 
Rik, 
R.- 4.70 
To R+R ao 


Com o equivalente de Thévenin, o circuito da Figura 4.56 transforma-se no mostrado na 
Figura 4.57 
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Figura 4.56 Versão modificada do circuito mostrado na Figura 4.57 Circuito mostrado na Figura 4.56 modificado 
Figura 4.55. por um equivalente de Thévenin. 
a a! a 
e e 


Agora, deduzimos uma equação para i,, simplesmente somando as tensões ao longo da 
malha da esquerda. Ao escrever essa equação de malha, reconhecemos que i,.= (1 + B)ip. Assim, 


Vim = Rmigt Vo + RAL Blig, (4.71) 


do que se deduz 
ie Vm — Vo 
Rm + (1 + BR: 
Quando substituímos as equações 4.69 e 4.70 na Equação 4.72, obtemos a mesma expres- 


são da Equação 2.25. Observe que, quando incorporamos o equivalente de Thévenin ao cir- 
cuito original, podemos obter a solução escrevendo uma única equação. 


(4.72) 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 5 Compreender os equivalentes de Thévenin e de Norton. 


419 Obtenha o circuito equivalente de Thévenin com rela- 
ção aos terminais a,b para o circuito mostrado. 
Resposta: V, —V,, =8V,R,=1 0. 


4.20 Obtenha o circuito equivalente de Thévenin com 


relação aos terminais a,b para o circuito mostrado. 


(Sugestão: defina a tensão no nó da extremidade 
esquerda como v e escreva duas equações nodais com 160 ix 
V.m como a tensão do nó da direita.) 


Resposta: V, = V,, = 30 V, Rm, = 10 9. 


80 0$ 40 0 fis 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.74 e 4.79, apresentados no 
final deste capítulo. 


ob 
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4.12 Máxima transferência de potência 


A análise de circuitos desempenha um importante papel no estudo de sistemas projeta- 
dos para transferir potência de uma fonte para uma carga. Discutimos transferência de potên- 
cia no tocante a dois tipos básicos de sistema. O primeiro enfatiza a eficiência da transferência 
de potência. As concessionárias de energia elétrica são um bom exemplo porque lidam com 
a geração, a transmissão e a distribuição de grandes quantidades de energia elétrica. Se uma 
dessas concessionárias for ineficiente, uma grande percentagem da energia gerada é perdida 
nos processos de transmissão e distribuição e, portanto, desperdiçada. 
O segundo tipo básico de sistema enfatiza a quantidade de potência transferida. Sistemas 
de comunicação e instrumentação são bons exemplos porque na transmissão de informação, 
ou dados, por meio de sinais elétricos, a potência disponível no transmissor ou detector é limi- 
tada. Portanto, é desejável transmitir a maior quantidade possível dessa potência ao receptor, 
ou carga. Em tais aplicações, a quantidade de potência que está sendo transferida é pequena, 
portanto a eficiência da transferência não é uma preocupação das mais importantes. Analisa- 
remos, a seguir, a máxima transferência de potência em sistemas que podem ser modelados 
por um circuito puramente resistivo. 
A máxima transferência de potência pode ser mais bem des- Figura 4.58 Circuito que descreve a máxima 
crita com o auxílio do circuito mostrado na Figura 4.58. Admitimos transferência de potência. 


uma rede resistiva que contém fontes independentes e dependentes 
ae ———— 


e um par determinado de terminais, a,b, ao qual uma carga, R, , deve Rede resistiva 
ser ligada. O problema é determinar o valor de R, que permita a contendo fontes $ Ry 
máxima transferência de potência a R,. A primeira etapa nesse pro- independentes e 
; E . dependentes 
cesso é reconhecer que uma rede resistiva sempre pode ser substi- pe | 


tuída por seu equivalente de Thévenin. Por isso, redesenhamos na 
Figura 4.59 o circuito mostrado na Figura 4.58. Substituir a rede 


original por seu equivalente de Thévenin simplifica muito a tarefa Figura 4.59 Circuito usado para determinar 
o valor de R, para a máxima 


de determinar R, . Para calcular R,, é necessário expressar a potên- ni ante 
transferência de potência. 


cia nele dissipada em função dos três parâmetros do circuito V.,. 
Re R,. Assim, Ri 


Ti ) AMA 


Rz. 4.73 
E Re Vm E i | $ R, 


a. 


Em seguida, reconhecemos que, para um dado circuito, V,, 


e R,, serão fixos. Portanto, a potência dissipada é uma função da E 
única variável R,. Para determinar o valor de R, que maximiza 
a potência, usamos o cálculo diferencial elementar. Começamos 
escrevendo uma equação para a derivada de p com relação a R,: 
d, Rm + Ri) — Ri: MRm + R 
e E vilS - 1) - : - 2) (4.74) 
dRz (Rm + Rr) 
A derivada é igual a zero e p é maximizada quando 
(Rm t Rj)? =2R;(Rymy + Rj). (4.75) 


Resolvendo a Equação 4.75, temos 


(4.76) 4 Condição para 
a máxima 
transferência 
de potência 
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Assim, a máxima transferência de potência ocorre quando a resistência de carga R, é 
igual à resistência de Thévenin R,,. Para determinar a potência máxima fornecida a R,, sim- 
plesmente substituímos a Equação 4.76 na Equação 4.73: 


Vir Vin 
Pmáx (CRI? AR, 


(4.77) 


A análise de um circuito, quando o resistor de carga está ajustado para máxima transfe- 
rência de potência, é ilustrada no Exemplo 4.12. 


EXEMPLO 4.12 Cálculo da condição para a máxima transferência de potência. 
a) Para o circuito mostrado na Figura 4.60, determine o valor de R, que resulta em potência máxima 
a ele transferida. 
b) Calcule a potência máxima que pode ser fornecida a R, . 


c) Quando R, é ajustado para máxima transferência de potência, qual é a percentagem de potência 
fornecida pela fonte de 360 V que chega a R,? 


Solução 
a) A tensão de Thévenin para o circuito à esquerda dos termi- Figura 4.60 Circuito para o Exemplo 4.12. 
nais a,b é 00 a 
Vm = Ta (360) = 300 V. 
360 V é» 150 Q R, 
A resistência de Thévenin é É 
“(1500 ú 


550. 
Ed 180 


A substituição do circuito à esquerda dos terminais a,b por Figura 4.61 Redução do circuito mostrado 


seu equivalente de Thévenin nos leva ao circuito mostrado na Figura 4.60 por meio de um 
na Figura 4.61, que indica que R, deve ser igual a 25 () para equivalente de Thévenin. 
máxima transferência de potência. 250 A 


b) A potência máxima que pode ser fornecida a R, é 


Duas E ( ) (25) = 900 W. 


50 


e 


c) Quando R, é igual a 25 0), a tensão v,, é 
300 
=| )(25) = 150 V. 
Vab ( 50 x 5) 
Pela Figura 4.60, quando v,, é igual a 150 V, a corrente na fonte de tensão, na direção da elevação 


da tensão na fonte, é 


360150 210 
soc 30 30 


=7A, 
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Portanto, a fonte está fornecendo 2.520 W ao circuito, ou 

p,= 11360) =2.520W 
A percentagem da potência da fonte fornecida à carga é 

900 
>>» X 100 = 1%. 
2.520 RAgASh 
PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 6 Conhecer a condição de máxima transferência de potência a uma carga resistiva e saber calculá-la. 


4.21 a) Determine o valor de R que permite ao circuito mos- Vo 


trado fornecer potência máxima aos terminais a,b. E 


b) Determine a potência máxima fornecida a R. 
Resposta: (a) 3 O; 
(b) 1,2 kW. 


40 


4.22 Suponha que o circuito no Problema para Avaliação 
4.21 esteja fornecendo potência máxima ao resistor 


de carga R. 


a) Qual é a potência que a fonte de 100 V está fornecendo à rede? 
b) Repita (a) para a fonte de tensão dependente. 
c) Qual percentagem da potência total gerada por essas duas fontes é fornecida ao resistor de carga R? 


Resposta: (a) 3.000 W; (b) 800 W; (c) 31,58%. 


NOTA: tente resolver também os problemas 4.88 e 4.90, apresentados no final deste capítulo. 


4.13 Superposição 


Um sistema linear obedece ao princípio de superposição, segundo o qual sempre que ele 
é excitado, ou alimentado, por mais de uma fonte independente de energia, a resposta total é a 
soma das respostas individuais. Uma resposta individual é o resultado de uma fonte indepen- 
dente agindo separadamente. Como estamos lidando com circuitos compostos de elementos 
lineares interligados, podemos aplicar o princípio da superposição diretamente à análise des- 
ses circuitos quando eles são alimentados por mais de uma fonte independente de energia. No 
momento, restringimos a discussão a redes resistivas simples; contudo, o princípio é aplicável 
a qualquer sistema linear. 

A superposição é aplicada tanto na análise quanto no projeto de circuitos. Ao analisar um 
circuito complexo com várias fontes independentes de tensão e corrente, muitas vezes as equa- 
ções a serem resolvidas são mais simples e em menor número quando os efeitos das fontes 
independentes são considerados separadamente. Por isso, aplicar a superposição pode simpli- 
ficar a análise de circuitos. Entretanto, fique ciente de que a superposição às vezes pode com- 
plicar a análise, originando um maior número de equações do que no caso de algum método 
alternativo. A superposição é imprescindível apenas se as fontes independentes em um 
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circuito forem fundamentalmente diferentes. Nestes capítulos iniciais, todas as fontes indepen- 


dentes são fontes cc, portanto a superposição não é imprescindível. Apresentamos o princípio 


da superposição aqui, mas só precisaremos dele em capítulos posteriores. 


A superposição é utilizada para sintetizar certa resposta desejada que não poderia ser 
obtida em um circuito com uma única fonte. Se a resposta do circuito puder ser escrita como 


Figura 4.62 Circuito usado para ilustrar a superposição. 


60 20 
MA NAAS 


> | —> 


; ; 
nov(O) “b| 30 iu| 40 OM 


Figura 4.63 Circuito mostrado na Figura 4.62 com a fonte 


de corrente eliminada. 
60 vw 20 
AMA e ANA o 
4 i'3 
nov(O) 5,830 is 40 
e 1d 
v 


da qual se deduz 


uma soma de dois ou mais termos, ela poderá ser obtida com 
a inclusão de uma fonte independente para cada termo. Essa 
abordagem do projeto de circuitos com respostas complexas 
permite que um projetista analise vários projetos simples em 
vez de um projeto complexo. 

Demonstramos o princípio da superposição usando-o 
para determinar as correntes de ramo no circuito mostrado 
na Figura 4.62. Começamos determinando as correntes de 
ramo resultantes da fonte de tensão de 120 V. Essas corren- 
tes são ií, À etc. A substituição da fonte de corrente ideal por 
um circuito aberto elimina a fonte; a Figura 4.63 ilustra essa 
situação. As correntes de ramo nesse circuito são o resultado 
somente da fonte de tensão. 

Será fácil determinar as correntes de ramo no circuito 
da Figura 4.63 se soubermos qual é a tensão de nó no resistor 
de 3 9. Chamando essa tensão de v,, escrevemos a equação 


vi — 120 vi vi 
| = 0 4.78 
6 3 2+4 , ( ) 
v,=30V. (4.79) 
Agora, podemos escrever as expressões para as correntes de ramo 4 —— A diretamente: 
120 — 30 

n= "DD =IsA, (4.80) 

30 
ij = “a =104, (4.81) 

30 

n=n=D=5A. (4.82) 


Figura 4.64 Circuito mostrado na Figura 4.62 com a 
fonte de tensão eliminada. 


60 20 
NAAS NAAS 


Figura 4.65 Circuito mostrado na Figura 4.64 com as 
tensões de nó v, e V,. 


60 20 
ANY AN 
+ + 


v$30 v,$4 0 (Dra 


Para determinar o componente das correntes de ramo 
resultantes da fonte de corrente, eliminamos a fonte ideal de 
tensão e resolvemos o circuito mostrado na Figura 4.64. A nota- 
ção ij, à) etc. indica que essas correntes são aos componentes da 
corrente total resultante da fonte de corrente ideal. 

Determinamos as correntes de ramo no circuito mostrado 

na Figura 4.64 calculando, primeiro, as tensões de nó nos resis- 
tores de 3 e 4 0), respectivamente. A Figura 4.65 mostra as duas 
tensões de nó. As duas equações de tensão de nós que descre- 
vem o circuito são 


Va vz Va — V4 
+ = 0 4.83 
PR ; | (4.83) 
V4 — V3 Vv4 
+ +12=0. 4.84 
2 4 Gde 
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Resolvendo as equações 4.83 e 4.84 para v, e v,, obtemos 
t==12V, (4.85) 
v,=—24V. (4.86) 


Ora, podemos escrever as correntes de ramo Nai ire amente em termos das tensões 
A d tes d " a i diretamente em t das t 
e no v, e v,: 


= 12 
= — =C=2A, (4.87) 
: va —12 
j=2="D=4A 4.88 
(4) 3 3 > ( ) 
E va — U4 —12 424 
= = = 48 
13 2 2 6 A, ( 9) 
: Vv4 —24 
nm — = — 6 A. 4.90 
“Oo dq GR) 


Para determinar as correntes de ramo no circuito original, isto é, as correntes i,, L, i, € i, 
da Figura 4.62, simplesmente somamos as correntes dadas pelas equações 4.87 a 4.90 àquelas 
dadas pelas equações 4.80 a 4.82: 


h=U+E=I5+2=17A, (4.91) 
b=b+=10-4=64A, (4.92) 
h=8+E=5+6=11A, (4.93) 
r=+H=5-6=+AA. (4.94) 


Você deve verificar se as correntes dadas pelas equações 4.91 a 4.94 são os valores corre- 
tos para as correntes de ramo no circuito mostrado na Figura 4.62. 

Ao aplicar a superposição a circuitos lineares que contêm fontes independentes, bem 
como dependentes, você deve perceber que as fontes dependentes nunca são eliminadas. O 
Exemplo 4.13 ilustra a aplicação de superposição quando um circuito contém tanto fontes 
dependentes como independentes. 


EXEMPLO 4.13 Utilização de superposição para resolver um circuito 


Use o princípio da superposição para determinar v, no circuito mostrado na Figura 4.66. 


Solução 

Começaremos determinando o componente de v, Figura 4.66 Circuito para o Exemplo 4.13. 
resultante da fonte de 10 V. A Figura 4.67 mostra o 0,4 va 
circuito. Com a fonte de 5 A eliminada, vá deve ser o 

igual a (—0,4vh)(10). Por conseguinte, vá deve ser igual e Ei 


Ia 
a zero. Isso significa que o ramo que contém as duas 10 “(O v,$200  v$100 (Ds A 
fontes é aberto e 


20 
p=) =8V: 
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Figura 4.67 Circuito mostrado na Figura 4.66 com a fonte Figura 4.68 Circuito mostrado na Figura 4.66 com a fonte 
de 5 A eliminada. de 10 V eliminada. 
0,4 VA. 0,4 va” 


50 50 a b 
ANN <> . ANA <> 
A + + mine je jr 
IA IA 
vov(O) v, £20 0 va $10 O Vs a va" 210 O (Ds a 
R ii 
<> . <> é 


Quando a fonte de 10 V é eliminada, o circuito reduz-se ao da Figura 4.68. Acrescentamos um nó de 
referência e as identificações de nó a, b e c para auxiliar a discussão. Somando as correntes que saem 


do nó a, temos 


0) vs 
015 044=0, ou 5v! — 804 = 0. 


Somando as correntes que saem do nó b, obtemos 


vp — Zi! 
0,40% + Tr —-5=0,ou 


4vA + vp — 21h = 50. 


Agora usamos 


vb — 21h + vA 


para determinar o valor de vA. Assim, 


SvA = 50, ou vi =10V. 


Pela equação do nó a, 
Svo = 80, ou vj=16V. 


O valor de v, é a soma de v, e vç, ou 24 V. 


NOTA: avalie o que entendeu desse material tentando resolver os problemas 4.93 e 4.98, apresentados no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Circuitos com resistores reais 


Não é possível fabricar componentes elétricos idênticos. Por exemplo, os valores dos resistores produzidos pelo mesmo 
processo de fabricação podem variar em até 20%. Portanto, ao criar um sistema elétrico, o projetista deve levar em conta o 
impacto que a variação do componente causará no desempenho do sistema. Um modo de avaliar esse impacto é realizar uma 
análise de sensibilidade, que permite que o projetista calcule o impacto de variações nos valores dos componentes sobre a saída 
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do sistema. Veremos como essa informação o habilita a especificar Figura 4.69 Circuito usado para apresentar a análise de 


uma tolerância aceitável para o valor de cada um dos componentes sensibilidade. 
do sistema. io 
Considere o circuito mostrado na Figura 4.69. Para ilustrar a aná- + + 


lise de sensibilidade, investigaremos a sensibilidade das tensões de nó 

v,  v, às variações do resistor R,. Usando a análise nodal, podemos — “s! o us big a a (1) 
deduzir as expressões para v, e v, em função dos resistores e das 
correntes de fonte do circuito. Os resultados são dados nas equações 
4.95 e 4.96: 


— RRR5Raço — [RR + Rá) + R5Ralg) 
a (Ri + RR + RO) + RR O 
O R5R4(Ri + Ro)lço — Rida] 

(Ri + Ro)(R3 + Rá) + R3R4 


(4.95) 


v> (4.96) 
A sensibilidade de v, em relação a R, é determinada diferenciando-se a Equação 4.95 em relação a R, e, de forma 
semelhante, a sensibilidade de v, em relação a A, é determinada diferenciando a Equação 4.96 em relação a A. Obtemos 


dv, [R3R4 + RAR + R$)J AR3Ral go — [RaRg + Ro(R3 + R9)]La) (4.97) 


dR1 [(Ry + Ro)X(R3 + Ry) + R$R4]? 


dv, R3R4AR3Ralço — [RR + Rá) + R5R4]L 1) 


4.98 
dR [(Ry + Ro)(R3 + R$) + R$R4]? eso 


Agora, analisaremos um exemplo com valores reais para ilustrar a utilização das equações 4.97 e 4.98. 


EXEMPLO 


Suponha que os valores nominais dos componentes do circuito da Figura 4.69 sejam: R, = 25 0; R,=5 O; R,= 50 
O; R, = 75 O, [| =12A6 [o = 16 A. Use a análise de sensibilidade para prever os valores de v, e v,, se 0 valor de R, for 
10% diferente de seu valor nominal. 


Solução 

Por meio das equações 4.95 e 4.96, determinamos os valores nominais de v, e v,. Assim, 

= 2518. 750(l6) [S(125) + a 502) 
30(125) + 3.750 


25 V, (4.99) 


vi 


SsnIRadio) es 
30(125) + 3.750 
Agora, pelas equações 4.97 e 4.98 podemos determinar a sensibilidade de v, e v, a variações em R,. Por conseguinte, 


90 V. (4.100) 


vz 


dvy  [3.750+ 5(125)] — £3.750(16) — [3.750 + 5(125)]12) 


dR, [(20)(125) + 3.750] 


sam (4.101) 
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dv, — 3:150(3.:750(16) — [5(125) + 3.750]12)] 
dR, (7.500)? 


== 0,5 V/O. (4.102) 


Como devemos utilizar os resultados fornecidos pelas equações 4.101 e 4.102? Admita que A, seja 10% menor do que 
seu valor nominal, isto é, A, = 22,9 O. Então, AR, = —2,9 O e a Equação 4.101 prevê que Av, será 


y 
Avi =|-— )(—2,5) = —1,4583 V. 
VI (5) > ) , 


Portanto, se R, for 10% menor do que seu valor nominal, nossa análise prevê que v, será 
v,=251,4583 = 23,5417 V. (4.103) 
De modo semelhante, para a Equação 4.102 temos 


Av,=0,5(-2,5)=—1,25 V, 


v,=90— 1,25 =88,75 V. (4.104) 


Tentamos confirmar os resultados das equações 4.103 e 4.104, substituindo o valor de R, = 22,9 O nas equações 4.95 
e 4.96. Os resultados são 


v, = 23,4780 V, (4.105) 


v, = 88,6960 V. (4.106) 


Por que há uma diferença entre os valores previstos pela análise de sensibilidade e aqueles exatos calculados pela 
substituição de R, nas equações para v, e v,? Podemos ver pelas equações 4.97 e 4.98 que a sensibilidade de v, e v, em 
relação a R, é função de A,, porque R, aparece no denominador de ambas as equações. Isso significa que, à medida que R, 
varia, as sensibilidades também variam, e, por conseguinte, não podemos esperar que as equações 4.97 e 4.98 forneçam 
resultados exatos para grandes variações em R,. Observe que, para uma variação de 10% em R,, o erro percentual entre os 
valores previstos e exatos de v, e v, é pequeno. Especificamente, o erro percentual em v, = 0,2/13% e em v, = 0,06/6%. 

Por esse exemplo, podemos ver que há uma tremenda quantidade de trabalho em determinar a sensibilidade de v, e 
v, às variações nos valores dos componentes restantes, ou seja, A, Rs, Ry lg & lo: Felizmente, o PSpice tem uma função 
de sensibilidade que realizará a análise para nós. A função de sensibilidade no PSpice calcula dois tipos de sensibilidade. 
A primeira é conhecida como sensibilidade unitária e a segunda, como sensibilidade 1%. No exemplo, a variação de uma 
unidade em um resistor alteraria seu valor em 1 () e uma variação de uma unidade em uma fonte de corrente alteraria seu 
valor em 1 A. Por outro lado, a análise de sensibilidade 1% determina o efeito de 1% de variação nos valores nominais de 
resistores ou fontes. 

O resultado da análise de sensibilidade do PSpice do circuito da Figura 4.69 é mostrado na Tabela 4.2. Como estamos 
analisando um circuito linear, podemos usar superposição para prever valores de v, e v,, Se houver variação nos valores de 
mais de um componente. Por exemplo, vamos admitir que A, diminua para 24 0, e R,, para 4 (). Pela Tabela 4.2, podemos 
combinar a sensibilidade unitária de v, com variações de R, e R, para obter 


—— + ——> = 0,5833 — 5,417 = —4,8337 V/0. 
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De modo análogo, 
Av Av, 


22 -05+65=70V/0. 
a to q 


Assim, se tanto R, quanto R, diminuíssem em 1 £), preveríamos 


= 25 RS 20 9, 


w=90-7=83V, 
Se substituirmos R, = 24 Q,.e A, = 4 O) nas equações 4.95 e 4.96, obteremos 


v,=29,193 V, 


v, = 82 159N, 


Em ambos os casos, nossas previsões estão dentro de uma fração de volt dos valores reais das tensões de nó. 

Projetistas de circuitos usam os resultados da análise de sensibilidade para determinar qual variação do valor do 
componente causa o maior impacto sobre a saída do circuito. Como podemos ver pela análise de sensibilidade do PSpice 
na Tabela 4.2, as tensões de nó v, e v, são muito mais sensíveis às variações de R, do que às variações de R,. Especi- 
ficamente, v, é (5,417/0,5833) ou, aproximadamente, 9 vezes mais sensível às variações de A, do que às variações de 
R, e v, é (6,9/0,5) ou 13 vezes mais sensível às variações de R, do que às variações de R,. Assim, no circuito do exemplo, 
a tolerância para R, deverá ser mais rigorosa do que a tolerância para R,, se for importante manter os valores de v, e v, 
próximos de seus valores nominais. 


Tabela 4.2 Resultados da análise de sensibilidade PSpice. 


Nome do elemento Valor do elemento Sensibilidade do Sensibilidade 


elemento normalizada 
(Volts/unidade) (Volts/por cento) 


(a) Sensibilidades CC das tensões de nó V1 


Ri 25 0,5833 0,1458 
R2 5) —5,417 —(,2708 
R3 50 0,45 0,225 
R4 75 0,2 0,15 
161 12 —14,58 a) 
162 16 ZS 2 

(b) Sensibilidades de saída V2 
Ri 25 0,5 0,125 
R2 5 5) 0525 
R3 50 0,54 0,27 
R4 18 0,24 0,18 
161 iz 25 3) 
162 16 15 24 


NOTA: avalie o que entendeu desta perspectiva prática tentando resolver os problemas 4.105 a 4.107, apresentados no final deste capítulo. 
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Resumo 


Para os tópicos deste capítulo, foi necessário o 
domínio de alguns termos básicos e dos concei- 
tos que eles representam. Esses termos são: nó, 
nó essencial, caminho, ramo, ramo essencial, 
malha e circuito planar. A Tabela 4.1 apresentou 
definições e exemplos desses termos. (Seção 4.1.) 


Duas novas técnicas de análise de circuitos 
foram apresentadas neste capítulo: 


e O método das tensões de nó funciona para 
circuitos planares e não planares. Um nó de 
referência é escolhido entre os nós essenciais. 
Variáveis representando tensões são atribu- 
ídas aos nós essenciais restantes, e a lei das 
correntes de Kirchhoff é usada para escre- 
ver uma equação por variável. O número de 
equações é n, — 1, onde n, é o número de nós 
essenciais. (Seção 4.2.) 

e O método das correntes de malha funciona 
somente para circuitos planares. Correntes 
de malha são atribuídas a cada malha, e a lei 
das tensões de Kirchhoff é usada para escre- 
ver uma equação por malha. O número de 
equações é b — (n — 1), em que b é o número 
de ramos em que a corrente é desconhecida 
e n é o número de nós. As correntes de malha 
são usadas para determinar as correntes de 
ramo. (Seção 4.5.) 


Várias técnicas novas de simplificação de cir- 
cuito foram apresentadas neste capítulo: 


e Transformações de fonte permitem substituir 
uma fonte de tensão (v) e um resistor em 
série (R) por uma fonte de corrente (i) e um 
resistor em paralelo (R) e vice-versa. As com- 
binações devem ser equivalentes em termos 
da tensão e da corrente em seus terminais. A 
equivalência terminal é válida contanto que 


(Seção 4.9) 


e Equivalentes de Thévenin e equivalentes 
de Norton permitem simplificar um circuito 
constituído de fontes e resistores e substituí- 
-lo por um circuito equivalente que consiste 
em uma fonte de tensão e um resistor em 
série (Thévenin), ou em uma fonte de cor- 
rente e um resistor em paralelo (Norton). 
O circuito simplificado e o circuito original 
devem ser equivalentes em termos da tensão 
e corrente em seus terminais. Por isso, deve- 
-se ter em mente que (1) a tensão de Théve- 
nin (V,,) é a tensão de circuito aberto nos 
terminais do circuito original; (2) a resis- 
tência de Thévenin (R,,) é a razão entre a 
tensão de Thévenin e a corrente de curto- 
-circuito que passa pelos terminais do cir- 
cuito original e (3) o equivalente de Norton 
é obtido por meio de uma transformação 
de fonte em um equivalente de Thévenin. 
(Seção 4.10.) 


Máxima transferência de potência é a técnica 
para calcular o máximo valor de p que pode ser 
fornecido a uma carga, R,. A máxima transfe- 
rência de potência ocorre quando R, = Ra 
resistência de Thévenin vista dos terminais do 
resistor R,. A equação para a máxima transfe- 
rência de potência é 
2 
ns Van 
4RL. 
(Seção 4.12.) 


Em um circuito com várias fontes independen- 
tes, a superposição permite ativar uma fonte 
por vez e somar as tensões e correntes resul- 
tantes para determinar as tensões e correntes 
que existem quando todas as fontes indepen- 
dentes estão ativas. Fontes dependentes nunca 
são eliminadas quando se aplica a superposição. 
(Seção 1.13.) 


Problemas 


Seção 4.1 
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4.1 


25 mÃ 


4.2 


4.3 


Para o circuito mostrado na Figura P4.1, deter- 
mine o número de: (a) ramos, (b) ramos em que 
a corrente é desconhecida, (c) ramos essenciais, 
(d) ramos essenciais em que a corrente é desco- 
nhecida, (e) nós, (f) nós essenciais e (g) malhas. 


Figura P4.1 


a) Se somente os nós e os ramos essenciais 
fossem identificados no circuito da Figura 
P4.1, quantas equações simultâneas seriam 
necessárias para descrevê-lo? 


b) Quantas dessas equações podem ser 
deduzidas usando a lei das correntes de 
Kirchhoff? 


c) Quantas devem ser deduzidas usando a 
lei das tensões de Kirchhoff? 


d) Quais são as duas malhas que devem ser 

evitadas ao aplicar a lei das tensões? 
Suponha que a tensão v no circuito da Figura 
P4.3 seja conhecida. Os resistores R, — R., tam- 
bém são conhecidos. 


a) Quantas correntes desconhecidas há? 


b) Quantas equações independentes podem 
ser escritas usando-se a lei das correntes 
de Kirchhoff (LCK)? 


c) Escreva um conjunto de equações inde- 
pendentes LCK. 


4.5 


d) Quantas equações independentes podem 
ser deduzidas da lei das tensões de Kirch- 
hoff (LTK)? 


e) Escreva um conjunto de equações LTK 


independentes. 
Figura P4.3 
Rj R4 
MA e ANAy e 
R$ ER 


O 


Uma corrente que sai de um nó é definida 
como positiva. 


a) Some as correntes em cada nó no circuito 
mostrado na Figura P4.3. 


b) Mostre que qualquer uma das equações 


em (a) pode ser deduzida das três equa- 
ções restantes. 


a) Quantas partes separadas tem o circuito 
da Figura P4.5? 

b) Quantos nós? 

c) Quantos ramos existem? 


d) Suponha que o nó inferior em cada parte 
do circuito seja unido por um único 
condutor. Repita os cálculos feitos em 


(a) 0). 


Figura P4.5 
e 
É, (1) in|$R, $R, 
nd 
Rs 
ANA E 
O SRy $ Rs 
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Seção 4.2 


4.6 Use o método das tensões de nó para deter- 


Pspice minar U, no circuito da Figura P4.6. 
Multisim 
Figura P4.6 
80 0 
20 O 
40 mÃ 
24V 


4.7 | a) Determine a potência fornecida pela 
Pspice fonte de corrente de 40 mA no circuito 
eco da Figura P4.6. 


b) Determine a potência fornecida pela 
fonte de tensão de 24 V no circuito da 
Figura P4.6. 


c) Verifique que a potência total fornecida é 
igual à potência total dissipada. 
4.8 Um resistor de 50 O é ligado em série com a 
Pspice | fonte de corrente de 40 mA no circuito da 
da Figura P4.6. 


a) Determine v,. 


b) Determine a potência fornecida pela 
fonte de corrente de 40 mA. 

c) Determine a potência fornecida pela 
fonte de tensão de 24 V. 

d) Verifique que a potência total fornecida é 
igual à potência total dissipada. 

e) Qual será o efeito de qualquer resistência 
finita ligada em série com a fonte de cor- 
rente de 40 mA sobre o valor de v,? 

4.9 Use o método das tensões de nó para deter- 


Pspice minar a potência que a fonte de 2 A absorve 
Muisim go circuito da Figura P4.9. 
Figura P4.9 
109 
AM 
2A CG 500 (O 45V 
40 
MA 


410 a) Use o método das tensões de nó para mos- 

Pspice trar que a tensão de saída v, no circuito 

dana da Figura P4.10 é igual ao valor médio das 
tensões das fontes. 


b) Determine v se v,=100V,v,=80V e 


v;=60V. 
Figura P4.10 
sa nas 1] 
+ 
R R R R 
Vo 
vi vz vz Va 
=” a 


4.11 a) Useométodo das tensões de nó para deter- 
Pspice minar as correntes de ramo i — i, no cir- 


Mutisim cuito mostrado na Figura P4.11. 


b) Determine a potência total dissipada no 


circuito. 
Figura P4.11 
50 40 100 
ANAy ANA AMA 


I I 


ns v(O) io) 60 0 ia 80 9 (D)ov 


4.12 Use o método das tensões de nó para deter- 


Pspice minar U, e v, no circuito da Figura P4.12. 
Multisim 
Figura P4.12 
40 80 0 
Ai Air 


100 w 3A 


$50 


413 Use o método das tensões de nó para deter- 
Pspice minar U, e v, no circuito da Figura P4.13. 


Multisim 
Figura P4.13 
8 OQ 
AMA 
+ E 
6A v $400 800 21200 (Dia 
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4.14 a) Useo método das tensões de nó para deter- Figura P4.15 
dia minar V,, V, € v, no circuito da Figura 12 . 
P4.14. mod 
Lá 
b) Qual é a potência que a fonte de tensão 125 v(O) i 1186 Q 
de 40 V fornece ao circuito? 20 
E AM ——$ 
Figura P4.14 Fsb is MO 
b2 
ore aa vsv() sjÊ2O 
10 
28 A 2 
i3 
109 20 4.16 Use o método das tensões de nó para deter- 


Pspice minar a potência total dissipada no circuito 
4.15 O circuito mostrado na Figura P4.15 é um a qa Figura P4.16. 


Pspice modelo cc de um circuito de distribuição : 
Múilsim S Figura P4.16 
residencial. SA 
a) Use o método das tensões de nó para 
determinar as correntes de ramo i, — i,. 
120 20 0 


b) Teste sua solução para as correntes de 


ramo, mostrando que a potência total dis- 


sipada é igual à potência total gerada. 40 VC) $ 50 $ 400 E 15 A 


Seção 4.3 
4.17 a) Useo método das tensões de nó para deter- Figura P4.18 
Pspice minar v, no circuito da Figura P4.17, 100 30 O 
Multisim AMA MN 
b) Determine a potência absorvida pela 
fonte dependente. 160 V (O io| 100 O 150 is 
c) Determine a potência total gerada pelas 20 0 
fontes independentes. fé 
FROM 4.19 a) Useométodo das tensões de nó para deter- 
a E Pspice minar a potência total gerada no circuito 
Ea dencenei da Figura P4.19. 
É10 n b) Verifique sua resposta determinando a 
3A (1) vo £200 O (O 80 V potência total absorvida no circuito. 
O ia Figura P4.19 
= 1.250 O 200 O 
o AMA — My 


4.18 Use o método das tensões de nó para calcular 
Pspice | a potência gerada pela fonte de tensão depen- 
Wuisim — gente no circuito da Figura P4.18. 


2.500 iá 


Circuitos elétricos 


4.20 a) Useo método das tensões de nó para deter- 
minar v, no circuito da Figura P4.20. 


b) Determine a potência total dissipada no 


circuito. 
Figura P4.20 
500 Q 2k0 
ANA AMA, 
+ + 


ov(O) VAZIKO 


4.21 a) Determine as tensões de nó v,, v, e v; no 
Pspice circuito da Figura P4.21. 
Multisim 
b) Determine a potência total dissipada no 
circuito. 
Figura P4.21 
50 10 0 40 
AMA AMA MA 
+ + + 
50 


Om 
1L5i, 


Seção 4.4 
4.22 a) Useo método das tensões de nó para deter- 
Pspice minar v, e a potência fornecida pela fonte 
Multisim 


de corrente de 2 A no circuito da Figura 
P4.22. Use o nó a como o de referência. 


b) Repita (a) usando o nó b como o de 
referência. 


c) Compare a escolha do nó de referência 
em (a) e (b). Qual é melhor e por quê? 


Figura P4.22 
25V 
Dr 
AMAy 
+ 
2a(1) vo $50 Q 1500 $550 


4.23 Use o método das tensões de nó para deter- 


Pspice minar o valor de v, no circuito da Figura P4.23. 
Multisim 
Figura P4.23 
800 O 
o + 
80 0 40 O 
+ NAAS NAAS + 


500 OU mA $200 O 


4.24 Use o método das tensões de nó para deter- 


Pspice minar i, no circuito da Figura P4.24. 
Multisim 


Figura P4.24 


2k0 5kQ 


30 kQ v 1kQ 


4.25 a) Use ométodo das tensões de nó para deter- 
minar a potência dissipada no resistor de 2 O 
no circuito da Figura P4.25. 


20V 


b) Determine a potência fornecida pela 
fonte de 230 V. 


Figura P4.25 
10 
e AAN o 
10$ a $50 
e AM———s 
mov(O) 10$ lã $20 
e AAM——s 
10% a $50 
id AAA 1d 


4.26 Use o método das tensões de nó para deter- 


Pspice | minar U, no circuito da Figura P4.26. 
Multisim 
Figura P4.26 
5 VA 
100 
AM L> 
+ + 
sv(D) 30 w$20 20 O v, 400 
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4.27 a) Useo método das tensões de nó para deter- c) Você concorda com a solução apresen- 
Pspice minar as correntes de ramo i,, i, e i, no tada pela analista? 
Multisim ER : 
circuito da Figura P4.27, Figura P4.29 
b) Verifique sua solução para ij, À € is, MOS- 1.250, 
trando que a potência dissipada no cir- $ 
cuito é igual à potência gerada. 
id IkO 1º 500 2 5000 
1k0 $ ANN AMA ANA Fo 
MAAS e AL VA Ex 


ty 
2,5 kO$ 425k0 (O) 75V 


4.30 Use o método das tensões de nó para deter- 
Pspice minar a potência fornecida pela fonte de ten- 


4.28 Use o método das tensões de nó para deter- Wisin são de 20 V no circuito da Figura P4.30. 
Pspice minar o valor de v no circuito da Figura P4.28. : 
iai o 8 Figura P4.30 
Figura P4.28 35 ip 
20 << >> 
AM 
Ei Us + 
20 19 40 
—MW AMA AMA + 
= e 
19 , 
JÁ + $20 0 20 Vig | 400 800 (aus 
4V o) v,230 O 2v, é 


4.31 Mostre que, quando as equações 4.16, 4.17 e 
4.19 são resolvidas para ip,o resultado é idên- 
tico à Equação 2.25. 


4.29 Suponha que você seja um engenheiro proje- 
tista e alguém de sua equipe seja designado 
para analisar o circuito mostrado na Figura 


4.32 a) Useo método das correntes de malha para 


Pspice determinar as correntes de ramo ii, ei. 


P4.29. O nó de referência e a numeração dos ana no circuito da Figura P4.32. 
nós mostrados na figura foram escolhidos pela b) Repita (a) com a polaridade da fonte de 
analista. Sua solução associa a v, e v, Os valo- 140 V invertida. 
res de 105 V e 85 V, respectivamente. Figura P4.32 
a) Que valores a analista usou para as ten- 75 Q 150 O 

sões de nó mais à esquerda e mais à asia as 

direita ao escrever equações LCK nos ta . te 

nós1e2? 80 v(O) io] 200 O (O 140 V 
b) Teste os valores fornecidos pela analista Ee roi 


para calcular a potência total gerada 
no circuito em relação à potência total 
dissipada. 
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Seção 4.5 
4.33 Resolva o Problema 4.11 usando o método Figura P4.36 
das correntes de malha. 20 O 
AM 
4.34 Resolva o Problema 4.15 usando o método 
das correntes de malha. 100 40 
4.35 Resolva o Problema 4.24 usando o método + My Mr + 
das correntes de malha. 5Q 
4.36 a) Use o método das correntes de malha para 40 V ” (O 196 V 
Pspice determinar a potência total gerada no cir- 90 V 
ans cuito da Figura P4.36. 
ANAr ANA 
30 O 20 


b) Verifique sua resposta mostrando que a 
potência total gerada é igual à potência 
total dissipada. 4.37 


Resolva o Problema 4.25 usando o método 
das correntes de malha. 


Seção 4.6 
4.38 Resolva o Problema 4.18 usando o método 4.41 a) Useo método das correntes de malha para 
das correntes de malha. Pspice determinar v, no circuito da Figura P4.41. 


Multisim 
4.39 Use o método das correntes de malha para 


Pspice | determinar a potência dissipada no resistor 


b) Determine a potência gerada pela fonte 
dependente. 


Multisim apt cr E 
de 15 Q no circuito da Figura P4.39. Figura P4.41 
Figura P4.39 125 0 150 500 
40 RO) ANN ANN 
AMA AAA 


sv (O) 50 On 


60 15 0 4.42 
Ae We Pspice 
Multisim 


4.40 Use o método das correntes de malha para 
Pspice | determinar a potência fornecida pela fonte 


Mullisim ge tensão dependente no circuito visto na 

Figura P4.40. 

Figura P4.40 
50 
ANN e 

660 V (O $150 
100 
A ——s $250 


+ ow —- (O) av 


Use o método das correntes de malha para 
determinar a potência fornecida pela fonte 
de tensão dependente no circuito da Figura 
P4.42. 


Figura P4.42 


Seção 4.7 
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4.43 a) Use o método das correntes de malha para 


Pspice calcular i, no circuito da Figura P4.43. 
Multisim . toa . 
b) Determine a potência fornecida pela 
fonte de corrente independente. 
c) Determine a potência fornecida pela 
fonte de tensão dependente. 
Figura P4.43 
10k0 1k0 
5 mÃ 
4.44 Resolva o Problema 4.13 usando o método 
das correntes de malha. 
4.45 Resolva o Problema 4.21 usando o método 
das correntes de malha. 
4.46 Use o método das correntes de malha para 
Pspice | determinar a potência total gerada no circuito 
e: Figura P4.46. 
Figura P4.46 
109 a 
AMA 
50 40 
+ AMA ANN 4 


20 9 


04 (1) Oss in 


4.47 | a) Use o método das correntes de malha para 
determinar a potência que a fonte de corrente 
de 5 A fornece ao circuito da Figura P4.47 


b) Determine a potência total fornecida ao 
circuito. 

c) Verifique seus cálculos mostrando que a 
potência total gerada no circuito é igual à 
potência total dissipada. 


Figura P4.47 
5A 
38 O 60 
e AMA AMA 4 
“O E Om 
AM AN 
120 40 0 


4.48 a) Useo método das correntes de malha para 
Pspice 


determinar quais fontes no circuito da 
Multisim 


Figura P4.48 estão fornecendo potência. 


b) Determine a potência total dissipada no 


circuito. 
Figura P4.48 
20 50 
ANA & AMAr «O 
+ VA — — 


$20 0 (us va 


bd e 
4.49 Use o método das correntes de malha para 
Pspice | determinar a potência total dissipada no cir- 
Mulisim  cuito da Figura P4.49. 
Figura P4.49 
60 20 O 
AMA AMA 
100 V 4A 25V 
90 30 O 
ANN ANN 


4.50 a) Suponha que a tensão da fonte de 100 V 
no circuito da Figura P4.49 seja alterada 
para 675 V. Determine a potência total dis- 
sipada no circuito. 


b) Repita (a) com a fonte de corrente de 4 A 
substituída por um curto-circuito. 


c) Explique por que as respostas para (a) e 
(b) são iguais. 


d) Agora, suponhamos que você queira 
mudar o valor da fonte de 25 V, em vez da 
fonte de 100 V, no circuito na Figura P4.49, 
de modo a obter a mesma potência dissi- 
pada pela fonte de corrente determinada 
em (a) e (b). Use os resultados de (c) para 
calcular o novo valor dessa fonte de tensão. 

4.51 Resolva o Problema 4.27 usando o método 
das correntes de malha. 
4.52 a) Useo método das correntes de malha para 
Pspice determinar as correntes de ramo i —i,no 
maes circuito da Figura P4.52. 
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b) Verifique sua solução mostrando que a 
potência total gerada no circuito é igual 


à potência total dissipada. 


Figura P4.52 


iu 1Ê10O 


4.53 a) Determine as correntes de ramo i —i, para 


Pspice 
Multisim 


o circuito mostrado na Figura P4.53. 


b) Verifique suas respostas mostrando que a 
potência total gerada é igual à potência 
total dissipada. 


25 O 


Seção 4.8 


19 aC!) 40 O$ [iu 


Figura P4.53 
4 Ig —— ts 
50 100 
+ AN AM À 


4.54 Suponha que lhe pediram para determinar a 


Pspice 
Multisim 


1oma(1) 


4.55 
Pspice 
Multisim 


potência dissipada no resistor horizontal de 
1kO do circuito na Figura P4.54. 


a) Qual método de análise de circuitos você 
recomendaria? Explique por quê. 


b) Use o método de análise de sua recomen- 
dação para determinar a potência dissi- 
pada no resistor horizontal de 1 kO. 


c) Você mudaria sua recomendação se o pro- 
blema fosse determinar a potência gerada 
pela fonte de corrente de 10 mA? Explique. 


d) Determine a potência fornecida pela 
fonte de corrente de 10 mA. 


Figura P4.54 


2,5 kQ 2k0 


5kQ 1k9 


Um resistor de 4k) é colocado em paralelo com 
a fonte de corrente de 10 mA no circuito da 
Figura P4.54. Suponha que lhe pediram para cal- 
cular a potência gerada pela fonte de corrente. 


a) Qual método de análise de circuitos você 
recomendaria? Explique por quê. 


b) Determine a potência gerada pela fonte 
de corrente. 


4.56 a) Você usaria o método das tensões de nó 


Pspice 
Multisim 


ou das correntes de malha para determinar 
a potência absorvida pela fonte de 20 V no 


circuito da Figura P4.56? Explique sua 


escolha. 


b) Use o método que você selecionou em 
(a) para determinar a potência. 


Figura P4.56 


0,003 va 


4.57 A fonte variável de corrente cc no circuito da 


Pspice 
Multisim 


Figura P4.57 é ajustada de modo que a potên- 
cia gerada pela fonte de corrente de 40 mA 


seja igual a zero. Determine o valor de i... 


a) Você usaria o método das tensões de nó 
ou das correntes de malha para determi- 


nar i..? Explique sua escolha. 


b) Use o método selecionado em (a) para 
determinar i... 
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Figura P4.57 b) Use o método selecionado em (a) para 
40 mA determinar V... 
(>) c) Verifique sua solução mostrando que 
a potência gerada é igual à potência 
500 9 750 O dissipada. 
MA ——A——AMA,——& ] 
Figura P4.58 
mov () $2500 FIkQ (Di 300 
1.250 0 
RO MM o 159 
Ee e MY AMA o 
4.58 A fonte variável de corrente cc no circuito da in 
Pspice Figura P4.58 é ajustada de modo que i seja 
Multisim a so ! dane to 8] 23V O) Vac 
: io 46 V 
a) Você usaria o método das tensões de nó DOM ANN 
ou das correntes de malha para determi- 20 0 25 0 
nar V..? Explique sua escolha. 
Seção 4.9 
4.59 a) Use uma série de transformações de fonte 4.61 a) Use transformações de fonte para deter- 


para determinar a tensão v, no circuito da 
Figura P4.59. 


b) Verifique sua solução usando o método 
das correntes de malha. 


Figura P4.59 


4.60 a) Determine a corrente i, no circuito da 


Pspice Figura P4.60 fazendo uma série de trans- 
Multisim ê 
formações de fonte adequadas. 

b) Usando o resultado obtido em (a), faça 
os cálculos no sentido inverso para deter- 
minar a potência desenvolvida pela fonte 
de 50 V. 

Figura P4.60 

10k0 3k0 5kQ 


Pspice 


minar a corrente i, no circuito da Figura 
Multisim 


P4.61. 


b) Verifique sua solução usando o método 
das tensões de nó para determinar i . 


Figura P4.61 
1 


(9) 
25 ma() 330 0 270 0, (1) 25 mA 


4.62 a) Use uma série de transformações de fonte 
Pspice para determinar i, no circuito da Figura 
Multisim P462 


1500 
AA 


+ — 


b) Verifique sua solução usando o método 
das correntes de malha para determinar i. 


Figura P4.62 
1A 
60 50 os 
AMA ANA, 4 
$170 
2A 60 15 0 
Qu 
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4.63 a) Use transformações de fonte para deter- 
Pspice minar v, no circuito da Figura P4.63. 
a b) Determine a potência gerada pela fonte 
de 520 V. 
c) Determine a potência gerada pela fonte 
de corrente de 1 A. 
d) Verifique que a potência total gerada é 
igual à potência total dissipada. 


Seção 4.10 


Figura P4.63 
520 V 


4.64 Obtenhao equivalente de Thévenin em relação 


Pspice aos terminais a,b para o circuito da Figura P4.64. 
Multisim 
Figura P4.64 
10 0 2,5 0 
AMA NAAS ea 


sov(O) 30 O 


4.65 Obtenha o equivalente de Norton em relação 


ob 


aos terminais a,b para o circuito da Figura P4.65. 


Figura P4.65 


2kQ 
ANA, ea 


75 mÃ 4k0Q 3k0 


b 


4.66 Obtenha o equivalente de Norton em relação 


Pspice | aos terminais a,b para o circuito da Figura 
Multisim 
P4.66. 
Figura P4.66 
4A 
100 80 
e MAY MA ea 


cov() 40 O 


4.67 Obtenha o equivalente de Thévenin em rela- 
Pspice 
Multisim 


ob 


ção aos terminais a,b para o circuito da Figura 
P4.67, 


Figura P4.67 
10 A 
30 0 
e NAAS 
80 5,2 0 
e——M ANA, .a 
500 (O) 120 
ob 


4.68 Obtenha o equivalente de Norton em relação 
Pspice aos terminais a,b para o circuito da Figura P4.68. 


Multisim 
Figura P4.68 
15k0 


AMA ea 
( ! )10mA 10k0 ( 30 V ( à )3mA 5kQ 
ob 


4.69 Um equivalente de Thévenin também pode 
ser obtido a partir de medições realizadas no 
par de terminais de interesse. Suponha que as 


seguintes medições foram feitas nos terminais 

a,b do circuito na Figura P4.69. 
Quando um resistor de 20 O é ligado aos 
terminais a,b, a tensão v,, medida é 100 V. 
Quando um resistor de 50 O é ligado aos 
terminais a,b, a tensão medida é 200 V. 
Obtenha o equivalente de Thévenin da 
rede em relação aos terminais a,b. 


Figura P4.69 
Rede resistiva o 4 a 
linear com 
fontes 
independentes 


e dependentes º eb 


4.70 Uma bateria de automóvel, quando ligada 
ao rádio de um carro, fornece 12,5 V. Quando 
ligada a um conjunto de faróis, fornece 11,7 V. 
Suponha que o rádio possa ser modelado como 
um resistor de 6,25 OQ e os faróis possam ser 
modelados como um resistor de 0,65 Q. Quais 
são os equivalentes de Thévenin e de Norton 
para a bateria? 


4.71. Determine i e v, no circuito mostrado na 
Pspice | Figura P4.71 quando R, for um resistor do 
Mutism — Apêndice H tal que 100 0 = R,<200 O. 
Figura P4.71 
120 O 40 O lo 
e 
+ 
$ 100 O 
400 O 18 mÃS 240 0 v5 R, 
Os 
e 
4.72 Um voltímetro com uma resistência de 85,5 
Pspice | k() é usado para medir a tensão v,, no circuito 
Multisim 


da Figura P4.72. 
a) Qual é a leitura do voltímetro? 


b) Qual será a percentagem de erro na lei- 
tura do voltímetro, se a percentagem de 
erro for definida como [(medida — real)/ 


real] xX 100? 
Figura P4.72 
1x0 
AMA ea 
$5k0 
20kK9 25mA $45k0 


ob 


4.73 A ponte de Wheatstone, no circuito da Figura 
Pspice | P4.73, está equilibrada quando R, é igual a 
MR 3,000N.Sc0 galvanômetro tiver uma resistên- 
cia de 50 OQ, qual será a corrente no galvanô- 

metro quando a ponte estiver desequilibrada 

e R, for 3.003 0? (Sugestão: obtenha o equi- 

valente de Thévenin em relação aos terminais 

do galvanômetro quando R,=3.003 0.Observe 

que, uma vez obtido esse equivalente de Thé- 

venin, é fácil determinar a corrente de 
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desequilíbrio no ramo do galvanômetro para 
diferentes indicações do galvanômetro.) 


Figura P4.73 


Ri $ 500 0 Galvanômetro By $3 000 O 


vo) ED | 


R5$200 9 Rs $1.200 9 


4.74 Obtenha equivalente de Thévenin em relação 


Pspice | aos terminais a,b do circuito da Figura P4.74. 
Multisim 


Figura P4.74 
2,5 kO 
AMA 


— 


q 
(O 100 V 


4.75 Obtenha equivalente de Norton em relação 
Pspice 


aos terminais a,b do circuito da Figura P4.75. 
Multisim 


Figura P4.75 


4.76 A leitura de um amperímetro usado para 

Pspice medir a corrente i, no circuito mostrado na 
Multisim PA 
Figura P4.76 É 6 A. 


a) Qual é a resistência do amperímetro? 


b) Qual é a percentagem de erro na medi- 
ção de corrente? 
Figura P4.76 
ZA is 
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Seção 4.11 


4.77 a) 


b) 


4.78 a) 
Pspice 
Multisim 


b) 


Obtenha o equivalente de Thévenin em 
relação aos terminais a,b do circuito da 
Figura P4.64 sem determinar nem a ten- 
são de circuito aberto nem a corrente de 
curto-circuito. 


Obtenha o equivalente de Norton em 
relação aos terminais a,b do circuito da 
Figura P4.66 sem determinar nem a ten- 
são de circuito aberto nem a corrente de 
curto-circuito. 

Obtenha o equivalente de Thévenin em 
relação aos terminais a,b do circuito da 
Figura P4.78 determinando a tensão de cir- 
cuito aberto e a corrente de curto-circuito. 


Determine a resistência de Thévenin 
removendo as fontes independentes. 
Compare seu resultado com a resistência 
de Thévenin determinada em (a). 


Figura P4.78 


20 0 


AM 


ISA 


4.79 Obtenha o equivalente de Thévenin em rela- 
ção aos terminais a,b do circuito da Figura 
P4.79. 


Seção 4.12 


Figura P4.79 
di 150 0 
200 O 50 O a 
é AM AM e 
100 O $ 250: 


4.80 Obtenhao equivalente de Thévenin em relação 
aos terminais a,b do circuito da Figura P4.80. 


Figura P4.80 
20 O 24 O 
AMA ANA ea 
10 0 
100 9 | 500 
13i 


eb 


4.81 Obtenha o equivalente de Norton em relação 
aos terminais a,b do circuito da Figura P4.81. 


Figura P4.81 
500 O 


eb 


4.82 O resistor variável no circuito da Figura P4.82 
Pspice | é ajustado para a máxima transferência de 


Multisim 


a) 


potência a R,. 


Determine o valor de R,. 


b) Determine a potência máxima que pode 


c) 


ser transferida para R,. 


Encontre um resistor no Apêndice H com 
valor mais próximo do obtido em (a). 


Qual a potência transferida para esse 


resistor? 
Figura P4.82 
24kK0 1,6kK0 
AMA ANA e 


60V $48kQ 15mA $5kQ EB 


1,8kQ 
AMA 


4.83 
Pspice 
Multisim 


4.84 


4.85 


4.86 
Pspice 
Multisim 


4.87 
Pspice 
Multisim 


Qual percentagem da potência total gerada 

no circuito da Figura P4.82 é fornecida a R, 

quando R, é ajustado para a máxima transfe- 

rência de potência? 

a) Calcule a potência fornecida a R, para 
cada valor usado no Problema 4.71. 


b) Trace um gráfico da potência fornecida a 
R, em função da resistência R. 


c) Para qual valor de R, a potência forne- 
cida é máxima? 

a) Determine o valor do resistor variável R, 
no circuito da Figura P4.85 que resultará na 
dissipação de potência máxima no resistor 
de 6 O. (Sugestão: conclusões apressadas 
podem ser prejudiciais para sua carreira.) 


b) Qual é a potência máxima que pode ser 
fornecida ao resistor de 6 0? 


Figura P4.85 


avO 


$60 


Um resistor variável R, é ligado aos terminais 
a,b do circuito da Figura P4.75. O resistor 
variável é ajustado até que a potência máxima 
seja transferida a R,. 


a) Determine o valor de R,. 


b) Determine a potência máxima fornecida 
aR,. 

c) Determine a percentagem da potência total 
gerada no circuito que é fornecida a R,. 


d) Encontre um resistor no Apêndice H com 
valor mais próximo do obtido em (a). 


e) Determine a percentagem da potência 
total gerada no circuito que é entregue 
ao resistor em (d). 

O resistor variável (R,) no circuito da Figura 

P4.87 é ajustado até absorver potência máxima 

do circuito. 


a) Determine o valor de R,. 


4.88 
Pspice 
Multisim 


4.89 
Pspice 
Multisim 
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b) Determine a potência máxima. 


c) Determine a percentagem da potência total 
gerada no circuito que é fornecida a R,. 


Figura P4.87 
150 50 
AMAy e AMA e 
+ VA — A 


O resistor variável (R,) no circuito da Figura 
P4.88 é ajustado até que a potência nele dis- 
sipada seja 250 W. Determine os valores de 


R, que satisfaçam essa condição. 


Figura P4.88 
25 O 


O resistor variável no circuito da Figura P4.89 
é ajustado para a máxima transferência de 
potência para R,. 

a) Determine o valor de R,. 

b) Determine a potência máxima fornecida 
aR. 

(0) 

c) Qual é a potência que a fonte de 180 V 
fornece ao circuito, quando R, é ajustado 
para o valor calculado em (a)? 

Figura P4.89 

184 ig 


100 6) O,1va 
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4.90 O resistor variável (R, ) no circuito da Figura 
Pspice | P4.90 é ajustado para a máxima transferência 
Multisim no 
de potência a R,. 


a) Determine o valor de R, . 


b) Determine a potência máxima transfe- 


ridaa R,. 
Figura P4.90 
30 0 
AMA 
450 60 O 
AN AMA ——& 
ip 
3,6 ev) 3000 ZRL 150ig 
30 0 150 
AMA AAA 


4.91. O resistor variável (R,) no circuito da Figura 
Pspice | P4.91 é ajustado para a máxima transferência 
Multisim Ra 
de potência a R. 


a) Determine o valor de R,. 


b) Determine a potência máxima que pode 
ser fornecida a R,. 


c) Qual percentagem da potência total 
gerada no circuito é fornecida ao R, 
obtido em (a)? 


d) Se R, for selecionado do Apêndice H, 
qual valor de resistor resultará na maior 
quantidade de potência fornecida a R,? 


Figura P4.91 


31614 


Seção 4.13 
4.92 a) No circuito da Figura P4.92, antes de a Figura P4.93 
Pspice fonte de corrente de 5 mA ser inserida nos 4A 
Multisim Ea sê 
terminais a,b, a corrente i, é calculada em 
3,5 mA. Use o princípio da superposição so 20 
para determinar o valor de i, após a inser- Mi MA — 


ção da fonte de corrente. 


b) Verifique sua solução determinando i, 
quando todas as três fontes estão agindo 
simultaneamente. 


Figura P4.92 


sv 


4.93 a) Useo princípio da superposição para deter- 
Pspice minar a tensão v no circuito da Figura 
Multisim P4.93 


b) Determine a potência dissipada no resis- 
tor de 10 O. 


$129 


4.94 Useo princípio da superposição para calcular 
i, € V, no circuito da Figura P4.94. 


Figura P4.94 


4.95 a) Useo princípio da superposição para deter- 


Pspice minar a corrente i, no circuito da Figura 
Multisim 


P4.95. 
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Figura P4.95 Figura P4.97 
a PRA 
lo 50 
(Da 20 O 104 $600 $300 
4k0Q 
75V ó AMA é o 
a + 
tb 
25V és 5mA $20k0 v, 
4.96 a) Useo princípio da superposição para deter- 
Pspice minar a tensão vno circuito da Figura P4.96. Fo . 
Multisim ; 
Figura P4.96 4.98 Use o princípio da superposição para deter- 
50 40 Psnice : , 5 Ê N 
un iva E minar a corrente ino circuito da Figura P4.98. 
Figura P4.98 
mo v() vo £20 O (sv 1kKOQ 
e 19 Eis 
o MA NAAS e b 
2k0 4k0Q 
16 A + Ay ANN À 
o "O O Our 
4.97 a) Useoprincípio da superposição para deter- 2k0 
Pspice minar v, no circuito da Figura P4.97, AMA 
Multisim 
Seções 4.1-4.13 
4.99 Suponha que seu supervisor tenha lhe pedido 4.100 Determine i, e i, no circuito da Figura P4.100. 
para determinar a potência gerada pela fonte de Pspice E; gura P4.100 
Multisim 


50 V no circuito da Figura P4.99. Antes de reali- 
zar os cálculos, ele lhe pede para apresentar uma 


proposta descrevendo como você planeja resol- 
, : E : 100 
ver o problema. Além disso, você deve explicar 


por que escolheu o método de solução proposto. 


a) Descreva o plano de ataque, explicando 
120 v(O) 


o usp 20 0 
seu raciocínio. 


b) Use o método descrito em (a) para deter- 
minar a potência gerada pela fonte de 50 V. 


100 
Figura P4.99 
50V 
: 65 4101 Determine v,, v, e v, no circuito da Figura 
EF Pspice  P4.101. 
n% 100 0 1$50 o) Multisim 
== “| 1009 
A> fo AMA 
094 — $20 50 ix 
50 0 IRA 
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Figura P4.101 


010 010 
AMA, e AMA F e FR 
120 “(O $36 9 vi $36 Q 
020 020 — 
). 
9 AMAM + v3$270 
120 V $450  w$459 
010 010 - = 
AMA bd AA o 


4.102 Duas fontes ideais de tensão cc são ligadas 
por condutores elétricos cuja resistência é 
r Q/m, como mostra a Figura P4.102. Uma 
carga cuja resistência é R O) move-se entre 
as duas fontes de tensão. Sendo x a distân- 
cia entre a carga e a fonte v, e L, a distância 
entre as fontes: 


a) Mostre que 
CC WRL + R(v,— vyx 
RL +2rLx — 2x 


b) Mostre que a tensão v será mínima 
quando 


L + R ( y 
>| — [) — Lv, — ; 
=D vi 1v2 Ae vz 


c) Determine x para L = 16 km, v, = 1.000 V, 
v,=1.200V,R=390€er=5X1090/m. 


d) Qual é o valor mínimo de v para o cir- 
cuito de (c)? 
Figura P4.102 


X————— 


paes 


rO/m 


=» 


OU 


o 


+ 


R (carga 
E $ móvel) 


4.103 
Pspice 
Multisim 


4.104 


Problema 
de Projeto 


4.105 
Perspectiva 
Prática 
Pspice 
Multisim 


4.106 


Perspectiva 
Prática 


4.107 
Perspectiva 
Prática 
Pspice 
Multisim 


4.108 


Perspectiva 
Prática 


Medições de laboratório em uma fonte de ten- 
são cc indicam uma tensão terminal de 75 V 
a vazio e de 60 V quando a fonte alimenta um 
resistor de 20 O. 


a) Qualé o equivalente de Thévenin da fonte? 


b) Mostre que a resistência de Thévenin da 
fonte é dada pela expressão 


0) 
Ras (= - Drs 


(0) 
em que 
Vmm= é a tensão de Thévenin, 
v,= a tensão terminal, correspondente à 
resistência de carga R,. 
Para o circuito da Figura 4.69, deduza as 
expressões para a sensibilidade de v, e v, às 
variações nas correntes de fonte 1 g1 € I go 
Suponha que os valores nominais para os 
componentes do circuito da Figura 4.69 
sejam: R =25 0,R,=50;R,=50 0; 
R=50, La =124A;e Lo = 16 A. Faça uma 
previsão para os valores de v e v,se 1 É dimi- 
nuir para 11 A e todos os outros componentes 
continuarem com seus valores nominais. Veri- 
fique suas previsões usando uma ferramenta 
como PSpice ou MATLAB. 
Repita o Problema 4.105 considerando que o 
valor de 1 «o Aumente para 17 A e todos os outros 
componentes continuem com seus valores 
nominais. Verifique suas previsões usando uma 
ferramenta como PSpice ou MATLAB. 
Repita o Problema 4.105 considerando que o 
valor de 1, diminua para 11 A e o valor de 7,» 
aumente para 17 A. Verifique suas previsões 
usando uma ferramenta como PSpice ou 
MATLASB. 
Use os resultados da Tabela 4.2 para prever 
os valores de ve v, se R, e R, aumentarem 
para 10% acima de seus valores nominais e 
R,e R, diminuírem para 10% abaixo de seus 
valores nominais. 1 alo continuam com seus 
valores nominais. Compare os valores de v, e 
v, que você previu com seus valores reais. 
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SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


5.1 Terminais do amplificador operacional -5 Circuito amplificador não inversor 

b.2 Tensões e correntes terminais .6 Circuito amplificador diferencial 

5.3 Circuito amplificador inversor -7 Modelo mais realista para o amplificador 
5.4 Circuito amplificador somador operacional 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber identificar os cinco terminais de amp ops e descrever e utilizar as restrições de tensão e corrente e as simpli- 
ficações resultantes em um amp op ideal. 


2. Saber analisar circuitos simples que contêm amp ops ideais e reconhecer os seguintes circuitos amplificadores 
operacionais: amplificador inversor, amplificador somador, amplificador não inversor e amplificador diferencial. 


3. Entender o modelo mais realista para um amp op e saber utilizá-lo para analisar circuitos simples que contêm amp ops. 


O circuito eletrônico conhecido como amplificador operacional vem se tornando cada vez mais im- 
portante. Contudo, uma análise detalhada desse circuito exige o conhecimento de dispositivos eletrônicos, tais 
como diodos e transistores. Então, você talvez esteja se perguntando por que estamos apresentando esse circuito 
antes de discutir seus componentes eletrônicos. Há várias razões. A primeira é que é possível avaliar a utilização 
do amplificador operacional como um bloco construtivo de circuitos focalizando o comportamento em seus ter- 
minais. Em um nível introdutório, não é preciso entender completamente o funcionamento dos componentes ele- 
trônicos que comandam o comportamento terminal. A segunda razão é que o modelo de circuito do amplificador 
operacional requer a utilização de uma fonte dependente. Assim, tem-se a oportunidade de utilizar esse tipo de 
fonte em um circuito prático, em vez de usá-la como um componente abstrato de um circuito. Em terceiro lugar, 
pode-se combinar o amplificador operacional com resistores para executar algumas funções muito úteis, como 
multiplicar por um fator constante, somar, mudar de sinal e subtrair. Por fim, após a apresentação de indutores 
e capacitores no Capítulo 6, poderemos mostrar como usar o amplificador operacional para projetar circuitos 
integradores e diferenciadores. 


Circuitos elétricos 


Nossa abordagem do comportamento terminal do amplificador operacional implica considerá-lo uma 
caixa-preta; isto é, não estamos interessados na estrutura interna do amplificador nem nas correntes e 
tensões que existem nessa estrutura. O importante é lembrar que o comportamento interno do amplificador 
responde pelas restrições de tensão e corrente impostas aos terminais. (Por enquanto, pedimos que você 
aceite essas restrições de boa-fé.) 


Perspectiva prática 


Extensômetros 


Como medir o grau de curvatura de uma barra de metal, como a mostrada na figura, sem contato físico com a barra? Um 
método seria usar um extensômetro. Trata-se de um tipo de transdutor, ou seja, um dispositivo que mede uma quantidade, con- 
vertendo-a para uma forma mais conveniente. A quantidade que queremos medir na barra de metal é o ângulo de curvatura, mas 
medir esse ângulo diretamente é bastante difícil e pode até ser perigoso. Em vez disso, conectamos um extensômetro (mostrado no 
desenho) à barra. Um extensômetro é uma grade de fios finos cuja resistência muda quando os fios são alongados ou encurtados: 


ANE, 

AR = dio 
em que R é a resistência do medidor em repouso, AL/L é o alongamento fracionário do medidor, a constante 2 é um fator típico 
do medidor e AR é a variação da resistência causada pelo encurvamento da barra. Normalmente, pares de extensômetros são 
conectados a lados opostos de uma barra. Quando a barra é curvada, os fios de um par de medidores ficam mais longos e finos, 
o que aumenta a resistência, enquanto os fios do outro par de medidores ficam mais curtos e grossos, o que reduz a resistência. 

Mas como a variação da resistência pode ser medida? Um modo seria usar um ohmímetro. Entretanto, a variação na 
resistência do extensômetro costuma ser muito menor do que a que poderia ser medida com precisão por um ohmímetro. Nor- 
malmente, os pares de extensômetros são conectados de modo a formar uma ponte de Wheatstone, e a diferença de tensão 
entre as duas pernas da ponte é medida. Para fazer uma medição precisa da diferença de tensão, usamos um circuito com um 
amplificador operacional que amplifica, ou aumenta, a diferença de tensão. Após apresentarmos o amplificador operacional e 
alguns dos circuitos importantes que utilizam esses dispositivos, vamos apresentar o circuito usado nos extensômetros para 
medir o grau de curvatura de uma barra de metal. 

O circuito amplificador operacional surgiu pela primeira vez como um bloco construtivo básico em computadores analógi- 
cos. Denominava-se operacional porque era usado para estabelecer as operações matemáticas de integração, diferenciação, 
adição, mudança de sinal e multiplicação. Nos últimos anos, a gama de aplicação foi ampliada para além do estabelecimento 
de operações matemáticas; contudo, o nome original do circuito se manteve. Engenheiros e técnicos têm uma tendência a criar 
jargões técnicos; por conseguinte, o amplificador operacional é amplamente conhecido como amp op. 


Ron Chapple/Corbis 
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5.1 Terminais do amplificador operacional 


Considerando-se que estamos enfatizando o Figura 5.1 Versão de oito terminais do DIP (visto de cima). 
comportamento terminal do amplificador operacio- 
nal (amp op), começamos discutindo os terminais de 
um dispositivo disponível no mercado. Em 1968, a 
Fairchild Semiconductor lançou um amp op que con- 
quistou ampla aceitação: o uA741. (O prefixo vuA foi 
usado pela Fairchild para indicar que se tratava de 
um microcircuito.) Esse amplificador está disponível 
em diversos encapsulamentos. Para nossa discussão, 
escolhemos o encapsulamento DIP de oito terminais.! 
A Figura 5.1 mostra uma vista de cima desse disposi- 
tivo com os terminais identificados. Os terminais mais 
importantes são: 


NC 


e entrada inversora; 
e entrada não inversora; 


e saída; 
e fonte de alimentação positiva (V”); 


e fonte de alimentação negativa (V”). 


Os três terminais restantes são de pouca ou nenhuma importância. Os de compensação 
podem ser usados em um circuito auxiliar para compensar uma degradação de desempenho 
por tempo de uso e defeitos. Todavia, na maioria dos casos a degradação é desprezível; assim, 
muitas vezes os terminais indicadores de desvio não são utilizados e desempenham um papel 
secundário na análise do circuito. O terminal 8 não é de interesse simplesmente por não ser 
utilizado; NC quer dizer não conectado, o que significa que o terminal não está ligado ao cir- 
cuito amplificador. 

A Figura 5.2 mostra um símbolo de circuito amplamente utilizado para um amp op que 
contém os cinco terminais de maior interesse. Como não é conveniente usar palavras para iden- 
tificar terminais em diagramas de circuito, simplificamos sua designação da seguinte forma: o 
terminal de entrada não inversora é identificado por um sinal positivo (+), e o de entrada 
inversora, por um sinal negativo (—). Os terminais da fonte de alimentação, que são sempre 
desenhados do lado de fora do triângulo, são marcados como V* e V”. Entende-se que o termi- 
nal situado no vértice do triângulo é sempre o de saída. A Figura 5.3 resume essas convenções. 


Figura 5.2 Símbolo de circuito para um amp op. Figura 5.3 Símbolo do circuito simplificado 


. ; para um amp op. 
Fonte de alimentação 


Entrada positiva a 
não Inversora 
Saída 
Entrada 
RR Fonte de alimentação E 
negativa d 


DIP é uma abreviatura para encapsulamento dual em linha (dual in-line package). Isso significa que 
os terminais de cada lado do dispositivo estão alinhados, o mesmo ocorrendo com os terminais de 
lados opostos do dispositivo. 
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Figura 5.4 Tensões terminais. 5.2 Tensões e correntes terminais 
V+ 


Agora estamos prontos para apresentar as tensões e correntes 


+ terminais usadas para descrever o comportamento do amp op. As 
+ tensões são medidas em relação a um nó de referência.” A Figura 

vo E di : Ea Vec 5.4 mostra as tensões com suas polaridades de referência. 
Um VecT— á = Todas as tensões são consideradas elevações de tensão em 
E To relação ao nó de referência. Essa convenção é a mesma usada no 


método das tensões de nó. Uma fonte de tensão positiva (Vcc) é 
conectada entre V* e o nó de referência. Uma fonte de tensão nega- 
tiva (—Vco) é conectada entre Vº e o nó de referência. A tensão 
Figura 5.5 Correntes terminais. entre o terminal de entrada inversora e o nó de referência é v,. A 
tensão entre o terminal de entrada não inversora e o nó de referên- 
ciaé UV p À tensão entre o terminal de saída e o nó de referência é v,.. 


nd 
Nó de referência 


A Figura 5.5 mostra as correntes com seus sentidos de refe- 
rência. Observe que todas as correntes apontam para dentro dos 
terminais do amplificador operacional: i é a corrente que entra no 
terminal da entrada inversora; i, é a corrente que entra no termi- 
nal da entrada não inversora; i é a corrente que entra no terminal 
de saída; i.+ é a corrente que entra no terminal da fonte de alimen- 
tação positiva e i.- é a corrente que entra no terminal da fonte de 
alimentação negativa. 


O comportamento terminal do amp op como um elemento linear de circuito é caracteri- 
zado por restrições a tensões e a correntes de entrada. A restrição à tensão surge da caracterís- 
tica de transferência de tensão do circuito integrado do amp op e é representada na Figura 5.6. 

A característica de transferência de tensão mostra como a tensão de saída varia em fun- 
ção das tensões de entrada; isto é, como a tensão é transferida da entrada para a saída. Observe 
que, para o amp op, a tensão de saída é uma função da diferença das tensões de entrada, v, — 
v,- À equação da curva de transferência de tensão é 


= Voe A(v, o Un) E Vet 
vo — A(v, =w%) Voc E A(v, =) E FVos 
+ Veg A(v, — vn) > +Vec. (5.1) 
Figura 5.6 Característica de transferência de tensão de Vemos, pela Figura 5.6 e pela Equação 5.1, que o amp op 
SR tem três regiões distintas de operação. Quando o módulo da 
vo º = diferença entre as tensões de entrada (lv, — v,|) é pequeno, 
gas a o amp op comporta-se como um dispositivo linear, porque a 


tensão de saída é uma função linear das tensões de entrada. 

Fora dessa região linear, a saída do amp op fica saturada e ele 

| se comporta como um dispositivo não linear, pois a tensão de 

(Poe /A) (p= 0) saída não é mais uma função linear das tensões de entrada. 

Quando o amp op está funcionando linearmente, sua tensão 

Vec de saída é igual à diferença entre suas tensões de entrada 
vezes a constante de multiplicação, ou ganho, 4. 


Região linear 
id 8 


Saturação negativa 


Para confinar o amp op à sua região de funcionamento linear, uma restrição é imposta às 
tensões de entrada, v, e v,. À restrição é baseada em valores numéricos típicos para Vcc e A 
2 Esse nó de referência é externo ao amp op. Trata-se do terminal de referência do circuito no qual o 
amp op está inserido. 
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na Equação 5.1. Para a maioria dos amp ops, as tensões recomendadas para a fonte de alimen- 
tação cc raramente passam de 20 V, e o ganho, 4, raramente é menor do que 10.000, ou 104. 
Vemos pela Figura 5.6 e pela Equação 5.1 que, na região linear, o módulo da diferença entre 
as tensões de entrada (|v = v,|) deve ser menor do que 20/10? ou 2 mV. 

Normalmente, as tensões de nó nos circuitos que estudamos são muito maiores do que 2 mV, 
de modo que uma diferença de tensão menor do que 2 mV significa que, em essência, as duas ten- 
sões são iguais. Assim, quando um amp op opera em sua região linear de funcionamento e as ten- 
sões de nó são bem maiores do que 2 mV, a condição imposta às tensões de entrada do amp op é 


Viu: (5.2) 


Observe que a Equação 5.2 caracteriza a relação entre as tensões de entrada para um amp 
op ideal; isto é, um amp op cujo valor de A é infinito. 

A restrição à tensão de entrada na Equação 5.2 é denominada condição de curto-circuito 
virtual na entrada do amp op. É natural perguntar como um curto-circuito virtual é mantido 
na entrada do amp op quando ele está inserido em um circuito. A resposta é que um sinal é 
realimentado do terminal de saída para o terminal da entrada inversora. Essa configuração é 
conhecida como realimentação negativa, porque o sinal realimentado da saída é subtraído do 
sinal de entrada. A realimentação negativa faz com que a diferença das tensões da entrada 
diminua. Como a tensão de saída é proporcional à diferença das tensões de entrada, a tensão 
de saída também diminui e o amp op opera em sua região linear. 

Se um circuito que contenha um amp op não fornecer um caminho de realimentação 
negativa da saída do amp op até a entrada inversora, então, de modo geral, o amp op estará 
saturado. A diferença entre os sinais de entrada deve ser extremamente pequena para impedir 
a saturação, sem nenhuma realimentação negativa. Entretanto, ainda que o circuito forneça 
um caminho de realimentação negativa para o amp op, a operação linear não está garantida. 
Portanto, como podemos saber se o amp op está operando em sua região linear? 

A resposta é:não podemos! Tratamos desse dilema admitindo a operação na região linear, 
realizando a análise do circuito e, então, conferindo nossos resultados, atentos às contradições. 
Por exemplo, suponha que admitimos que um amp op inserido em um circuito esteja funcio- 
nando em sua região linear e calculamos que a tensão de saída do amp op é de 10 V. Ao exa- 
minarmos o circuito, constatamos que V.c é 6 V, o que configura uma contradição, porque a 
tensão de saída de um amp op não pode ser maior do que Vc. Assim, nossa suposição de ope- 
ração linear era inválida e a saída do amp op deve estar saturada em 6 V. 

Identificamos uma restrição às tensões de entrada que é baseada na característica da 
transferência de tensão do circuito integrado do amp op: a suposição de que o amp op está 
restrito à sua região linear de operação e a valores típicos para Vcc e 4. À Equação 5.2 repre- 
senta a restrição imposta às tensões para um amp op ideal, isto é, com um valor de A infinito. 

Agora, voltamos nossa atenção à restrição imposta às correntes de entrada. A análise 
do circuito integrado do amp op revela que a resistência equivalente vista dos terminais de 
entrada do amp op é muito grande, normalmente 1 MO) ou mais. O ideal é a resistência equi- 
valente de entrada ser infinita, o que resulta na restrição de corrente 


i=i,=0. (5.3) 


Observe que a restrição de corrente não se baseia na suposição de que o amp op esteja 
operando em sua região linear, como acontecia com a restrição de tensão. Juntas, as equações 
5.2 e 5.3 constituem as condições terminais que definem nosso modelo de amp op ideal. 


«4 Restrição de 
tensão de 
entrada para 
um amp op 
ideal 


«4 Restrição de 
corrente de 
entrada para 
um amp op 
ideal 
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Pela lei das correntes de Kirchhoff, sabemos que a soma das correntes que entram no 
amplificador operacional é igual a zero, ou” 


dE dd di, (5.4) 
Substituindo a restrição dada pela Equação 5.3 na Equação 5.4, temos 
p= —(i+ + io). (5.5) 


O significado importante da Equação 5.5 é que, mesmo que a corrente nos terminais de 
entrada seja desprezível, ainda pode haver corrente apreciável no terminal de saída. 

Figura 5.7 Símbolo do amp op após a remoção Antes de começarmos a analisar circuitos que contenham amp 
dos terminais da fonte de alimentação. ops, vamos simplificar ainda mais o símbolo de circuito. Quando 
sabemos que o amplificador está funcionando dentro de sua região 
linear, as tensões cc, +Vcc, não entram nas equações de circuito. 
Nesse caso, podemos remover os terminais da fonte de alimenta- 
ção do símbolo e as fontes de alimentação cc do circuito, como 
mostra a Figura 5.7 Uma advertência: como os terminais da fonte 
de alimentação foram omitidos, há o perigo de inferir, pelo sím- 


bolo, que i, + i, + i, =. Já observamos que esse não é o caso; isto 

| éip in Hi, + is + i — 0. Em outras palavras, a restrição ao 
modelo do amp op ideal, isto é, i, = 1, =0, não implica que i, = 0. 

Observe que os valores das tensões positiva e negativa da fonte de alimentação não têm 

de ser iguais. Na região linear, v, deve estar entre as duas tensões de alimentação. Por exem- 

plo,se V'=15VeV =-—10V, então —10V = v, = 15 V. Lembre-se também de que o valor 

de A não é constante sob todas as condições de operação. Todavia, por enquanto, vamos supor 

que seja. Devemos adiar a discussão de como e por que o valor de A pode mudar até termos 

estudado os dispositivos e componentes eletrônicos utilizados para fabricar um amplificador. 

O Exemplo 5.1 ilustra a aplicação sensata das equações 5.2 e 5.3. Quando usamos essas 

equações para prever o comportamento de um circuito que contém um amp op, na verdade 

estamos usando um modelo ideal do dispositivo. 


EXEMPLO 5.1 Análise do circuito de um amp op. 
Figura 5.8 Circuito para o Exemplo 5.1. 


O amp op no circuito mostrado na Figura 5.8 é ideal. <— 
"00 100 kQ 
a) Calcule v,,sev =1Vev,=0V. AM 
b) Repita (a) parav, =1V ev, =2V. qa l 10V 
c) Sev, = 1,5 V, especifique a faixa de v, que impede a satu- a há 


ração do amplificador. o) -10V 
Pa vo 
Solução ic (O 


a) Como existe uma realimentação negativa da saída do amp 
op à sua entrada inversora, passando pelo resistor de 100k0, 


3 N.do RT.: aqui se está lançando mão de uma generalização da lei das correntes de Kirchhoff, uma vez 
que o amp op está sendo considerado como um nó, o que ele não é. A lei que garante tal procedimento 
é denominada Lei da Conservação da Carga, que é uma generalização da lei das correntes de Kirchhoff. 
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vamos admitir que o amp op esteja operando na região linear. Podemos escrever uma equação de 
tensão de nó para a entrada inversora. A tensão da entrada inversora é 0, já que v Pas a O (pelo 
valor especificado da fonte de tensão conectada) e v, =v 1; de acordo com a Equação 5.2. Portanto, 
a equação de tensão de nó para v, é 

los Hg = 


nº 


Pela lei de Ohm 
; 1 
os = (va — vn)/25 = =2 MA, 
ivo = (vo — vn)/100 = v,/100 mA. 


A restrição em relação à corrente exige que i, = 0. Substituindo os valores para as três correntes 
na equação de tensão de nó, obtemos 


1 Vo 
25 100 


0. 


Assim, v, é —4 V. Observe que, como v, se encontra entre + 10 V,o amp op está dentro de sua região 
linear de operação. 


b) Usando o mesmo processo utilizado em (a), obtemos 


vVo>U>0m=2ZV, 


jo je jd A 
'as 25 25 da Es 
E Vo TT Va vom 2 

=== e A 
noo = 100 16 
los = —go- 


Logo, v, = 6 V. Novamente, v, se encontra entre +10 V. 


c) Como antes, v, = v,=V,€ Ls = Loo Como v, = 1,5V, 


LS = MU 
25 100 


Resolvendo para v, como uma função de v,, temos 


1 
vb — (6 + Vo). 


Agora, se o amplificador estiver operando na região linear, 10V = v, = 10V. Substituindo esses 
limites para v, na expressão para v,, vemos que v, está limitada a 


-08V=0,<32V. 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Usar as restrições de tensão e corrente em um amp op ideal. 


5.1 Admita que, no circuito mostrado, o amp op seja ideal. 


a) Calcule v, para os seguintes valores de v,:0,4:2,0;3,5;—0,6; 
A OMAN 
b) Especifique a faixa de v, que evite a saturação do amplifi- Us 
cador. 
Resposta: (a) —2, —10,-—15,3,8 e 10 V; 
(D) = WE q) es NY 


NOTA: tente resolver também os problemas 5.1, 5.4 e 5.5, apresentados no final deste capítulo. 


Figura 5.9 Circuito amplificador inversor. 


5.3 Circuito amplificador inversor 


Agora estamos prontos para discutir o funcionamento de 
alguns circuitos importantes que utilizam o amplificador opera- 
cional, usando as equações 5.2 e 5.3 para modelar o comporta- 
mento do dispositivo. A Figura 5.9 mostra um circuito amplifica- 
dor inversor. Admitimos que o amp op esteja funcionando em sua 
região linear. Observe que, além do amp op, o circuito consiste 
de dois resistores (R, e RJ), uma fonte de tensão (v,) e um cur- 
Y Y v to-circuito entre o terminal da entrada não inversora e o nó de 
referência. 


Analisamos esse circuito admitindo um amp op ideal. A meta é obter uma expressão para 
a tensão de saída, v,, em função da tensão da fonte, v,. Empregamos uma única equação de 
tensão de nó no terminal inversor do amp op, dada como 


it ip= ip (5.6) 


A Equação 5.2 estabelece que v, = 0, porque a tensão em v, é nula. Logo, 


Vs 
= 7 
Re (5.7) 
Vo 
E) 
Agora, utilizamos a Equação 5.3, ou seja, 
=0, (5.9) 


Substituindo as equações 5.7 a 5.9 na Equação 5.6, obtemos o resultado procurado: 


Equação do > 
amplificador E 
inversor 


= fls (5.10) 
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Observe que a tensão de saída é uma réplica invertida, multiplicada por um fator, da 
tensão de entrada. É claro que a inversão do sinal da entrada é a razão de nos referirmos ao 
circuito como um amplificador inversor. O fator de multiplicação, ou ganho, é a razão R,/R.. 

O resultado dado pela Equação 5.10 será válido somente se o amp op mostrado no cir- 
cuito da Figura 5.9 for ideal; isto é, se A for infinito e a resistência de entrada for infinita. Para 
um amp op real, a Equação 5.10 é uma aproximação, de modo geral, boa. (Falaremos mais 
sobre isso adiante.) A Equação 5.10 é importante porque nos diz que, se o ganho 4 do amp op 
for grande, poderemos especificar o ganho do amplificador inversor com os resistores externos 
R,e R,.O limite superior para o ganho, R f'R, é determinado pelas tensões da fonte de alimen- 
tação e pelo valor da tensão v,. Se admitirmos tensões iguais das fontes de alimentação, isto é, 
Vt=— V = Vco obtemos 


R R 
f f Vcc 
lvol = Vec, —v,| = Voo — <s|—. 511 
o cc | R cc R, E (5.11) 
Por exemplo, se Vcc=15 Ve v, = 10 mV,a razão R f'R, deve 
ser menor do que 1.500. Figura 5.10 Amplificador inversor funcionando em 
malha aberta. 


No circuito amplificador inversor mostrado na Figura 5.9, o 
resistor R, fornece a conexão de realimentação negativa. Isto é, ele 
liga o terminal de saída ao terminal da entrada inversora. Se R, for 
retirado, o caminho de realimentação é aberto e diz-se que o ampli- 
ficador está funcionando em malha aberta. A Figura 5.10 mostra a Us 
operação em malha aberta. 


R, + Vcc 


(0) 


Eliminar a realimentação muda drasticamente o comporta- 
mento do circuito. Em primeiro lugar, agora a tensão de saída é 


v,=—Av,, (5.12) 


admitindo-se, como antes, que V'=— V"=V cc então, |v, | < Vec/A para a operação na região 
linear. Como a corrente da entrada inversora é quase zero, a queda de tensão em R, é quase 
nula e a tensão da entrada inversora é aproximadamente igual à tensão visto é,v, =v,. Então, 
o amp op só pode funcionar na região linear de operação em malha aberta se |v| < Vcc/4. 
Se |v| > Vec/4,0 amp op simplesmente satura. Em particular, se v, <—V«c/A, o amp op fica 
saturado em +V «ce se v, > Vcc/A, 0 amp op satura em —V,... Como a relação mostrada na 
Equação 5.12 é válida quando não há realimentação, o valor de A costuma ser denominado 
ganho de malha aberta do amp op. 

O Exemplo 5.2 usa a equação do amplificador inversor para projetar um amplificador 
inversor usando valores de resistores comerciais. 


EXEMPLO 5.2 Projetando um amplificador inversor. 


a) Projete um amplificador inversor (veja Figura 5.9) com um ganho de 12. Use fontes de alimentação 
de + 15 V e um amp op ideal. 


b) Qualfaixa de tensões de entrada, v,, permite que o amp op permaneça em sua região de operação linear? 
Solução 


a) Temos de encontrar, dentre os valores de resistores comerciais listados no Apêndice H, dois deles 
cuja razão seja igual a 12. São diversas as possibilidades, mas vamos escolher R =1 kf)e R,=12k0. 
Use a equação do amplificador inversor (Equação 5.10) para ratificar o projeto: 
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Desse modo, temos um amplificador inversor com um ganho de 12, como mostrado na Figura 5.11. 


b) Resolva duas versões diferentes da equação do ampli- 
ficador inversor para v,: usando primeiro v, = +15 V 
e, em seguida, v, =—15 V. 12kK0 


Figura 5.11 Amplificador inversor para o Exemplo 5.2. 


15=-—12v, de modo que v = —1,25 V; 1kK0 


—15 = —12v, de modo que v = 1,25 V. 


. pa . . v 

Assim, se a tensão de entrada for maior ou igual a (O 
—1,25 V e menor ou igual a +1,25 V,o amp op per- 
manecerá em sua região de operação linear. Y 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 2 Saber analisar circuitos simples que contêm amp ops ideais. 


5.2 A tensão da fonte, v,, no circuito do Problema para avaliação 5.1 é —640 mV. O resistor de realimentação 
de 80 kQ é substituído por um resistor variável R,. Qual é a faixa de R, que permite que o amplificador 
inversor opere em sua região linear? 

Resposta: 0 = R, = 250 kN. 


NOTA: tente resolver também os problemas 5.9 e 5.11, apresentados no final deste capítulo. 


Figura 5:12 Amplificador somado 5,4 Circuito amplificador somador 


A tensão de saída de um amplificador somador é uma 
soma, multiplicada por um fator de escala negativo, e inver- 
tida, das tensões aplicadas à entrada do amplificador. A 
Figura 5.12 mostra um amplificador somador com três ten- 


sões de entrada. 


S 
(e) 


Obtemos a relação entre a tensão de saída v, e as três 
tensões de entrada, v,, V, e V,, somando as correntes que 
saem do terminal da entrada inversora: 


4 
«4 
“| 
«4 
4 


Va — Va Va Ub Va — Ve Va Vo 5 
R, Ry R. R in =0 fui) 


Admitindo um amp op ideal, podemos usar as restrições de tensão e corrente com o valor 
mínimo de v, e verificar que v, = v,=0 e i, =. Isso reduz a Equação 5.13 a 


Equação do > 
Ry Ry 


E IR 
amplificador a ( Va Red v) s14 
somador º Ro RS RO Res 


inversor 
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A Equação 5.14 estabelece que a tensão de saída seja uma soma das três tensões de 
entrada, multiplicada por um fator de escala negativo. 
SeR, —R,=R.=R, então a Equação 5.14 é reduzida a 
Rr 
Ra + vp + vo). (5.15) 
Por fim, se fizermos R = R, a tensão de saída será exatamente a soma invertida das ten- 
sões de entrada. Isto é, 


vo =— 


u ==(U ui). (5.16) 


Embora tenhamos ilustrado o amplificador somador com apenas três sinais de entrada, o 
número de tensões de entrada pode ser aumentado conforme necessário. Por exemplo, pode 
ser que você queira somar 16 sinais de áudio gravados individualmente para formar um único 
sinal de áudio. A configuração do amplificador somador da Figura 5.12 poderia incluir 16 valo- 
res diferentes de resistores de entrada, de modo que cada uma das trilhas de entrada de áudio 
apareça no sinal de saída com um fator de amplificação diferente. Assim, o amplificador soma- 
dor desempenha o papel de um misturador de áudio. Como acontece com circuitos amplifica- 
dores inversores, os fatores de escala em circuitos amplificadores somadores são determinados 


pelos resistores externos R, RR pira 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber analisar circuitos simples que contêm amp ops ideais. 


5.3 a) Determine v, no circuito mostrado, se v, =01 Ve v,=0,25V. 
b) Se v, = 0,25 V, qual o maior valor de v, antes que o amp op se sature? 
c) Se v, =(,10 V, qual o maior valor de v, antes que 
o amp op se sature? 


d) Repita (a), (b) e (c) invertendo a polaridade de v,. ao 


AAA 


Resposta: (a) —75 V; 
(b) 0,15 V; 
(c) 0,5 V; 
(d) —2,5,0,25 e 2V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 5.12 a 5.14, apresentados 
no final deste capítulo. 


5,5 Circuito amplificador não inversor 


A Figura 5.13 mostra um circuito amplificador não inversor. 
O sinal de entrada é representado por v ; em série com o resistor 
R,- Ao deduzir a expressão para a tensão de saída em função da 
tensão de entrada, admitimos um amp op ideal funcionando em 
sua região linear. Assim como antes, usamos as equações 5.2 e 5.3 
como base para a dedução. Visto que a corrente de entrada do 
amp op é nula, podemos escrever v, = v e, pela Equação 5.2, 
também podemos escrever v, = v,. Agora, como a corrente de 
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entrada é nula (i, =i, =0), os resistores R,e R, formam um divisor de tensão a vazio alimen- 
tado por v,. Portanto, 


voR, 
Va = Vo S : (5.17) 
E 
Resolvendo a Equação 5.17 para v,, obtemos a expressão procurada: 
Equação do > R,+Ry; 
amplificador (ER O (5.18) 
s 


não inversor 
A operação na região linear requer que 
Re + Ry 
< 
R 


Vcc 
ED) 


s 


8 


Observe mais uma vez que, devido à suposição de um amp op ideal, podemos expressar 
a tensão de saída como uma função da tensão de entrada e dos resistores externos — nesse 
caso, R, e R p 

O Exemplo 5.3 ilustra o projeto de um amplificador não inversor usando valores comer- 
ciais de resistência. 


EXEMPLO 5.3 Projetando um amplificador não inversor. 
a) Projete um amplificador não inversor (veja a Figura 5.13) com um ganho de 6. Suponha que o amp 
op seja ideal. 


b) Suponha que queiramos amplificar uma tensão v a de tal modo que —1,5V = uv 4 +1,5 V. Quais 
são as menores tensões de alimentação que podem ser utilizadas com os resistores selecionados 
em (a), e ainda ter o amp op neste projeto operando em sua região linear? 


Solução 
a) Usando a equação do amplificador não inversor (Equação 5.18), 


=——» — Vy =6v, demodoque —— =6 


Vo R, E R, 


Logo, 
R,+R,=6R, de modo que R,=5R,. 


Queremos duas resistências cuja razão seja 5. Dê uma olhada nos valores de resistores comerciais 
listados no Apêndice H. Vamos escolher R,= 10 k£), de modo que R =2 k). Entretanto, não há um 
resistor de 2 k0, no Apêndice H. Podemos criar um resistor equivalente combinando dois resistores 
de 1 kQ em série. Podemos usar um terceiro resistor de 1 kf) como o valor do resistor R g 


b) Resolva duas versões diferentes da equação do amplificador não inversor — usando primeiro v fe 
+1,5 V e, em seguida, = 1,5 V: 


vo = 6(1,5) = 9V; 
vo = 6(-1,5) = —9V. 
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Assim, se usarmos as fontes de alimentação de + 9 V para o amplificador não inversor projetado 
em(aje-15V=v 4S +1,5 V,o amp op permanecerá em sua região de operação linear. O circuito 
resultante da análise em (a) e (b) é mostrado na Figura 5.14. 


Figura 5.14 O projeto do amplificador não inversor do 
Exemplo 5.8. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber analisar circuitos simples que contêm amp ops ideais. 


5.4 Suponha que o amp op do circuito mostrado seja ideal. 


a) Determine a tensão de saída quando o resistor vari- 
ável é ajustado para 60 kO. 


b) Qual o valor máximo de R, antes que o amplifica- 


dor se sature”? 
Resposta: (a) 4,8 V; 
(b) 75 KO. 


NOTA: tente resolver também os problemas 5.19 e 5.20, apresentados no 
final deste capítulo. 


5.6 Circuito amplificador diferencial Figura 5.15 Amplificador diferencial. 


R 
A tensão de saída de um amplificador diferencial é pro- R 


porcional à diferença entre as duas tensões de entrada. Para 
demonstrar isso, analisamos o circuito amplificador diferen- 
cial mostrado na Figura 5.15, admitindo um amp op ideal 
operando em sua região linear. Deduzimos a relação entre 
v, e as duas tensões de entrada v, e v, somando as correntes 
que saem do nó da entrada inversora: 


Un — Va Va TT Vo A v 
+ +i,=0. 1 
R, R, in (5.19) 


Como o amp op é ideal, usamos as restrições de tensão e corrente para verificar que 


i=i=0, (5.20) 


np 


Circuitos elétricos 


io oi 
UE Us RAR, Vb. (5.21) 
Combinando as equações 5.19,5.20 e 5.21, temos a relação desejada: 
RR, + R R 
vo = Ra b) 2 Ug: (5.22) 


RAR ARO) Ra 


A Equação 5.22 mostra que a tensão de saída é proporcional à diferença entre v, e v, 
multiplicadas por fatores de escala. De modo geral, o fator de escala aplicado a v, não é igual 
ao aplicado a v,. Contudo, os fatores de escala aplicados a cada tensão de entrada podem ser 
igualados fazendo 

Ra o Re 
R$ Ra 


Quando a Equação 5.23 é satisfeita, a expressão para a tensão de saída é reduzida a 


(5.23) 


Rb 
Equação > Vo =p Ob — va). (5.24) 
simplificada do É 
o A Equação 5.24 indica que a tensão de saída pode ser obtida como a diferença entre as 
lrerencia 


tensões de entrada v, e v, multiplicada por um fator de escala. Como nos circuitos amplifi- 
cadores ideais anteriores, o fator de escala é uma função dos resistores externos. Além disso, 
a relação entre a tensão de saída e as tensões de entrada não é afetada pela conexão de uma 
resistência não nula na saída do amplificador. 

O Exemplo 5.4 descreve o projeto de um amplificador diferencial usando valores de resis- 
tores comerciais. 


EXEMPLO 5.4 Projetando um amplificador diferencial. 


a) Projete um amplificador diferencial (veja a Figura 5.15) que amplifique a diferença entre duas ten- 
sões de entrada por um ganho de 8, usando um amp op ideal e fontes de alimentação de +8 V. 


b) Suponhamos que v = 1 V no amplificador diferencial projetado em (a). Qual faixa de tensões de 
entrada para v, permitirá que o amplificador operacional continue funcionando em sua região linear? 


Solução 


a) Usando a equação simplificada do amplificador diferencial (Equação 5.24), 


R R 
vo = E (vp — v;) = 8(vp — v,), de modo que ne 8. 
E a 


Queremos duas resistências cuja razão seja 8. Dê uma olhada nos valores de resistências comerciais 
listadas no Apêndice H. Vamos escolher R, = 12 k9), de modo que R = 1,5 kf), embora existam mui- 
tas outras possibilidades. Observe que a equação simplificada do amplificador diferencial requer que 


Ra Ro 


R, Ra 


A escolha simples para R.e RjéR,=R,=1,5k0e R,= R,= 12 k9. O circuito resultante é mos- 
trado na Figura 5.16. 
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b) Resolva as duas versões diferentes da equação sim-. = and 
. Ê : . Figura 5.16 O amplificador diferencial projetado no 
plificada do amplificador diferencial para v, em Exemplo 5.4. 
termos de v, — usando primeiro v, = +8 V e, em 
seguida, v, = —8V. 


nkO 


v,=8(v, — 1)=8 V;de modo que v, = 2. V; 


v,=8(v, — 1)=—8 V, de modo que v, = 0 V. 


Assim, se v,=1Vno amplificador diferencial em 
(a),o amp op permanecerá em sua região opera- 
cional linear, se0V = v, =+2V. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 2 Saber analisar circuitos simples que contêm amp ops ideais. 


5.5 a) No amplificador diferencial mostrado, v, = 4,0 


V. Qual é a faixa de valores de v, que resultará 


em uma operação linear do amp op? 


b) Repita (a) com a redução do resistor de 20 kO 
para 8 kO. 
Resposta: (a)2V = v, = 6V; 
(b) FIRAVd= = ANA 


va 


NOTA: tente resolver também os problemas 5.26, 5.27 e 5.30, apre- 
sentados no final deste capítulo. 


Amplificador diferencial: outra perspectiva 


Podemos examinar o comportamento de um amplificador diferencial mais minuciosa- 
mente redefinindo suas entradas em função de duas outras tensões. A primeira é a tensão de 
modo diferencial, que é a diferença entre as duas tensões de entrada na Figura 5.15: 


Und = Vp TV, 


m a 


(5.25) 


A segunda é a tensão de modo comum, que é a média das duas tensões de entrada na 
Figura 5.15: 


UR 6 Ma 1) 2 (5.26) 


Usando as equações 5.25 e 5.26, podemos representar as tensões de entrada originais, v, e 
vV,, em termos de tensões de modo diferencial e de modo comum, v |, € Ve: 


1 

Va — Ume — 28 md» (5.27) 
1 

Vb = Ume SP 5 Uma: (5.28) 


2 


Circuitos elétricos 


Substituindo as equações 5.27 e 5.28 na Equação 5.22, temos a saída do amplificador dife- 
rencial em termos de tensões de modo diferencial e de modo comum: 


E RaRa = RR 
? RR + Ra) E 


RAR, + Ro) + RR, + R 
d( b) + Rol a) ” (529) 
2RRe + Ra) 
= Ame me ar AmdUmd: (5.30) 


em que 4, é o ganho de modo comum e 4 | [é o ganho de modo diferencial. Agora, substitua 
R.—R,e R,- R, que são valores possíveis para R, e R, e que satisfazem a Equação 5.23, na 


Equação 5.29: 
Rb 
vo = (O)ume + (E) Vmd- (5.31) 
a 
Figura 5.17 Amplificador diferencial com tensões de entrada Assim, um amplificador diferencial ideal tem 4,.=0, 
de modo comum e de modo diferencial. amplifica somente a porção de modo diferencial da tensão 
R, Ry deentradae elimina a porção de modo comum. A Figura 5.17 


mostra um circuito amplificador diferencial com tensões 
de entrada de modo diferencial e de modo comum no 
lugar de v, e V,- 

A Equação 5.30 fornece uma importante perspectiva 
sobre a função do amplificador diferencial, visto que, em 


muitas aplicações, é o sinal de modo diferencial que con- 


= tém a informação de interesse, ao passo que o sinal de 


modo comum é o ruído encontrado em todos os sinais 
elétricos. Por exemplo, o eletrodo de um equipamento de 
eletrocardiograma mede as tensões produzidas pelo corpo para regular as batidas do cora- 
ção. Essas tensões são muito pequenas em comparação com o ruído elétrico que o eletrodo 
capta de fontes como lâmpadas e equipamentos elétricos. O ruído aparece como a porção de 
modo comum da tensão medida, ao passo que as tensões da pulsação cardíaca constituem a 
porção do modo diferencial. Assim, um amplificador diferencial ideal amplificaria somente 
a tensão de interesse e suprimiria o ruído. 


Medição de desempenho do amplificador diferencial: fator de rejeição do 
modo comum 


Um amplificador diferencial ideal tem ganho nulo de modo comum e ganho não nulo 
(aliás, normalmente grande) de modo diferencial. Dois fatores influenciam o ganho ideal de 
modo comum — uma incompatibilidade de resistências (isto é, a Equação 5.23 não é satisfeita) 
ou um amp op não ideal (isto é, a Equação 5.20 não é satisfeita). Aqui, focalizamos o efeito da 
incompatibilidade de resistências sobre o desempenho de um amplificador diferencial. 

Suponha que sejam escolhidos valores de resistores que não satisfaçam, com precisão, a 
Equação 5.23. Em vez disso, a relação entre os resistores R,, R,,R. e Rjé 


R R 
pad ( p= +, 
Rb Ra 
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de modo que 

R=-(I-eoR,eR,-Ry (5.32) 
ou 

Ri UR 6R Rs (5.33) 
onde e é um número muito pequeno. Podemos ver o efeito dessa incompatibilidade de resis- 


tências sobre o ganho de modo comum do amplificador diferencial substituindo a Equação 
5.33 na Equação 5.29 e simplificando a expressão para A, .: 


Ral E Rb a RaRb 


Ame = RIR + (1 — Ro] ai 
—eRb 
“RAR, aa) 
—eRp 
es Rat RR, (5.36) 


Podemos fazer uma aproximação que resulta na Equação 5.36 porque e é muito pequeno 
e, portanto, (1 — e) é aproximadamente 1 no denominador da Equação 5.35. Observe que, 
quando os resistores do amplificador diferencial satisfazem a Equação 5.23, e = 0 e a Equação 
5.36 resulta em 4, .=0. 

Calcule, agora, o efeito da incompatibilidade de resistências sobre o ganho de modo dife- 
rencial, substituindo a Equação 5.33 na Equação 5.29 e simplificando a expressão para A (|: 


A = o RR + Ro) + RolRa + (1 — e)Ro] (5.37) 
ii 2RlRa + (1 — R$] 
o al : (e/2)Ra | (5.38) 
R, R+(1— OR, 
Rd. (DR 
li | 1 aa =| Ea) 


Usamos o mesmo raciocínio para a aproximação que resultou na Equação 5.39, utilizada 
no cálculo de 4, .. Quando os resistores do amplificador diferencial satisfazem a Equação 5.23, 
e=0e a Equação 5.39 resultaem 4 4, =RyR, 

O fator de rejeição de modo comum (FRMC) pode ser usado para medir quão próximo 
do ideal está um amplificador diferencial. Ele é definido como a razão entre o ganho de modo 
diferencial e o ganho de modo comum: 


md 


FRMC = (5.40) 


mc 

Quanto maior o FRMC, mais próximo do ideal será o amplificador diferencial. Podemos 
ver o efeito da incompatibilidade de resistências no FRMC substituindo as equações 5.36 e 
5.39 na Equação 5.40: 


IL — (Re/2)/(R, + By] 


FRMC = |“ (5.41) 
a —eRo/(Ra + Ro) 


Rail — €/2) + Rb 
—eRa 


(5.42) 


Circuitos elétricos 


1+ RyR, 
€ 
Pela Equação 5.43, se os resistores no amplificador diferencial forem compatíveis, e = O 


(5.43) 


A) 
o 


e FRMC =oo. Ainda que os resistores sejam incompatíveis, podemos minimizar o impacto da 
incompatibilidade tornando o ganho de modo diferencial (R,/R,) muito grande, o que significa 
tornar o FRMC grande. 

No início, dissemos que outra razão para o ganho não nulo de modo comum é um amp op 
não ideal. Observe que o amp op é, em si, um amplificador diferencial, porque na região linear 
de operação sua saída é proporcional à diferença entre suas entradas; isto é, v, = A(v - Us 
A saída de um amp op não ideal não é estritamente proporcional à diferença entre as entradas 
(a entrada de modo diferencial), mas também é composta de um sinal de modo comum. Incom- 
patibilidades internas nos componentes do circuito integrado tornam o comportamento do 
amp op não ideal, do mesmo modo que as incompatibilidades de resistores no circuito ampli- 
ficador diferencial tornam seu comportamento não ideal. Embora uma discussão sobre amp 
ops não ideais não esteja no escopo deste livro, você pode observar que o FRMC é usado com 
frequência para avaliar quão próximo do ideal é o comportamento de um amp op. Na verdade, 
este é um dos principais modos de classificar amp ops na prática. 


NOTA: avalie sua compreensão desse material tentando resolver os problemas 5.33 e 5.34, apresentados no final deste capítulo. 


Figura 5.18 Circuito equivalente para um amplificador 5,7 Modelo mais realista para 0 


operacional. 


amplificador operacional 


Consideramos, agora, um modelo mais realista para o 
desempenho de um amp op em sua região linear de operação. 
Tal modelo inclui três modificações no amp op ideal: (1) uma 
resistência de entrada finita, R,: (2) um ganho de malha aberta 
finito, A; e (3) uma resistência de saída não nula, R,. O cir- 
cuito mostrado na Figura 5.18 ilustra o modelo mais realista. 


Sempre que usamos o circuito equivalente mostrado na 
Figura 5.18, desconsideramos as suposições de que v, =, 
(Equação 5.2) e i,=i, =0 (Equação 5.3). Além disso, a Equa- 
ção 5.1 deixa de ser válida por causa da presença da resistên- 
cia não nula de saída, R,. Outro modo de entender o circuito 
mostrado na Figura 5.18 é inverter nosso raciocínio. Isto é, 


podemos ver que o circuito é reduzido ao modelo ideal quando R, > 00,4 >» 00€e R, — 0. Para 
o amp op uA741,os valores típicos de R, A e R, são 2 MO, 10º e 75 1), respectivamente. 

Embora a presença de R,e R, torne a análise de circuitos que contêm amp ops mais tra- 
balhosa, tal análise continua sendo simples. Para ilustrar a situação, analisaremos ambos os 
amplificadores, inversor e não inversor, usando o circuito equivalente mostrado na Figura 5.18. 
Começaremos com o amplificador inversor. 


Análise de um circuito amplificador inversor usando o modelo mais realista 
de amp op 


Se usarmos o modelo mostrado na Figura 5.18, o amplificador inversor será o que está 
representado na Figura 5.19. Como antes, nossa meta é expressar a tensão de saída, v,, em 
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função da tensão da fonte, v,. Obtemos a expressão desejada Figura 5.19 Circuito amplificador inversor. 
escrevendo as duas equações de tensão de nó que descrevem 
o circuito e, então, resolvendo o conjunto de equações resul- 
tante para v,. Na Figura 5.19, os dois nós são a e b. Observe 
também que v, = 0 em virtude da conexão externa em curto- 
-circuito da entrada não inversora. As duas equações de ten- 


são de nó são as seguintes: 
5 a: + 0 5.44 
nó a R, R Rj , (5.44) 
Vo — Un Ea vo — A(—v,) = 
Ry R, 
Reorganizamos as equações 5.44 e 5.45 de modo que a vY Y 
solução pelo método de Cramer fique aparente: 


1 1 1 1 já 
( E ! Dos VV (5.46) 


A 1 1 1 
PE E + RES, + re E 0. 5.47 
(é eu (7 au Saio 


Resolvendo para v,, temos 


nó b: 0. (5.45) 


. A ” (5.48) 


“o R R R R, o 
bs fo jd 
el R; R; Ry 


Observe que a Equação 5.48 se reduz à Equação 5.10 quando R, > 0, R,»c0e À >. 


Se a saída do amplificador inversor mostrado na Figura 5.19 fosse conectada a uma resis- 
tência de carga de R, ohms, a relação entre v, e v, se tornaria 


o A Rad RE) E (5.49) 


CR Ri R Ra 

Geo o 1 a feno cbr Da O Na nome O Na ea 

el R; E) E 2) Ry 
Análise de um circuito amplificador não inversor usando o modelo mais 
realista de amp op 


Figura 5.20 Circuito amplificador não inversor. 
Quando usamos o circuito equivalente mostrado na 


R; 


Figura 5.18 para analisar um amplificador não inversor, obte- 
mos o circuito representado na Figura 5.20. Aqui, a fonte de 
tensão v,, em série com a resistência R q representa a fonte 
de sinal. O resistor R, modela a carga do amplificador. Nossa 
análise consiste em deduzir uma expressão para v, em fun- 
ção de v hs Fazemos isso escrevendo as equações de tensão de 


nó para os nós a e b. No nó a, 


Va Un — Vs Van Vo 
+ =0 5.50 
Ro RR R; feno) 


e no nó b, 


Circuitos elétricos 


Vo — Un Vo vo — A(v, = Vn) 
pe =, (5.51) 
RE Ri R, 


Como a corrente em R é a mesma que em R, temos 


Va Ma Me Us 

Ro RARg 
Usamos a Equação 5.52 para eliminar v, da Equação 5.51,0 que resulta em um par de equa- 

ções que envolvem as tensões desconhecidas v, e v,. Essa manipulação algébrica resulta em 


p 


(5.52) 


a DO a 1 
“lr R+R Ro) “R) “AR +R/ (5.53) 
AR; RE EO 
“RARA RO) Ri] “LR R Ri 
=| ARG 554 
“| RR AR)! (5.54) 


Resolvendo para v,, temos 
[(Ry Sr R E (RR9/AR)Jvs 
RR PRE RJMR + RO" 
AR; 


vo — 


(5.55) 


R, + ce +K) + 
em que 
R+R, RAR, RERARER,+ RAR, 
E CR" RR, 


Observe que a Equação 5.55 se reduz à Equação 5.18 quando R, > 0,4 > 00€ R, > oo. 
Para o amplificador não inversor e não carregado (R, =o0), a Equação 5.55 é simplificada para 


[(Ry + Ro) EE RR,/ARio, (5.56) 


vo — 


BR. Rs R, 1 
R$ + A 1+ R + AR R$ +(R; + RR; + R$)] 


Observe que, na dedução da Equação 5.56 a partir da Equação 5.55, K, reduz-se a (R + R IR a 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Entender o modelo mais realista para um amp op. 


5.6 O amplificador inversor no circuito mostrado tem uma 


resistência de entrada de 500 kf, uma resistência de saída 

de 5 kQ e um ganho de malha aberta de 300.000. Admita 

que o amplificador esteja operando em sua região linear. 

a) Calcule o ganho de tensão (v/v) do amplificador. 

b) Calcule o valor de v, em microvolts quando Lp 

c) Calcule a resistência vista pela fonte de sinal v,. 

d) Repita (a)—(c) usando o modelo ideal para o amp op. 

Resposta: (a) —19,9985; (b) 69,995 uV; (c) 5.000,35 O; (d) —20,0 uV, 5 kO. 


NOTA: tente resolver também os problemas 5.44 e 5.48, apresentados no final deste capítulo. 
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Perspectiva prática 


Extensômetros 


Variações no formato de sólidos elásticos são de grande importância para engenheiros que projetam estruturas submeti- 
das a torção, estiramento ou curvatura quando sujeitas a forças externas. Uma aeronave é o exemplo perfeito de uma estrutura 
em que os engenheiros devem levar em consideração a deformação elástica. A aplicação inteligente de extensômetros requer 
informações sobre a estrutura física do medidor, métodos de acoplamento do medidor à superfície da estrutura e a orientação 
do medidor em relação às forças exercidas sobre a estrutura. Aqui, nosso propósito é demonstrar que as medições de um 
extensômetro são importantes em aplicações de engenharia e que conhecer bem os circuitos elétricos está intimamente rela- 
cionado à sua utilização adequada. 

O circuito mostrado na Figura 5.21 apresenta um modo de medir a variação de resistência experimentada por extensôme- 
tros em aplicações como a descrita no início deste capítulo. Como veremos, esse circuito é o conhecido amplificador diferencial, 
sendo que a ponte do extensômetro provê as duas tensões cuja diferença é amplificada. O par de extensômetros, alongado 
quando a barra é curvada, tem valores de resistência de R+ AR na ponte que alimenta o amplificador diferencial, ao passo que 
o par de extensômetros encurtado tem valores de resistência de R— AR. Analisaremos esse circuito para determinar a relação 
entre a tensão de saída, v,, e a variação na resistência, AR, experimentada pelos extensômetros. 

Para começar, admita que o amp op seja ideal. Escrevendo as equações da lei das correntes de Kirchhoff para as entradas 
inversora e não inversora do amp op, vemos que 


Vret — Un Va Va Vo 


= SoM 
REGAR) Rar É RA o 
ref () 
Rel tia (5.58) 
REAR Ri ARS OR: 
Agora, reorganize a Equação 5.58 para obter uma expressão para a tensão no terminal não inversor do amp op: 
Vret 
vp = (5.59) 


1 1 1 
REA E E 
( fz AR REAR 2) 


Como sempre, admitiremos que o amp op esteja operando em sua região linear, portanto V,=Vp6a expressão para v, 
na Equação 5.59 também deve ser a expressão para v,. Assim, podemos substituir v, na equação pelo lado direito da Equação 
5.59 e resolver para v,. Após algumas manipulações algébricas, 

s RA(ZAR) 


vo R — (ARP E (2.60) 


Figura 5.21 Circuito amp op usado para medir a variação na resistência de um 


extensômetro. 
Ry 
AMA 
+Vcc 
e 
x 
—Vce Vy 
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Circuitos elétricos 


Pelo fato de que a variação da resistência dos extensômetros é muito pequena, (AR)? < Rº, então R2—(AR? = Rºe a 
Equação 5.60 se torna 


vo 5 


em que 6 = AR/R. 


NOTA: avalie sua compreensão desta perspectiva prática tentando resolver o Problema 5.49, apresentado no final deste capítulo. 


Resumo 


A equação que define a característica de trans- 
ferência de tensão de um amp op ideal é 


—Vec, A(v, no DM) < —Vcc 


A(v, — vm) —Vec E Au, = E TVes 


+ Vec, A(v, = ha) o dr Vam 


em que A é uma constante de proporcionalidade 
conhecida como o ganho de malha aberta e Vac 
representa as tensões de alimentação. (Seção 5.2.) 


Uma realimentação da saída de um amp op para 
sua entrada inversora mantém o amp op em sua 
região linear de operação, onde v, = A(v Poa td. 
(Seção 5.2.) 


Existem certas restrições de tensão quando o 
amp op está operando em sua região linear, em 
função dos valores típicos de Vac e A. No caso 
ideal — em que admitimos que A seja infinito —, 
a condição para a tensão é 
UU 

(Seção 5.2.) 
A restrição de corrente caracteriza ainda mais o 
modelo de amp op ideal, porque a resistência de 
entrada ideal do circuito integrado do amp op é 
infinita. Essa restrição é dada por 

= 
(Seção 5.2.) 
Neste capítulo, estudamos um modelo simples 
de amp op e também um mais realista. As dife- 
renças entre ambos são as seguintes: 


ZÔVret» (0.61) 


Um amplificador inversor é um circuito contendo 
um amp op que produz uma tensão de saída que 
é uma réplica invertida da tensão de entrada, 
multiplicada por um fator de escala. (Seção 5.3.) 


Um amplificador somador é um circuito con- 
tendo um amp op que produz uma tensão de 
saída que é a soma das tensões de entrada, mul- 
tiplicada por fatores de escala. (Seção 5.4.) 


Z 


Um amplificador não inversor é um circuito 
contendo um amp op que produz uma tensão 
de saída que é uma réplica da tensão de entrada, 
multiplicada por um fator de escala. (Seção 5.5.) 


Um amplificador diferencial é um circuito con- 
tendo um amp op que produz uma tensão de 
saída que é uma réplica da diferença da tensão 
de entrada, multiplicada por um fator de escala. 


As duas tensões de entrada de um amplificador 
diferencial podem ser usadas para calcular as ten- 
sões de entrada de modo comum e de modo dife- 
rencial, Ve V ng: A tensão de saída do amplifica- 
dor diferencial pode ser escrita na forma 

V, = A cUme | AmdUma 


mc “mc 


em que 4, . é o ganho de modo comum, e 4, é 
o ganho de modo diferencial. (Seção 5.6.) 


Em um amplificador diferencial ideal, A. = 
O. Para medir quão próximo do ideal está um 
amplificador diferencial, usamos o fator de 
rejeição de modo comum: 


Ama 


Modelo simplificado Modelo mais realista 


Resistência de entrada infinita Resistência de entrada finita 


FRMC = |. 
E A 


mc 


Ganho de malha aberta infinito Ganho de malha aberta finito Um amplificador diferencial ideal tem um 


Resistência de saída nula Resistência de saída não nula FRMC infinito. (Seção 5.7) 


(Seção 5.7) 


Problemas 


Seções 5.1-5.2 
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5.1 O amp op no circuito da Figura P5.1 é ideal. 
Pspice a) 


Muliisim Identifique os cinco terminais do amp op 


com seus respectivos nomes. 
b 


A 


Qual restrição do amp op ideal deter- 
mina o valor de i ? Qual é esse valor? 


c) Qual restrição do amp op ideal determina 
o valor de (v, — v,)? Qual é esse valor? 


d) Calcule v,. 
Figura P5.1 


5.2 a) Substitua a fonte de 2 V no circuito da 
Figura P5.1 e calcule v, para cada um dos 
seguintes valores de fonte: —6 V, —3,5 V, 
—1,25 V,24 V,4,55 V,54V. 

b) Especifique a faixa de valores de fonte 
de tensão que não causará a saturação do 


amp op. 
5.3 Determine i, (em miliampêres) no circuito 
Pspice da Figura P5.3. 
Multisim 
Figura P5.3 


6kQ 


5.4  Oamp op no circuito da Figura P5.4 é ideal. 
Pspice — = 
ti a) Calcule v sev, =1,5Vev,=0V. 
b) Calcule v, se v,=-0,5 Ve v,=0V. 


c) Calcule v sev =1Vev,=25V. 

d) Calcule v sev, =25Vev,=1V. 

e) Calcule v sev =25Vev,=0V. 

f) Se v, = 2 V, especifique a faixa de varia- 
ção de v, tal que o amplificador não se 
sature. 


Figura P5.4 


40kQ 


5.5 Determine i no circuito da Figura P5.5 se o 


Pspice | amp op for ideal. 
Multisim 
Figura P5.5 
10k0 
MMA 
6V à 
ly 
—6V 
Pros $25k0 $5kO 
v Y 


5.6 O amp op no circuito da Figura P5.6 é ideal. 


Pspice Calcule: 
Multisim . . 
ai, b)v, c) v, d) i, 
Figura P5.6 
60 kQ 30 kQ 
MA —4——ANN 
sko | 15V E ko, | 
Es A 
+ 
240 mV —15V 
Vo 20 kQ 
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5.7 | Um voltímetro com um fundo de escala de 
Pspice | 10 V é usado para medir a tensão de saída 
Muisim no circuito da Figura P5.7. Qual é a leitura 
do voltímetro? Admita que o amp op seja 

ideal. 


Seção 5.3 


Figura P5.7 


5.8 a) Projete um amplificador inversor usando 
um amp op ideal cujo ganho é 4. Use um 
amp op ideal, um resistor de 30 kQ) no 
caminho de realimentação e fontes de ali- 
mentação de +12 V. 


b) Utilizando o projeto de (a), determine a 
faixa de tensões de entrada que vai man- 
ter o amp op em sua região de operação 
linear. 


c) Suponhamos que você queira amplificar 
um sinal de entrada de 2 V, usando o cir- 
cuito que projetou em (a), com um resis- 
tor de realimentação variável. Qual é o 
maior valor de resistência de realimenta- 
ção que mantém o amp op em sua região 
de operação linear? Usando esse valor de 
resistor, qual é o novo ganho do amplifi- 
cador inversor? 

5.9 a) Projete um amplificador inversor usando 
Problema um amp op ideal cujo ganho é 2,5. Use um 
de Projeto Ê 4 eai ” 

conjunto de resistores idênticos do Apên- 
dice H. 


b) Se quiser amplificar sinais entre —2 V e 
+3 V usando o circuito que projetou em 
(a), quais são os menores valores de fonte 

de alimentação que você pode usar? 
5.10 a) O amp op no circuito mostrado na Figura 
Pspice P5.10 é ideal. O resistor ajustável R, tem 
An um valor máximo de 100 kQ,e o valor de 
a está restrito à faixa de 0,2 = a = 1. Cal- 

cule a faixa de v, se v,=40mV. 


b) Se a não sofrer restrições, para qual valor 
de « o amp op estará saturado? 


Figura P5.10 


2k0 7V 


O 


5.11 O amp op no circuito da Figura P5.11 é ideal. 
Pspice 


muitisim à) Determine a faixa de valores de o para 


que o amp op não se sature. 


b) Determine i, (em microampêres) quando 


o = 0,272. 
Figura P5.11 
12k0 
050 kK0O 
— AMA ——S 
50 kQ 
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Seção 5.4 
5.12 O ampop da Figura P5.12 é ideal. Figura P5.14 
Pspice 1 é fi ão de circuit . 
Mit a) Qual é a configuração de circuito mos dio 
trada nessa figura? 
. 20k0 
b) Determine v, sev,=1V,uv,=-15Ve E va El 
os 


v.=—4V. 

c) As tensões v e v. permanecemem 1 Ve 
—4 V, respectivamente. Quais são os limi- 
tes para v, se o amp op operar dentro de 
sua região linear? 


à 40 RÁ v 


Figura P5.12 5.15 Oresistor de realimentação de 180 kO no cir- 
Pspice | cuito da Figura P5.14 é substituído por um 
44 KO Multisim e a ua 
resistor variável R p Astensões v, — v; têm os 
mesmos valores dados no Problema 5.14(a). 
a) Qual valor de R, causará a saturação do 
amp op? Observe que 0 = R | E 00. 
b) Quando R p tem o valor determinado em 
(a), qual é a corrente (em microampêres) 
eco que entra no terminal de saída do amp op? 
5.16 a) Projete um amplificador somador inversor 
5.13 No circuito da Figura 5.12,0 amp op é ideal. usando um resistor de realimentação de 
Pspice Dado que R, =4k0,R,=5k9,R,=20k0, 120 kf) de modo que 
WS v,=200mV,v,=150mV,v,=400mV e Voc v,=—(80, + Su, + 1209. 
=6 V, especifique a faixa de variação de R, Use fontes de alimentação de +15 V. 
l t 
Naa o amp op opere dentro de sua b) Suponha que v,=2Ve v,=-1V. Qual 
8 , : : faixa de valores para v, vai manter o amp 
5.14 a) O amp op da Figura P5.14 é ideal. Deter- «a Dus 
E . op em sua região de operação linear? 
Pspice mine v,sev =3V,0,=9VMv-5Ve . j . 
Multisim é V A ç 5.17 -Projete um amplificador somador inversor de 
“a . . E Problema modo que 
b) Admita que v,, ve V; connMGa com — de ERRA v,=—(8v, + 40,+10,+60,) 
os valores dados em (a). Especifique a Pspice E a NE: . 
: ao Multisim | Comece escolhendo um resistor de realimen- 
faixa de variação de v, tal que o amp op . : 
. a tação (R,) do Apêndice H. A seguir, esco- 
funcione dentro de sua região linear. e A . 
lha resistores individuais do Apêndice H ou 
construa redes de resistores dentre os valores 
listados no Apêndice H para satisfazer aos 
especificados para R,, R,, R.e R, Desenhe o 
diagrama de seu circuito final. 
Seção 5.5 
5.18 O amp op no circuito da Figura P5.18 é ideal. 
Pspice 


Multisim 


a) Qual é a configuração do circuito amp op? 


b) Calcule v,. 
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Figura P5.18 
150kQ 
ANAr 
25 kQ 16V 
AMA, e 
+ 
—16V 

2 “(O vo 
Y v 


5.19 O amp op no circuito da Figura P5.19 é ideal. 


a) Qual é a configuração desse circuito 
amp op? 


b) Determine v, em termos de v.. 


c) Determine a faixa de valores para v, tal 
que v, não sature e o amp op permaneça 
em sua região linear de operação. 


Figura P5.19 
56kKQ 
ANN 
7kQ 12V 
AMA, e 
AMA e Es 
32k0 —15V 
(O) SkOZ 12 kO$ vo 
v vo 


5.20 O amp op no circuito mostrado na Figura 


Pspice 
Multisim 


P5.20 é ideal. 
a) Calcule v, quando v PS 


b) Especifique a faixa de valores de v, de 
modo que o amp op opere de modo linear. 


c) Admita que v, seja iguala 2 V e que o 
resistor de 63 kO seja substituído por um 
resistor variável. Qual é o valor do resis- 
tor variável que provocará a saturação do 
amp op? 


5.21 


5.22 


5.23 
Pspice 
Multisim 


Figura P5.20 


30 k0 


a) Projete um amplificador não inversor (veja 
Figura 5.13) com um ganho de 6, utilizando 
um resistor de realimentação de 75 kQ. 
Desenhe diagrama de seu circuito final. 


b) Suponha que você queira amplificar sinais 
de entrada na faixa —2,5 V = v, = 15V. 
Quais são os valores mínimos das fontes 
de alimentação que vão manter o amp op 
em sua região linear de operação? 

a) Projete um amplificador não inversor (veja 
a Figura 5.13) com um ganho de 2,5. Uti- 

lize resistências do Apêndice H. Pode ser 
necessário combinar resistores em série e 
em paralelo para obter a resistência dese- 
jada. Desenhe seu circuito final. 


b) Se você usar fontes de alimentação de 
+16 V para o amp op, qual faixa de valores 
de entrada permitirá que o amp op se man- 
tenha em sua região linear de operação? 


O amp op no circuito da Figura P5.23 é ideal. 
a) Qual é a configuração desse circuito amp op? 
b) Determine v, em termos de v.. 


c) Determine a faixa de valores para v, tal 
que v, não sature e o amp op permaneça 
em sua região linear de operação. 


Figura P5.23 


96 kO 
NAAS 
24k0 | 10V 
AM 
AMA EL 
16 KO —0V 
5 v(O) Si kO 10k0$ v, 
Us 


5.24 O circuito da Figura P5.24 é um amplificador 
Problema 
de Projeto 

Pspice 
Multisim 


somador não inversor. Admita que o amp op 

seja ideal. Projete o circuito de modo que 
v,=vV, +20,+30.. 

a) Especifique os valores de R e R.. 


b) Calcule i, à, e à; (em microampêres), 
quando v, =0,7V,v,-04Vev.=11V. 
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Figura P5.24 


4,7k0 


+e 


5.25 a) Useo princípio da superposição para dedu- 
zir a Equação 5.22. 
b) Deduza as equações 5.23 e 5.24. 
5.26 O amp op no circuito da Figura P5.26 é ideal. 
a) Qual é a configuração desse circuito amp 
op? 


b) Determine uma expressão para a ten- 
são de saída v, em termos da tensão de 
entrada v,. 


c) Suponha que v, =2 V. Determine o valor 
de R, que levará o amp op a saturar. 


Figura P5.26 
R=20k0 
AA 
SkQ 10V 
AMA e 
AMAr e ai 
u(O) SkQ —10V 
5 “(O 2k0$ 27k0$ vo 
v 
Y vo 


5.27 | Osresistores no amplificador diferencialmos- 
Pspice  trado na Figura 5.15 são R, =24k0, R, = 75 
WEST «Q, R,=130k0 e Rj= 120 k9. Os sinais de 
entrada de v, e v, são 8€ 5 V, respectivamente, 

E Vac 20V. 


5.28 


18V 


5.29 
Problema 
de Projeto 

Pspice 
Multisim 


a) Determine v,. 


b) Qual é a resistência 
sinal v,? 


vista pela fonte de 


c) Qual é a resistência vista pela fonte de 
sinal v,? 

O resistor Rpno circuito da Figura P5.28 é 

ajustado até que o amp op ideal se sature. 

Especifique Rem quilo-ohms. 

Figura P5.28 


1,6k0 


5,6 KO 


Projete um amplificador diferencial (Figura 
5.15) que obedeça ao seguinte critério: v, = 
3v, — 4v,. À resistência vista pela fonte de 
sinal v, é 470 kQ, e a resistência vista pela 
fonte de sinal v, é 22 kO, quando a tensão 
de saída v, é igual a zero. Especifique os valo- 
resde R, R,, R,e Rjusando resistores indi- 
viduais ou combinações deles a partir do 
Apêndice H. 
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5.30 Ocircuito amp op aditivo-subtrativo mostrado 
Pspice na Figura P5.30 é ideal. 


Multisim 
a) Determine v, quando v, =1V,v,=2V, 
v.=3Vev,=4V. 
b) Se v,, v, e Vj forem mantidas constan- 
tes, quais valores de v não saturarão o 
amp op? 
Figura P5.30 
20k0 180 kK0 
VA 6 NAAS Mr 
18kQ | 
vp € ANAr & 
30k0Q 
Ve 47kQ 
20k0 
Va 
$20k0 
v 


5.31 . Selecione os valores de R e R no circuito da 
Problema Figura P5.31 de modo que 
de Projeto A s : 
PEHES v,=8.000(i, — i,) 
Multisim Use resistores individuais ou combinações de 
resistores do Apêndice H. O amp op é ideal. 


Figura P5.31 


5.32 Oamp op no circuito da Figura P5.32 é ideal. 


a) Desenhe um gráfico de v, versus a quando 
Rp= 4R,e v,= 2. V. Use incrementos de 0,1 
e observe, por hipótese, que 0 = a = 1,0. 


b) Escreva uma equação para a reta que 
você obteve no gráfico de (a). Qual é a 
relação entre a inclinação da reta e sua 
interseção com o eixo v, e os valores de 

ã 9 
Ve arazão RelR4? 


c) Usando os resultados de (b), escolha 
valores de v, € da razão R,/R, tais que 
v,=—6a +4. 


Figura P5.32 


5.33 No amplificador diferencial mostrado na 
Figura P5.33, calcule (a) o ganho de modo 
diferencial, (b) o ganho de modo comum e 


(c) o FRMC. 
Figura P5.33 
25 k0O 
AAA 
1k0 10V 
AMA nd 
ANA e Ea 
va (O 1kQ -10V 
vo (O $24k0 vo 
v 
Y v v 


5.34 No amplificador diferencial mostrado na 
Figura P5.34, qual é a faixa de valores de R, 
que resulta em um FRMC = 1.500? 


Figura P5.34 
6k0 
AMA, 
3k0 10V 
AAA e 
AMA —— E 
va (O R, -10V 
vp (O $6k0 vo 
v 
v v v 
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5.35 
Pspice 
Multisim 


=2V 


5:36 
Pspice 
Multisim 


A tensão v, mostrada na Figura P5.35(a) é 
aplicada ao amplificador inversor da Figura 
P5.35(b). Desenhe um gráfico de v, versus t, 
supondo que o amp op seja ideal. 


Figura P5.35 


ele: 
| | | | 
2 A 6 8 10 1) 14 f6 r(8) 
(a) 
75 kQ 
AM 
15kQ 8V 
nd 
+ 
-8V 
vV 
8 vo $15 KO 
v v E 
(b) 


O sinal vp No circuito mostrado na Figura 
P5.36 é descrito pelas seguintes equações: 
ua 0,t=0, 
v,=4 cos(ar/4)t V, O < t = 00. 


Desenhe um gráfico de v, versus t, supondo 


que o amp op seja ideal. 
Figura P5.36 
20k0 


60 k0Q 


5.37 a) Mostre que, quando o amp op ideal da 


Figura P5.37 está operando em sua região 
linear, 


b) Mostre que o amp op ideal satura quando 
R(+Vec = 206) 


a 
3vg 
Figura P5.37 
R 
AMA 
Vcc 


A $R, 


v 


5.38 Suponha que o amp op ideal no circuito apre- 


sentado na Figura P5.38 esteja operando em 
sua região linear. 


a) Mostre que v, = [(R, + R;)/R uv, 
b) O que acontece se R >c0€e R, > 0? 


c) Explique por que esse circuito é denomi- 
nado um seguidor de tensão quando R, = 
o0€ R,=0. 

Figura P5.38 
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5.39 Os dois amp ops no circuito da Figura P5.39 


Pspice são ideais. Calcule v,, € UV,» 
Multisim 
Figura P5.39 
15V 
15V 
UV 
-15V $5000 
DL d 
15V $2k0 
10V 


vo $5kQ 
-15V $4000 


$1k0 


v 


5.40 Suponha que o amp op ideal no circuito da Figura 
Pspice 


P5.40 esteja operando em sua região linear. 
Multisim 


a) Calcule a potência fornecida ao resistor 
de 16k0. 

Repita (a) retirando o amp op do circuito, 
isto é, com o resistor de 16 kQ ligado em 


b 


nn 


série com a fonte de tensão e o resistor de 
48 kQ. 


c) Determine a razão entre a potência deter- 
minada em (a) e a encontrada em (b). 


d 


a, 


A inserção do amp op entre a fonte e a 
carga cumpre alguma finalidade útil? 
Explique. 

Figura P5.40 


48 kQ 
16k0 


320 mV (O 


Y Fonte 


Carga 
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5.41 Os amp ops no circuito da Figura P5.41 são 


Pspice ideais. 
Multisim 
a) Determine i,. 
b) Determine o valor da tensão da fonte à 
esquerda, para a qual i —0. 
Figura P5.41 


5.42 O circuito no interior da área sombreada da 
Pspice Figura P5.42 é uma fonte de corrente constante 
Multisim . e 
para uma faixa limitada de valores de R, . 


a) Determine o valor de i, para R|, = 4kO. 


b) Determine o valor máximo de R, para o 
qual i, tenha o valor definido em (a). 


c) Suponha que R, = 16 k9. Explique o fun- 
cionamento do circuito. Você pode admi- 
tir que i, = 1, = 0 sob todas as condições 
de operação. 

d) Desenhe um gráfico de i, versus R, para 
0=R, <= 16k0. 

Figura P5.42 


50 kQ 


5.43 Deduza a Equação 5.60. 


5.44 Repita o Problema para avaliação 5.6, consi- 
Pspice 


derando que o amplificador inversor esteja 
Multisim 


carregado com um resistor de 500 O. 


5.45 a) Determine o circuito equivalente de Théve- 
Pspice 


nin em relação aos terminais de saída a,b 
Multisim 


para o amplificador inversor da Figura P5.45. 
O valor da fonte de sinal cc é 880 mV.O amp 


op tem uma resistência de entrada de 500 
kQ, uma resistência de saída de 2 kO e um 
ganho de malha aberta de 100.000. 


b) Qual é a resistência de saída do amplifi- 
cador inversor? 


c) Qual é a resistência (em ohms) vista pela 
fonte v, quando a carga nos terminais a,b 


é 330 0? 
Figura P5.45 
24k0 
AM 
1,6kK0 15V 
AM + 


=15V. 


5.46 Repita o Problema 5.45 admitindo um amp 
Pspice op ideal. 
Multisim 


5.47 Suponha que a resistência de entrada do amp 


Pspice 


op da Figura P5.47 seja infinita e que sua resis- 
Multisim 


tência de saída seja igual a zero. 


a) Determine v, como uma função de v geo 
ganho de malha aberta 4. 


b) Qualéo valor de v se v,=1VeA=150? 
c) Qualé o valor de v, se v,=1Ve A=00? 


d) Qual deve ser o valor de A para que v, 
tenha 99% de seu valor em (c)? 
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Figura P5.47 
10k0 
AM 
2k0 6V 
AM + 
+ 
Y v v 


5.48 O amp op no circuito amplificador não inver- 


Pspice | sor da Figura P5.48 tem uma resistência de 


Multisim — entrada de 560 kQ, uma resistência de saída 
de 8 k9) e um ganho de malha aberta de 
50.000. Suponha que o amp op esteja ope- 


rando em sua região linear. 
a) Calcule o ganho de tensão (v/v o) 


b) Determine as tensões de entrada inver- 
sora e não inversora, v, e U, (em mili- 
volts), se v,=1 V. 


c) Calcule a diferença (v, — v,) em micro- 
volts quando v Pe o 


d) Determine a corrente, em picoampêres, 
da fonte de tensão Up quando v,=1V. 


e) Repita (a)—(d) admitindo um amp op ideal. 
Figura P5.48 


200 kQ 


5.49 Suponha que o valor da resistência dos exten- 


Perspectiva sômetros na ponte da Figura 5.21 seja 120 O 
Prática 


+1%. A fonte de alimentação do amp op for- 


nece +15 V e a tensão de referência, V,., é O 


valor positivo da fonte de alimentação. 

a) Calcule o valor de R f de modo que, quando 
o extensômetro alcançar seu comprimento 
máximo, a tensão de saída será 5 V. 


b) Suponha que possamos medir com pre- 
cisão variações de 50 mV na tensão de 
saída. Qual é a variação na resistência 
(em miliohms) do extensômetro que 
pode ser detectada? 


5.50 a) Parao circuito apresentado na Figura P5.50 


Perspectiva mostre que, se AR << R, a tensão de saída 
Prática é Ê 
m— do amp op será, aproximadamente, 
spice 


Multisim 
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RE (R+RO 


E So (— AR)vin- 


vo 


b) Determine v, se R,= 470kK0, R=10KO, 
AR=95060,=15V. 


c) Determine o valor real de v, em (b). 
Figura P5.50 


Ri 


5.51 a) Se oerro percentual for definido como 
RE valor aproximado 
ERR % erro = 1| X 100, 
Pspice valor real 
Multisim 


mostre que o erro percentual na aproxi- 
mação de v, no Problema 5.50 é 


AR (R+ Rg 


x 100. 
R (R+2R) 


% erro = 


5.52 
Perspectiva 
Prática 
Pspice 
Multisim 


5.58 
Perspectiva 
Prática 
Pspice 
Multisim 


b) Calcule o erro percentual de v, para o 
Problema 5.50. 

a) Suponha que o erro percentual na aproxi- 
mação de v, no circuito da Figura P5.50 
não deva exceder 1%. Qual é a maior varia- 
ção percentual em R que pode ser 
tolerada? 

Suponha que o resistor no ramo variável do 

circuito da ponte da Figura P5.50 seja R— AR 

em vez de R+ AR. 


a) Qual é a expressão para v se AR < R? 


b) Qual é a expressão para o erro percen- 
tual de v, em função de R, Re AR? 


Cc 


no 


Suponha que a resistência no braço vari- 
ável do circuito da ponte da Figura P5.50 
seja 9.810 OQ e que os valores de R, R,e 
V,, Sejam iguais aos do Problema 5.50(b). 
Qual é o valor aproximado de v ? 


d 


NA 


Qual é o erro percentual na aproximação 
de v, quando a resistência no braço vari- 
ável é 9.810 02 
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capacitância e 
indutância mútua 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


6.1. Indutor 6.4 Indutância mútua 
6.2 Capacitor 6.5 Um exame mais detalhado da 
6.3 Combinações de indutância e capacitância indutância mútua 


em série e em paralelo 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. 


Conhecer e saber usar as equações para tensão, corrente, potência e energia em um indutor; entender como 
um indutor se comporta na presença de corrente constante e o requisito de que a corrente deve ser continua 
em um indutor. 

Conhecer e saber usar as equações para tensão, corrente, potência e energia em um capacitor; entender como um 
capacitor se comporta na presença de tensão constante e o requisito de que a tensão deve ser contínua em um 
capacitor. 


Saber combinar indutores, com condições iniciais diferentes, em série e em paralelo para formar um único indutor 


e em paralelo para formar um único capacitor equivalente com uma única condição inicial. 


Entender o conceito básico de indutância mútua e saber escrever equações de corrente de malha para um circuito 
que contenha enrolamentos acoplados magneticamente, usando de maneira correta a convenção do ponto. 


Iniciaremos este capítulo apresentando os dois últimos elementos ideais de circuito mencionados no Ca- 


pítulo 2, a saber, indutores e capacitores. Saiba que as técnicas de análise de circuitos apresentadas nos capítulos 
3 e 4 aplicam-se a circuitos que contêm indutores e capacitores. Assim, tão logo você entenda o comportamento 
terminal desses elementos em termos de corrente e tensão, poderá usar as leis de Kirchhoff para descrever quais- 
quer interligações com os demais elementos básicos. Como outros componentes, indutores e capacitores são mais 
fáceis de descrever em termos de variáveis de circuito do que de variáveis eletromagnéticas. Contudo, antes de 
focalizarmos a descrição desses elementos do ponto de vista de circuitos, é recomendável realizarmos uma breve 
revisão dos conceitos de campo a eles subjacentes. 


Circuitos elétricos 


Um indutor é um componente elétrico que se opõe a qualquer alteração na corrente elétrica. É com- 
posto de um condutor em espiral, enrolado em um núcleo de suporte cujo material pode ser magnético ou 
não. O comportamento dos indutores é baseado nos fenômenos associados a campos magnéticos. A fonte 
do campo magnético são cargas em movimento, ou corrente elétrica. Se a corrente variar com o tempo, 0 
campo magnético variará com o tempo. Um campo magnético que varia com o tempo induz uma tensão em 
qualquer condutor imerso no campo. O parâmetro indutância relaciona a tensão induzida com a corrente. 
Discutiremos essa relação quantitativa na Seção 6.1. 

Um capacitor é um componente elétrico que consiste em dois condutores separados por um material 
isolante ou dielétrico. O capacitor é o único dispositivo, além da bateria, que pode armazenar carga elétrica. O 
comportamento dos capacitores é baseado em fenômenos associados a campos elétricos. A fonte do campo 
elétrico é a separação de cargas, ou tensão. Se a tensão variar com o tempo, o campo elétrico variará com 
o tempo. Um campo elétrico que varia com o tempo produz uma corrente de deslocamento no espaço onde 
existe o campo. O parâmetro capacitância relaciona a corrente de deslocamento à tensão, em que a cor- 
rente de deslocamento é igual à corrente de condução nos terminais do capacitor. Discutiremos essa relação 
quantitativa na Seção 6.2. 


Perspectiva prática 


Telas touch capacitivas 


A perspectiva prática no Capítulo 3 mostrou como uma malha de resistores é usada para criar uma tela touch (de toque) 
para um telefone ou monitor de computador. Mas as telas de toque resistivo têm algumas limitações, a mais importante é que 
só podem processar um único toque em qualquer instante no tempo (veja o Problema 3.75). Por exemplo, uma tela sensível ao 
toque não pode processar o gesto de pinch (pinça) utilizado por muitos dispositivos para ampliar ou diminuir a imagem na tela. 

Telas multitouch (múltiplos toques) usam um componente diferente no interior de uma malha abaixo da tela — os capacito- 
res. Como você está prestes a descobrir neste capítulo, um capacitor é um elemento de circuito cujas características terminais 
são determinadas por campos elétricos. Ao tocar uma tela touch capacitiva, você produz uma alteração no valor de um capacitor, 
provocando uma mudança de tensão. Após apresentarmos o comportamento básico de capacitores e o modo como eles combi- 
nam em série e em paralelo, vamos mostrar dois modelos possíveis para uma tela de múltiplos toques utilizando uma malha de 
capacitores. Esses projetos são apresentados no exemplo da Perspectiva prática no final deste capítulo. 

A Seção 6.3 descreve técnicas utilizadas para simplificar circuitos com combinações de capacitores ou indutores em série 
ou em paralelo. 

A energia pode ser armazenada tanto no campo magnético quanto no elétrico. Consequentemente, não é nenhuma 
surpresa saber que indutores e capacitores são capazes de armazenar energia. Por exemplo, a energia pode ser armazenada 
em um indutor e, então, fornecida para uma vela de ignição. Ela pode ser armazenada em um capacitor e, então, fornecida 
para acender um flash de máquina fotográfica. Em indutores e capacitores ideais, a quantidade de energia por eles fornecida 
tem de ser igual à energia neles armazenada. Como indutores e capacitores não podem gerar energia, são classificados 
como elementos passivos. 

Nas seções 6.4 e 6.5, examinaremos a situação em que dois circuitos estão ligados por um campo magnético e, por isso, 
são denominados magneticamente acoplados. Nesse caso, a tensão induzida no segundo circuito pode ser relacionada à cor- 
rente que varia com o tempo no primeiro circuito por um parâmetro conhecido como indutância mútua. O significado prático 
do acoplamento magnético revela-se ao estudarmos as relações entre corrente, tensão, potência e vários novos parâmetros 
específicos da indutância mútua. Aqui, apresentaremos essas relações; nos capítulos 9 e 10, descreveremos sua utilidade em 
um dispositivo denominado transformador. 
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cobalt88/Shutterstock 


6.1 Indutor 


A indutância é o parâmetro de circuito utilizado para descrever um indutor. Simbolizada 
pela letra L, é medida em henrys (H) e representada graficamente como uma espiral — para 
lembrar que a indutância é resultante de um condutor imerso em um campo magnético. A 
Figura 6.1(a) mostra um indutor. Apontar a direção de referência da corrente na direção da 
queda de tensão nos terminais do indutor, como mostra a Figura 6.1(b), resulta em 


em que v é medida em volts, L em henrys, i em ampéres e £ 
em segundos. A Equação 6.1 reflete a convenção passiva mos- 
trada na Figura 6.1(b); isto é, a referência de corrente está na 
direção da queda de tensão no indutor. Se a referência de cor- 
rente estiver na direção da elevação de tensão, a Equação 6.1 
é escrita com um sinal de menos. 


Observe, pela Equação 6.1, que a tensão nos terminais de 
um indutor é proporcional à variação temporal da corrente 
no indutor. Aqui, cabem duas observações importantes. A pri- 
meira é que, se a corrente for constante, a tensão no indutor 
ideal será igual a zero. Assim, o indutor comporta-se como um 
curto-circuito na presença de uma corrente constante, ou cc. A 
segunda é que a corrente não pode variar instantaneamente 
em um indutor; isto é, a corrente não pode variar por uma 


(6.1) 4 A equação 
v-i 
do indutor 


Figura 6.1 (a) Símbolo gráfico para um indutor com 
indutância de L henrys. (b) Atribuição de 
tensão e corrente de referência ao indutor, 
conforme a convenção passiva. 


Circuitos elétricos 


quantidade finita em tempo zero. Segundo a Equação 6.1, essa variação exigiria uma tensão 
infinita, e tensões infinitas não são possíveis. Por exemplo, quando alguém desliga o interrup- 
tor em um circuito indutivo de um sistema real, inicialmente a corrente continua a fluir no ar 
pelo interruptor, um fenômeno denominado centelhamento. A centelha que passa pelo inter- 
ruptor evita que a corrente caia a zero instantaneamente. Circuitos interruptores indutivos são 
um problema sério de engenharia porque o centelhamento e os surtos de tensão associados 
têm de ser controlados para evitar danos ao equipamento. O primeiro passo para entender a 
natureza desse problema é dominar o material introdutório apresentado neste capítulo e nos 
dois a seguir. O Exemplo 6.1 ilustra a aplicação da Equação 6.1 a um circuito simples. 


EXEMPLO 6.1 Determinação da tensão, dada a corrente, nos terminais de um indutor. 


A fonte independente de corrente no circuito mostrado na Figura 6.2 gera corrente nula para t < 0 e 


um pulso 10te A para t > 0. 
Figura 6.2 Circuito para o Exemplo 6.1. 


a) Faça um gráfico da forma de onda da corrente. 


+ i=0, t<0 
b) Em qual instante de tempo a corrente é máxima? 
. . ; E i v 4100 mH 
c) Determine a expressão da tensão nos terminais do 
indutor de 100 mH em função do tempo. > i=10te YA, t>0 


d) Faça um gráfico da forma de onda da tensão. 
e) A tensão e a corrente são máximas ao mesmo tempo? 
f) Em qual instante de tempo a tensão muda de polaridade? 


g) Há, alguma vez, uma variação instantânea de tensão no indutor? Se houver, em que instante 


ela ocorre? 
Figura 6.3 Forma de onda da corrente para o Exemplo 6.1. 


Solução (A) 
a) A Figura 6.3 mostra a forma de onda da corrente. Bá be=s 
b) dildt = 10(-Ste*! + e) = 10€ (1 — 5t) A/s; dildt | 
= 0 quando t = É s. (Veja a Figura 6.3.) (9) 
0 
c) v= Ldildt= (0,1)10€ (1 —5)=e HA —5n) Vt> o 
0,u=0,t<0. Figura 6.4 Forma de onda da tensão para o Exemplo 6.1. 
d) A Figura 6.4 mostra a forma de onda da tensão. v(V) 
e) Não;a tensão é proporcional a di/dt, não a i. ii 
£?) Em 0,25, 0 que corresponde ao momento em que 
dildt está passando por zero e mudando de sinal. 
g) Sim, em += 0. Observe que a tensão pode variar E 
instantaneamente nos terminais de um indutor. 0 0,2 0,6 (5) 


Corrente em um indutor em termos da tensão no indutor 


A Equação 6.1 expressa a tensão nos terminais de um indutor em função da corrente 
no indutor. É também desejável ser capaz de expressar a corrente em função da tensão. Para 
determinar i em função de v, começamos multiplicando ambos os lados da Equação 6.1 por 
um tempo diferencial dt: 
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di 
vdt=L (4) dt. (6.2) 


Multiplicar a taxa de variação de i em relação a t por uma variação diferencial no tempo 
gera uma variação diferencial em i, portanto escrevemos a Equação 6.2 como 


vdt=L di (6.3) 


Em seguida, integramos ambos os lados da Equação 6.3. Por conveniência, trocamos os 
dois lados da equação e escrevemos 


i(t) t 
L[ dx = far (6.4) 
i(to) to 


Observe que usamos x e 7 como as variáveis de integração, ao passo que i e t tornam-se 
limites nas integrais. Então, pela Equação 6.4, 


i(t) = =! vdT + i(to), (6.5) 


em que i(t) é a corrente correspondente a te i(t,) é o valor da corrente do indutor quando ini- 
ciamos a integração, a saber, em 1,. Em muitas aplicações práticas, £, é igual a zero, e a Equação 
6.5 torna-se 


= [ud + io (6.6) 


As equações 6.1 e 6.5 fornecem a relação entre a tensão e a corrente nos terminais de um 
indutor. A Equação 6.1 expressa a tensão em função da corrente, ao passo que a Equação 6.5 
expressa a corrente em função da tensão. Em ambas as equações, a direção de referência para 
a corrente está na direção da queda de tensão nos terminais. Observe que i(t,) tem o próprio 
sinal algébrico. Se a direção da corrente inicial for a mesma da direção de referência para i, 
ela será uma quantidade positiva. Se a corrente inicial estiver na direção oposta, ela será uma 
quantidade negativa. O Exemplo 6.2 ilustra a aplicação da Equação 6.5. 


4 A equação 
i-v do 
indutor 
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EXEMPLO 6.2 Determinação da corrente, dada a tensão, nos terminais de um indutor, 


O pulso de tensão aplicado ao indutor de 100 mH mos- Figura 6.5 Circuito para o Exemplo 6.2. 
trado na Figura 6.5 é O para t < 0 e é dado pela expressão v=0, 


v(t) = 20te 10!V v (O | $100 mH 


t<0 


para t > 0. Admita também que i = O para t = 0. pe Êy, 40 


a) Faça um gráfico da tensão em função do tempo. 


Figura 6.6 Forma de onda da tensão para o Exemplo 6.2. 


b) Determine a expressão da corrente no indutor em fun- 


ção do tempo. er 


c) Faça um gráfico da corrente em função do tempo. 


Solução 


a) A tensão em função do tempo é mostrada na Figura 6.6. 


Circuitos elétricos 


b) A corrente no indutor é O em t= 0. Portanto, a corrente 


parat> 0é Figura 6.7 Forma de onda da corrente para o 
Exemplo 6.2. 
a 
i=— | 20e ld +0 (A) 
0,1 Jo 


—10r 


= t 
100 ae 
=2(1-—1Oe lt -eclNA, +>0. | ] ] 


= 200] (107 + D| 


c) A Figura 6.7 mostra a corrente em função do tempo. 


Observe, no Exemplo 6.2, que i se aproxima de um valor constante de 2 A à medida que t 
aumenta. Falaremos mais sobre esse resultado após discutirmos a energia armazenada em um 
indutor. 


Potência e energia no indutor 


As relações entre potência e energia para um indutor podem ser deduzidas diretamente 
das relações entre corrente e tensão. Se a referência de corrente estiver na direção da queda 
de tensão nos terminais do indutor, a potência é 


p= ui. (6.7) 


Lembre-se de que a potência está em watts, a tensão em volts e a corrente em ampêres. 
Se expressarmos a tensão do indutor em função da corrente do indutor, a Equação 6.7 será 


Potência D PE LS (6.8) 
em um É 
indutor 


Também podemos expressar a corrente em termos da tensão: 
1 t 
p ol [var + io). (6.9) 
Lb, 


A Equação 6.8 é útil para expressar a energia armazenada no indutor. Potência é a taxa 
de variação da energia em relação ao tempo, portanto 


== no (6.10) 


Multiplicando-se ambos os lados da Equação 6.10 por um tempo diferencial, obtemos a 
relação diferencial 


dw = Li di (6.11) 


Ambos os lados da Equação 6.11 são integrados, subentendendo-se que a referência para 
energia nula corresponde a uma corrente nula no indutor. Assim, 


fu=i fra. 
0 0 
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La 
w = pu 2 (6.12) «4 Energia em 
um indutor 
Como antes, usamos símbolos diferentes para as variáveis de integração a fim de evitar 
confusão com os limites das integrais. Na Equação 6.12, a energia está em joules, a indutância 
em henrys e a corrente em ampéres. Para ilustrar a aplicação das equações 6.7 e 6.12, voltamos 
aos exemplos 6.1 e 6.2 por meio do Exemplo 6.3. 
EXEMPLO 6.3 Determinação da corrente, tensão, potência e energia para um indutor. 
a) Faça gráficos de i, v, p e w em função do tempo 
para o Exemplo 6.1. Alinhe os gráficos na vertical 
para permitir uma fácil avaliação do comporta- Figura 6.8 Variáveis /, v, pe w versus tpara o Exemplo 6.1. 
mento de cada variável. (mA) 
b) Em qual intervalo de tempo a energia está sendo 800 H 


armazenada no indutor? 


c) Em qual intervalo de tempo a energia está sendo 
extraída do indutor? 


t(s) 


d) Qual é a máxima energia armazenada no indutor? 


e) Calcule as integrais 


0,2 oo 
/ p dt e / p dt, 
0 0,2 


e comente seus significados. 


t(s) 

f) Repita (a)-(c) para o Exemplo 6.2. 

g) No Exemplo 6.2, por que há uma corrente finita no 
indutor à medida que a tensão se aproxima de zero? 


Solução 


a) Os gráficos de i, v, p e w decorrem diretamente 
das expressões para i e v obtidas no Exemplo 6.1 e 
são mostrados na Figura 6.8. Em particular, p = vi 
ew = (DL? 


t(s) 


b) Uma inclinação positiva na curva de energia indica 
que energia está sendo armazenada. Portanto, ela 
está sendo armazenada no intervalo de tempo O a 


0,2 s. Observe que isso corresponde ao intervalo 
em que p > 0. 


c) Uma inclinação negativa na curva de energia indica 
que energia está sendo extraída. Assim, ela está sendo 
extraída no intervalo de tempo 0,2 s a oo. Observe 
que isso corresponde ao intervalo em que p < 0. 


t(s) 


Circuitos elétricos 


d) Pela Equação 6.12, vemos que a energia está em um — Figura 6.9 Variáveis v, i pe w versus t para o Exemplo 6.2. 
máximo quando a corrente está em um máximo; um breve v(V) 
exame dos gráficos confirma isso. Pelo Exemplo 6.1, a 
corrente máxima é 0,736 A. Portanto, w ,=2707 m]. 


1,0: 


e) Pelo Exemplo 6.1, 


i=10t YA ev=e( — St) V. 


E t(s) 


Logo, 


p= vi=10te 1% — 502e 19 W. 


Pelo Tel 02 
0 + 10% — 1 
, À —10 al 100( ) 0 300 É 


= O == Í 
= 0,2 “ = 27,07 mJ, 0 01 02 03 04 05 06 (5) 


JN | e TO oo 
p dt =10 104 — 1 
0,2 100 0,2 


TE t(s) 


= 020º = 2707m]. 


Com base na definição de p, a área sob a curva de p versus t representa a energia consumida no inter- 
valo de integração. Assim, a integração da potência entre O e 0,2 s representa a energia armazenada 
no indutor durante esse intervalo de tempo. A integral de p no intervalo 0,2 s — oo é a energia extra- 
ída. Observe que, nesse intervalo de tempo, toda a energia armazenada antes é removida; isto é, após 
a passagem do pico de corrente, nenhuma energia está armazenada no indutor. 

f) Os gráficos de v, i, p é w decorrem diretamente das expressões para v e i dadas no Exemplo 6.2 e 
são mostrados na Figura 6.9. Observe que, nesse caso, a potência é sempre positiva e, por conseguinte, 
a energia é sempre armazenada durante o pulso de tensão. 

g) A aplicação do pulso de tensão faz com que a energia seja armazenada no indutor. Como o indu- 
tor é ideal, essa energia não pode ser dissipada após a tensão cair a zero. Portanto, uma corrente 
persiste circulando no circuito. É óbvio que um indutor sem perdas é um elemento ideal de circuito. 
O modelo de circuito de indutores reais requer, além do indutor, um resistor. (Voltaremos a falar 
sobre isso.) 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Conhecer e saber usar as equações para tensão, corrente, potência e energia em um indutor. 


6.1 A fonte de corrente no circuito mostrado gera o pulso de corrente 


ido) =(0), t<o0, 
AO) Ss 8e 73001 rs 8e71200t PAM t>0. 


Determine (a) v(0); (b) o instante de tempo, maior do que zero, em que a tensão v passa por zero; (c) a 
expressão para a potência fornecida ao indutor; (d) o instante em que a potência fornecida ao indutor é 
máxima; (e) a potência máxima; (f) o instante em que a energia armazenada é máxima e (g) a máxima 
energia armazenada no indutor. 


Resposta: (a) 28,8 V; (b) 1,54 ms; 
(c) —76,807$0 + 384g1:500: 
—3072e 2400 W, t = 0; 
(d) 411,05 us; 
(2) SETA 
(É) 1,54 ms; 
(g) 28,57 mJ. 


NOTA: tente resolver também os problemas 6.2 e 6.8, apresentados no final deste capítulo. 


6.2 Capacitor 


Z 


A capacitância é um parâmetro de circuito represen- Figura 6.10 (a) Símbolo de circuito para um capacitor. 
tado pela letra C, medido em farads (F), e seu símbolo gráfico (b) Atribuição de tensão e corrente de 
referência ao capacitor conforme a 


são duas placas condutoras curtas e paralelas, como mostra a E 
convenção passiva. 


Figura 6.10(a). Como o farad é uma quantidade de capacitân- 


cia extremamente grande, na prática os valores de capacitores C 
costumam encontrar-se na faixa de picofarad (pF) a microfa- + = 
rad (uF). (a) 

O símbolo gráfico para um capacitor nos faz lembrar que Cc 
a capacitância ocorre sempre que condutores elétricos esti- “| ( 
verem separados por um material dielétrico ou isolante. Essa E v — 
condição significa que a carga elétrica não é conduzida atra- 1 
vés do capacitor. Embora a aplicação de uma tensão aos ter- (b) 


minais do capacitor não o faça conduzir cargas através de seu 

dielétrico, ela pode produzir pequenos deslocamentos de uma carga dentro dele. À medida 
que a tensão varia com o tempo, esse deslocamento também varia com o tempo, provocando 
a denominada corrente de deslocamento.! 


1 N.doR.T.:a corrente de deslocamento se estabelece mesmo no vácuo, onde não há cargas e, portanto, 


não há deslocamento de cargas. Embora ela possa estar ligada a pequenos deslocamentos de cargas, 
sua existência não depende deles. É um fenômeno essencialmente de campo, e não de circuitos. 


Circuitos elétricos 


Nos terminais, a corrente de deslocamento é indistinguível de uma corrente de condução. 
A corrente é proporcional à taxa de variação temporal da tensão no capacitor ou, em termos 
matemáticos, 
E ão > : dv 
quação i=C—, (6.13) 
i-v do di 
capacitor 
em que i é medida em ampêéres, C em farads, v em volts e t em segundos. 


A Equação 6.13 reflete a convenção passiva mostrada na Figura 6.10(b): isto é, a referên- 
cia de corrente está na direção da queda de tensão no capacitor. Se a referência de corrente 
estiver na direção da elevação de tensão, a Equação 6.13 será escrita com um sinal negativo. 

Duas importantes observações decorrem da Equação 6.13. A primeira é que a tensão 
não pode variar instantaneamente nos terminais de um capacitor. A Equação 6.13 indica que 
tal variação produziria uma corrente infinita, o que é uma impossibilidade física. A segunda é 
que, se a tensão nos terminais for constante, a corrente no capacitor é igual a zero. A razão é 
que uma corrente de condução não pode ser estabelecida no material dielétrico do capacitor. 
Somente uma tensão que varie com o tempo pode produzir uma corrente de deslocamento. 
Assim, O capacitor comporta-se como uma malha aberta na presença de uma tensão constante. 

A Equação 6.13 expressa a corrente do capacitor em função da tensão em seus termi- 
nais. Expressar a tensão em função da corrente também é útil. Para fazer isso, multiplicamos 
ambos os lados da Equação 6.13 por um tempo diferencial dt e, então, integramos as diferen- 
ciais resultantes: 


Executando a integração do lado esquerdo da segunda equação, temos 


t 
Equação D v(t) = E IN idr + v(to). (6.14) 
v- ido Clio 
capacitor 
Em muitas aplicações práticas da Equação 6.14, o tempo inicial é igual a zero; isto é, = 0. 
Assim, a Equação 6.14 torna-se 


v(i) = of: dr + v(0). (6.15) 


Podemos deduzir com facilidade as relações entre potência e energia para o capacitor. 
Pela definição de potência, 


Equação > p=vi=Cu—, (6.16) 
de potência co 


do capacitor 
1 t 
p= fé fia + vo | (6.17) 
Cc to 


Combinando a definição de energia com a Equação 6.16, obtemos 


ou 


dw = Cv dv, 


Capítulo 6 e Indutância, capacitância e indutância mútua 199 


pela qual 
/ dx = € ! yv dy, 
0 0 
ou 
e E 
md = z€v : (6.18) « Equação de 

energia do 
capacitor 


Na dedução da Equação 6.18, a referência para energia nula corresponde à tensão nula. 
Os exemplos 6.4 e 6.5 ilustram a aplicação das relações entre corrente, tensão, potência e 
energia para um capacitor. 


EXEMPLO 6.4 Determinação da corrente, tensão, potência e energia para um capacitor. 


O pulso de tensão descrito pelas equações a seguir está aplicado nos terminais de um capacitor de 
0,5 ur: 


a) Deduza as expressões para a corrente, potência e energia do capacitor. 


b) Faça os gráficos da tensão, corrente, potência e energia em função do tempo. Alinhe os gráficos na 
vertical. 


c) Especifique o intervalo de tempo em que energia está sendo armazenada no capacitor. 


d) Especifique o intervalo de tempo em que energia está sendo fornecida pelo capacitor. 


1 [0,0] 
fora e / p dt 
0 1 


e) Avalie as integrais 


e comente seus significados. 
Solução 
a) Pela Equação 6.13, 
(0,5 X 109(0) = 0, t< Os; 


i=4 (05 x 10(4) =2 A, Os<r<1s 
(0,5 x 10%) —4e (DD) = 2e(WDuA, t>1s. 


A expressão para a potência é deduzida da Equação 6.16: 
0, t=O0s; 


p=4 (4) =8tuW, Sao 
(de CDi( A) = Be DM, t>1s. 
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A expressão para a energia decorre diretamente da Equação 6.18: 


<Ne 
Ó, ã à do Figura 6.11 Variáveis v, |, pe w versus t para o Exemplo 6.4. 
w = 4 5(0,5)16” = 4], Os =t=ls; 
05)160 AUD = 4 AD], t=1s a 
4 
b) A Figura 6.11 mostra a tensão, corrente, potência e ener- 
gia em função do tempo. 2 


c) A energia é armazenada no capacitor sempre que a 
potência for positiva. Por conseguinte, a energia está 0 1 2 3 4 5 
sendo armazenada no intervalo 0-1 s. 


i(uA) 
d) A energia é fornecida pelo capacitor sempre que a 
potência for negativa. Por conseguinte, a energia está : EN 


sendo fornecida para todo t maior do que 1 s. 0 ; | | (8) 
e) Aintegral de p dt é a energia associada ao intervalo de. —1 : e os É 
tempo correspondente aos limites da integral. Assim, 2 
a primeira integral representa a energia armazenada p (uW) 
no capacitor entre 0e 1s,ao passo que a segunda inte- 


gral representa a energia devolvida, ou fornecida, pelo 
capacitor no intervalo 1 s a oo: 


1 1 
fra [sa 
0 0 


es eo eU) 
/ pdt= À (—8e A Ddr = (—8) 
1 1 =2 1 


A tensão aplicada ao capacitor volta a zero à medida 


1 
= 4 uJ, 
0 


=4u. “H 


t(s 
que o tempo tende ao infinito, de tal forma que a energia 0 1 2 3 4.5 6 (9) 


devolvida por esse capacitor ideal deve ser igual à ener- 
gia nele armazenada. 


EXEMPLO 6.5 Determinação de v, p e w induzidas, em um capacitor, por um pulso triangular de corrente. 


A um capacitor descarregado de 0,2 uF é aplicado um pulso de corrente de formato triangular. O 
pulso de corrente é descrito por 


0, t =0; 
(0) 5,00014, O <=t =204s; 
L == 
0,2— 5.000t4, 20 =t =404s; 
0, t =40us. 


a) Deduza as expressões para a tensão, potência e energia no capacitor para cada um dos quatro inter- 
valos de tempo necessários para descrever a corrente. 


b) Faça os gráficos de i, v,p e w versus t. Alinhe os gráficos como especificado nos exemplos anteriores. 


c) Por que continua a existir tensão no capacitor após a corrente voltar a zero? 
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Solução 


a) Parat =0,v,p e w são iguais a zero. 
Para0=t=20us, 


t 
v=5 X 10 / (5.0007)dr + 0 = 12,5 X 10º V, 
0 
p= =D NW, 
1 PA 12,4 
w = 2€ = 15,625 X 10“ ]. 


Para 20 us =t =404us, 


t 
v=5X10º | (0,2 — 5.0007)dr + 5. 
20us 


(Observe que 5 V é a tensão no capacitor ao final do intervalo anterior.) Então, 


v = (10% — 1255 x 10º? — 10) V, Figura 6.12 Variáveis |, v, p e w versus t para o Exemplo 6.5. 
i(mA) 
p=u, 
100 — 
= (62,5 x 102ê — 7,5 X 102 + 2,5 X 10% — 2) W, 
1 
w =— 20%, 
= (15,625 x 102º — 2,5 X 10ºP + 0,125 x 10% v (V) 
—2t + 10) J. 


Para t = 40 us, 


t 5 
v =10V, o q DO go ao go a 
p=v=o, 


! 
w = qe” = 10 ul. 


b) A variação temporal da corrente e da tensão, potência e 
energia resultantes estão plotadas na Figura 6.12. 


c) Observe que a potência é sempre positiva para a duração 
do pulso de corrente, o que significa que a energia está 
sendo armazenada continuamente no capacitor. Quando | 10 
acorrente volta a zero, a energia armazenada fica retida, 8 
porque o capacitor ideal não oferece nenhum meio para 
dissipá-la. Assim, uma tensão permanece nos terminais 


do capacitor após i voltar a zero. LoL Lo Lo Lys) 
10 20 30 40 50 60 


w (uJ) 


4 


8) 


[am 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Conhecer e saber usar as equações para tensão, corrente, potência e energia em um capacitor. 


6.2 A tensão nos terminais do capacitor de 0,6 uF mostrado na figura é O para t < O e 40e 15900sen 30.000t 
V para t = 0. Determine (a) i(0): (b) a potência fornecida ao capacitor em t = 7/80 ms e (c) a energia 
armazenada no capacitor em t = 77/80 ms. 

Resposta: (a) 0,72 A; 0,6 uF 
(b) —649,2 mW; 
(c) 126,13 uJ. 


A corrente no capacitor do Problema para avaliação 6.2 é O para t < 0 e 3 cos 50.000tA para t = 0. 
Determine (a) v(t); (b) a máxima potência fornecida ao capacitor em qualquer instante do tempo e (c) 
a máxima energia armazenada no capacitor em qualquer instante do tempo. 
Resposta: (a) 100 sen 50.000t V, t = O; 

(b) 150 W; (c) 3 mJ. 


NOTA: tente resolver também os problemas 6.16 e 6.21, apresentados no final deste capítulo. 


6.3 Combinações de indutância e capacitância em série 
e em paralelo 


Assim como combinações de resistores em série e em paralelo podem ser reduzidas a um 
único resistor equivalente, as combinações de indutores ou capacitores em série e em para- 
lelo podem ser reduzidas a um único indutor ou capacitor. A 


Figura 6.13 Indutores em série. Figura 6.13 mostra indutores em série. Nesse caso, os induto- 
L L L res são forçados a conduzir a mesma corrente; assim, defini- 
1 2 3 . As Ad 
Fu Fu Fou mos somente uma corrente para a combinação em série. As 
INN 202020 2220 a . . ad) . ss 
E a» = quedas de tensão nos indutores individuais são 
— 
i 
di di di 
vi — L,— vo = L;— e Va = L;—. 
dt” dt dt 


A tensão nos terminais da ligação em série é 


di 
v= 0 + vz +vs=(Ly ++ Lo, 


do que deve ficar evidente que a indutância equivalente de indutores ligados em série é a soma 
das indutâncias individuais. Para n indutores em série, 


(6.19) 


nº 


Combinação > DR ia ip A 
de indutores 

o SoNo Se os indutores originais conduzirem uma corrente inicial, i(t,), o indutor equivalente con- 
duzirá a mesma corrente inicial. A Figura 6.14 mostra o circuito equivalente para indutores em 


série que conduzem uma corrente inicial. 
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Indutores em paralelo têm a mesma tensão terminal. No 
circuito equivalente, a corrente em cada indutor é função da 
tensão terminal e da corrente inicial no indutor. Para os três 
indutores em paralelo mostrados na Figura 6.15, as correntes 
para os indutores individuais são 


1 t 
= d (it 
lo T+ (to), 


t 
5) E v dr + ix(to), 


=. 
in 
I 


1 
i3 et v dr + is(to). 


6.20 
A (6.20) 


A corrente nos terminais dos três indutores em paralelo 


é a soma das correntes dos indutores: 
= it (6.21) 


Substituindo a Equação 6.20 na Equação 6.21 obtemos 


Lo Lo LL 


t 
i = [7 Ei E E E)/ vdT + (to) + ixlto) + is(to). 
tg 


Figura 6.14 Circuito equivalente para indutores em série 
que transportam uma corrente inicial it). 
i 
L, L, Ls 
e Ns Las: e EX NS = 
i(to) 
i 
Leg= Ly + Lo + Ls 


em s 
+ uv pé 


——»> 


i(to) 


Figura 6.15 Três indutores em paralelo. 


i 


1 16) I5 


| iso) E] pinto) L5| (iso) 


+ 0 


e 


(6.22) 


Agora, podemos interpretar a Equação 6.22 em termos de um único indutor; isto é, 


Comparando a Equação 6.23 com a 6.22 obtemos 


il 1,1, 1 
Ly Ly E 


(6.24) 


= E Mt, o) (6.25) 


A Figura 6.16 mostra o circuito equivalente para os três 
indutores em paralelo na Figura 6.15. 

Os resultados das equações 6.24 e 6.25 podem ser amplia- 
dos para n indutores em paralelo: 


1 1 1 
—— > — + ——— + .. 
La L, L, 


Ata e o RE 


1 
+— 
La 


RR): 


(6.23) 


Figura 6.16 Circuito equivalente para os três indutores 
em paralelo. 


Ee Ea E E 
Ai 
+ é : g 5 
i(to) = in(to) + io(to) + is(to) 
(D) i(to) | Lag 
A 


(6.26) «4 Combinação 
de indutores 
em paralelo 


(6.27) 4 Corrente inicial 
da indutância 
equivalente 
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Capacitores ligados em série podem ser reduzidos a um único capacitor equivalente. A 
recíproca da capacitância equivalente é igual à soma das recíprocas das capacitâncias indivi- 
duais. Se cada capacitor apresentar a própria tensão inicial, a tensão inicial no capacitor equi- 
valente será a soma algébrica das tensões iniciais nos capacitores individuais. A Figura 6.17 e 
as seguintes equações resumem essas observações: 


Combinação de > - = e E AL JE opa du ao (6.28) 
capacitores Ca GQ GQ C, 
em série 
Tensão > v(to) = v(to) ar vt) aipttecat vio). (6.29) 
inicial da 
capacitância . E o . . . = 
equivalente Deixamos a dedução do circuito equivalente para capacitores ligados em série como exer- 
cício. (Veja o Problema 6.32.) 
A capacitância equivalente de capacitores ligados em paralelo é simplesmente a soma das 
capacitâncias dos capacitores individuais, como mostram a Figura 6.18 e a seguinte equação: 
eomininaçano CERCO se (6.30) 
capacitores em 
paralelo . E E ; 

Capacitores ligados em paralelo devem apresentar a mesma tensão terminal. Portanto, 
se houver uma tensão inicial nos capacitores em paralelo originais, essa mesma tensão inicial 
aparecerá nos terminais do capacitor equivalente C, q A dedução do circuito equivalente para 
capacitores em paralelo fica como exercício. (Veja o Problema 6.33.) 

Falaremos mais sobre circuitos equivalentes de indutores e capacitores em série e em 
paralelo no Capítulo 7 onde interpretaremos resultados baseados em sua utilização. 

Figura 6.17 Circuito equivalente para capacitores ligados em série. (a) Figura 6.18 Circuito equivalente para 
Capacitores em série. (b) Circuito equivalente. capacitores ligados em paralelo. (a) Capacitores 
o o em paralelo. (b) Circuito equivalente. 
a i 
pa E i 
ia Cod do 
= ; + 
ms b C C, C, AS 
+ 
v Co = volto) v Cog 2 (to) há E 
E o = (a) 
om 
= 
E pa SR CS e 
Gm Un (to) Cs EG TêR + 
— ) ee é) 
o v(to) = vi(to) + volto) + +: + un(to) E á fios, 
(a) (b) e Cog = C k C Ho + C, 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 3 Saber combinar indutores ou capacitores em série e em paralelo para formar um único indutor equivalente. 


6.4 Os valores iniciais de i e i, no circuito mostrado são +3 A e —5 A, respectivamente. A tensão nos termi- 


nais dos indutores em paralelo para t = 0 é 300 * mV. 

a) Se os indutores em paralelo forem substituídos por um único indutor, qual será sua indutância? 
b) Qual é a corrente inicial e sua direção de referência no indutor equivalente? 

c) Use o indutor equivalente para determinar i(t). 


d) Determine i,(t) e i(t). Verifique se as soluções para i,(t), i>(t) e i(t) satisfazem a lei das correntes de 
Kirchhoff. 
Resposta: (a) 48 mH; 
(b) 2 A, para cima; 
(0) 0,125€ 5 — 2,125 A,t=0; ” i(O 60mH. ix(t) 
(Di()=01058+29A,1=0, o 
ix(t) = 0,025e 3 — 5,025 A, t > 0. e 


i() 


A corrente nos terminais dos dois capacitores mostrados é 240€ 19y.A para t 


= 0. Os valores iniciais de v, e v, são —10 V e —S V, respectivamente. Calcule a 
energia total armazenada nos capacitores à medida que t — oo. (Sugestão: não 


combine os capacitores em série — determine a energia armazenada em cada um 


para, então, somá-las.) 


Resposta: 20 uJ. 


NOTA: tente resolver também os problemas 6.22, 6.24, 6.27 e 6.31, apresentados no final deste capítulo. 


6.4 Indutância mútua 


O campo magnético que examinamos em nosso estudo de indutores na Seção 6.1 estava 
restrito a um único circuito. Afirmamos que a indutância é o parâmetro que relaciona uma ten- 
são a uma corrente que varia com o tempo no mesmo circuito; assim, uma denominação mais 
exata para indutância é autoindutância. 

Vamos examinar, agora, a situação em que dois circuitos estão vinculados por um campo 
magnético. Nesse caso, a tensão induzida no segundo circuito pode ser relacionada à cor- 
rente variável no tempo do primeiro circuito por um parâmetro conhecido como indutância 
mútua. O circuito mostrado na Figura 6.19 representa dois enrolamentos acoplados magneti- 
camente. As autoindutâncias dos dois enrolamentos são denominadas L, e L, e a indutância 
mútua é denominada M. A seta de duas pontas adjacente a M 
indica o par de enrolamentos que tem esse valor de indutân- 


; - Eros oe . o a Figura 6.19 Dois enrolamentos acoplados 
cia mútua. Essa notação é necessária especialmente em circui- 


. magneticamente. 
tos que contêm mais de um par de enrolamentos acoplados 
s R 
magneticamente. E 
agneticamente Fira 


O modo mais fácil de analisar circuitos que contêm indu- 
tância mútua é usar correntes de malha. O problema é escre- Vg (O) 11) Elo ER 
ver as equações que descrevem o circuito em termos das cor- 
rentes dos enrolamentos. Em primeiro lugar, escolha uma 
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direção de referência para a corrente de cada enrolamento. A Figura 6.20 mostra correntes 
de referência escolhidas arbitrariamente. Após escolher as direções de referência para i e i,, 
some as tensões ao longo de cada circuito fechado. Por causa da indutância mútua M, haverá 
duas tensões em cada enrolamento, a saber, uma tensão autoinduzida e uma mutuamente 
induzida. A tensão autoinduzida é o produto entre a autoindutância do enrolamento e a deri- 
vada de primeira ordem da corrente naquele enrolamento. A tensão mutuamente induzida é o 

produto entre a indutância mútua dos enrolamentos e a deri- 

vada de primeira ordem da corrente no outro enrolamento. 


Figura 6.20 Correntes dos enrolamentos í, e í, usadas Considere o enrolamento da esquerda na Figura 6.20 cuja 


para descrever o circuito mostrado na Figura 6.19. 


autoindutância tem o valor L,. A tensão autoinduzida nesse 


R; enrolamento é L (di,/dt),e a mutuamente induzida, M(di,/dt). 
dás Ma Mas e as polaridades dessas duas tensões? 
vg (O FRA ço E $ R Usando a convenção passiva, a tensão autoinduzida é uma 
queda de tensão na direção da corrente que produz a tensão. 
Mas a polaridade da tensão mutuamente induzida depende 


Figura 6.21 Circuito da Figura 6.20 com pontos 
adicionados aos enrolamentos para indicar a 


do modo como os enrolamentos estão dispostos em relação à 
direção de referência das correntes. De modo geral, mostrar 
os detalhes de enrolamentos mutuamente acoplados é muito 


polaridade das tensões mutuamente induzidas. trabalhoso. Em vez disso, monitoramos as polaridades por um 


Convenção do > 
ponto para 
enrolamentos 
mutuamente 
acoplados 

Convenção do > 
ponto para 
enrolamentos 
mutuamente 
acoplados 
(alternativa) 


método conhecido como convenção do ponto, pelo qual um 
ponto é colocado em um terminal de cada enrolamento, como 

mostra a Figura 6.21. Esses pontos retratam a informação de 
É Ro sinal e permitem-nos desenhar os enrolamentos esquematica- 
mente, em vez de mostrar como seus condutores estão enrola- 
dos em uma estrutura de núcleo. 


A regra para usar a convenção do ponto para determinar 
a polaridade de tensão mutuamente induzida pode ser resumida da seguinte forma: 


Quando a direção de referência para uma corrente entra no terminal de um enrola- 
mento identificado por um ponto, a polaridade de referência da tensão que ela induz 
no outro enrolamento é positiva no terminal identificado pelo ponto. 


Ou, por um enunciado alternativo, 


Quando a direção de referência para uma corrente sair do terminal de um enrola- 
mento identificado por um ponto, a polaridade de referência da tensão que ela induz 
no outro enrolamento é negativa no terminal identificado pelo ponto. 


Na maioria das vezes, fornecemos as marcações dos pontos nos diagramas de circuito 
deste livro. Uma habilidade importante é saber escrever as equações de circuito adequadas, a 
partir do entendimento da indutância mútua e da convenção do ponto. Se os pontos de polari- 
dade não forem dados, é possível descobrir onde colocá-los examinando a configuração física 
de um circuito real ou testando-o no laboratório. Abordaremos esses procedimentos após dis- 
cutirmos a utilização dos pontos de marcação. 

Na Figura 6.21,a regra da convenção do ponto indica que a polaridade de referência para 
a tensão induzida no enrolamento 1 pela corrente i, é negativa no terminal do enrolamento 1 
marcado com um ponto. Essa tensão (M /di,/dt) é uma elevação de tensão em relação a i,. A 
tensão induzida no enrolamento 2 pela corrente i, é M di,/dt, e sua polaridade de referência é 
positiva no terminal do enrolamento 2 marcado por um ponto. Essa tensão é uma elevação de 
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tensão na direção de i,. A Figura 6.22 mostra as tensões autoinduzidas e mutuamente induzi- 
das nos enrolamentos 1 e 2, além de suas marcas de polaridade. 


Figura 6.22 Tensões autoinduzidas e mutuamente induzidas que aparecem 
nos enrolamentos mostrados na Figura 6.21. 


RA 

AM 

e +0 
O ubut 
d dt dt 

+ Es 


Agora, vamos examinar a soma das tensões ao longo de cada circuito fechado. Nas equa- 
ções 6.31 e 6.32, as elevações de tensão na direção de referência de uma corrente são negativas: 


diy di 
—Vg a YR; SE A u E Ma E 0, (6.31) 
di di 
iR, + ba — o =0. (6.32) 


Procedimento para determinar a marcação de pontos 


Agora, passamos para dois métodos para determinar a marcação de pontos. O primeiro 
supõe que conhecemos o arranjo físico dos dois enrolamentos e o modo como cada um está 
enrolado em um circuito acoplado magneticamente. As seis etapas seguintes, aqui aplicadas à 
Figura 6.23, determinam um conjunto de marcação de pontos: 


a) Selecione arbitrariamente um terminal — por exemplo, o terminal D — de um enrolamento 
e marque-o com um ponto. 


b) Designe uma corrente entrando nesse terminal mar- Figura 6.23 Conjunto de enrolamentos para demonstrar o 
cada edenoniica » método que determina um conjunto de marcações de pontos. 


c) Use a regra da mão direita? para determinar o sen- (grapã 5) No 
tido do campo magnético criado por i, no interior dos 
enrolamentos acoplados e denomine esse campo &,. 


d) Escolha arbitrariamente um terminal do segundo enro- (ptapà 
lamento — por exemplo, terminal A —, designe uma cor- 
rente entrando nesse terminal e identifique-a como i,. 


e) Use a regra da mão direita para determinar o sen- 


2 
tido do fluxo estabelecido por i, no interior dos (ptapê 


enrolamentos acoplados e denomine esse fluxo &,. FER 
arbitrariamente 
f) Compare as direções dos dois fluxos &, e &,. Se eles 13) D identificado por 
tiverem a mesma direção de referência, coloque um B( (Ela ponto 
(Etapa 1) 


ponto no terminal do segundo enrolamento onde a 

corrente de teste (i,) entra. (Na Figura 6.23, os fluxos &y e 4, têm a mesma direção de 
referência e, portanto, um ponto vai para o terminal A.) Se as direções de referência dos 
fluxos forem diferentes, coloque um ponto no terminal do segundo enrolamento onde a 
corrente auxiliar sai. 


2 Veja a discussão sobre a lei de Faraday na página 210. 
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As polaridades relativas de 


enrolamentos acoplados magneticamente também podem ser 


determinadas por meios experimentais. Isso é importante porque em algumas situações é 


impossível determinar como os 


enrolamentos estão dispostos no núcleo. Um método experi- 


mental é ligar uma fonte de tensão cc, um resistor, um interruptor e um voltímetro cc ao par 


de enrolamentos, como mostra a Figura 6.24. O retângulo sombreado que envolve os enrola- 


mentos indica não ser possível 


fazer uma inspeção física desses enrolamentos. O resistor R 


limita o valor da corrente fornecida pela fonte de tensão cc. 


Figura 6.24 Dispositivo experimental para determinar 
marcações de polaridade. 


R 
e e 
Interruptor e + 
Es Voltímetro 


V 
BB pa 


O terminal do enrolamento ligado ao terminal positivo 
da fonte cc por meio do interruptor e do resistor limitador 
recebe uma marcação de polaridade, como mostra a Figura 
6.24. Quando o interruptor é fechado, a deflexão do voltíme- 
tro é observada. Se a deflexão momentânea for positiva, o 
terminal do enrolamento ligado ao terminal positivo do vol- 
tímetro recebe a marcação de polaridade. Se a deflexão for 
negativa, o terminal do enrolamento ligado ao terminal nega- 
tivo do voltímetro receberá a marca de polaridade. 

O Exemplo 6.6 mostra como usar a marcação de pontos 
para formular um conjunto de equações em um circuito que 
contém enrolamentos acoplados magneticamente. 


EXEMPLO 6.6 Determinação das equações de corrente de malha para um circuito com enrolamentos acoplados mag- 


neticamente. 


a) Escreva um conjunto de equações de corrente de malha que descreva o circuito da Figura 6.25 em 


termos das correntes ij e do. 


b) Verifique que, se não houver nenhuma energia armazenada no circuito em t=0 e se = 16 — 167 


A, as soluções para i, € à serão: 
j=4 


p= 


Solução 


a) Somando as tensões ao longo da malha de i, obtemos 


di Bus A vd 
E + Satie — io) + 20(i, — à») + 5(i 


A equação de malha i, é 


+64 — 680 HA, 


— 5205 +51 A. 


Figura 6.25 Circuito para o Exemplo 6.6. 


e oi Emos 
20(i, — ij) + 60i, + 16 iz p= 8 


e 4H 
5 INN 
SE 1 
50 SH 20 
E AMA Z AM —————4 
e 
do 0) e! 16H () 600% 


Observe que a tensão no enrolamento de 4 H devida à corrente (i Ee à), isto é, 8d(i = i;)/dt, é uma 


queda de tensão na direção de i,. A tensão 


induzida no enrolamento de 16 H pela corrente i,, isto é, 


8di,/dt, é uma elevação de tensão na direção de i,. 
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b) Para verificar a validade das expressões para i, e i,, começamos testando os valores inicial e final 
de i, e i,. Sabemos, por hipótese, que i (0) = i(0) = 0. Pelas soluções dadas, temos 


(0)=4+64-68=0, 
iM0)=1—52+51=0. 


Agora, observamos que, à medida que t tende ao infinito, a fonte de corrente (i a aproxima-se de um 
valor constante de 16 A e, por conseguinte, os enrolamentos acoplados magneticamente comportam- 
-se como curtos-circuitos. Então, em t = oo, O circuito 
reduz-se ao mostrado na Figura 6.26. Pela Figura 6.26, 


a E E Figura 6.26 Circuito do Exemplo 6.6 quando t = oo. 
vemos que em t=oo os três resistores estão em paralelo 


com a fonte de 16 A. Assim, a resistência equivalente é det 
3,75 Q e, portanto, a tensão na fonte de corrente de 16 
A é 60 V. Portanto, so 200 
ANN AM 
. 60 60 + 
o da id 16A bj 60 0 
60 
=>" =1A 
in(00) 60 


Esses valores estão de acordo com os valores finais previstos pelas soluções para í, e i,. 
Por fim, conferimos as soluções verificando se elas satisfazem as equações diferenciais deduzidas em (a). 
Deixamos essa verificação final para o leitor, por meio do Problema 6.37 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Usar a convenção do ponto para escrever equações de corrente de malha para enrolamentos mutuamente 
acoplados. 


6.6 a) Escreva um conjunto de equações de corrente de malha para o circuito do Exemplo 6.6 se o ponto no 


indutor de 4 H estiver no terminal do lado direito, a direção de referência de i É for invertida e o resis- 
tor de 60 O for aumentado para 780 O. 


b) Verifique que, se não houver nenhuma energia armazenada no circuito emt=0 e sei Es 1,96— 1,960 “A, 


as soluções para as equações diferenciais deduzidas em (a) serão 
1 =-04—11,60“+1220%A, 
=—0,01 — 0,990 + SA. 
Resposta: (a) 4(di,/dt) + 25i, + 8(di,/dt) — 20i, 

E S(dildt) 

e 

8(di,/dt) — 20i, + 16(di,/dt) + 800i, 

=-—16(di dt); 

(b) verificação. 


NOTA: tente resolver também o Problema 6.39, apresentado no final deste capítulo. 


Circuitos elétricos 


6.5 Um exame mais detalhado da indutância mútua 


Para explicar completamente o parâmetro de indutância mútua e examinar as limitações 
e premissas adotadas na discussão qualitativa apresentada na Seção 6.4, começamos com uma 
descrição mais quantitativa da autoindutância. 


Uma revisão da autoindutância 


O conceito de indutância pode ser creditado a Michael Faraday, que foi pioneiro nessa 
área de trabalho no início do século XIX. Faraday postulou que um campo magnético consiste 
de linhas de força que circundam um condutor que conduz corrente. Visualize essas linhas de 
força como tiras de elástico que armazenam energia e se fecham em si mesmas. À medida que 
a corrente aumenta e diminui, as tiras elásticas (isto é, as linhas de força) se expandem e se 
contraem ao longo do condutor. A tensão induzida no condutor é proporcional ao número de 
linhas que se contraem para dentro do condutor ou que o atravessam. Essa imagem da tensão 
induzida é expressa pelo que se denomina lei de Faraday; isto é, 


(6.33) 


em que À é denominado fluxo total e é medido em weber-espiras. 
Como passamos da lei de Faraday para a definição de indutância apresentada na Seção 
6.1? Podemos começar a inferir essa conexão usando a Figura 6.27 como referência. 
As linhas & que perpassam as N espiras representam as 
Figura 6.27 Representação de um campo magnético linhas de força magnética que compõem o campo magnético. 
ligando um enrolamento de N espiras. A intensidade do campo magnético depende da intensidade 
da corrente, e a orientação espacial do campo depende do sen- 


Ei vi tido da corrente. A regra da mão direita relaciona a orientação 
Sl | do campo com o sentido da corrente: quando os dedos da mão 

ú | Na direita envolvem o enrolamento no sentido da corrente, o pole- 
o | N espirais gar indica a direção daquela porção do campo magnético no 

; TU) interior do enrolamento. O fluxo total é o produto entre o fluxo 


magnético (4), medido em webers (Wb), e o número de espiras 
atravessadas pelo campo (N): 


A= NG. (6.34) 


A magnitude do fluxo, à, está relacionada à magnitude da corrente do enrolamento pela 
relação 


&=FNi, (6.35) 


em que N é o número de espiras do enrolamento e 7 é a permeância do espaço ocupado pelo 
fluxo. Permeância é a quantidade que descreve as propriedades magnéticas desse espaço e, 
por isso, uma descrição detalhada de permeância está fora do escopo deste livro. Aqui, basta 
observar que, quando o espaço atravessado pelo fluxo é composto de materiais magnéticos 
(como ferro, níquel e cobalto), a permeância varia com o fluxo, dando origem a uma relação 
não linear entre q e i. No entanto, quando o espaço é composto por materiais não magnéticos, 
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a permeância é constante, dando origem a uma relação linear entre & e i.º Observe que, pela 
Equação 6.35, o fluxo também é proporcional ao número de espiras no enrolamento. 

Aqui, admitimos que o material do núcleo — espaço atravessado pelo fluxo — é não mag- 
nético. Então, substituindo as equações 6.34 e 6.35 na Equação 6.33, temos 


dA ANO) 
“do dt 


| 
z 

| 

| 

Í 
2 


d 
d 


di 


2 
= NS dr 


= L (6.36) 
que mostra que a autoindutância é proporcional ao quadrado do número de espiras do enro- 
lamento. Utilizaremos essa observação mais adiante. 

A polaridade da tensão induzida no circuito da Figura 6.27 reflete a reação do campo à 
corrente que o cria. Por exemplo, quando i está crescendo, di/dt é positiva e v é positiva. Assim, 
é preciso fornecer energia para estabelecer o campo magnético. O produto vi é a taxa de arma- 
zenamento de energia no campo. Quando o campo diminui, di/dt é negativa e, mais uma vez, a 
polaridade da tensão induzida é oposta à alteração na corrente. À medida que o campo dimi- 
nui em torno do enrolamento, mais energia é devolvida ao circuito. 

Mantendo em mente mais essas particularidades do conceito de autoindutância, voltemos 
agora à indutância mútua. 


O conceito de indutância mútua 


A Figura 6.28 mostra dois enrolamentos acoplados magneticamente. Você deve verificar 
se a marcação de pontos está de acordo com a direção dos enrolamentos e correntes mostra- 
dos. O número de espiras em cada enrolamento é N, e N,, respectivamente. O enrolamento 1 
é energizado por uma fonte de corrente variável com o tempo que estabelece a corrente i nas 
espiras N,. O enrolamento 2 não é energizado e está aberto. 
Os enrolamentos são dispostos em um núcleo não magné- 
tico. O fluxo produzido pela corrente i, pode ser dividido em Figura 6.28 Dois enrolamentos acoplados 


dois componentes, denominados &,, e 4,,. O componente de Ran nc mente: 


fluxo &,, é o fluxo produzido por i, que atravessa somente i1 ES Er Ss 
k — ANA Ls 
as espiras N,. O componente à,, é o fluxo produzido por i, 


à | 
que atravessa as espiras N, e N,. O primeiro dígito do índice TE 
Pa E v Pul [1] 
do fluxo refere-se ao número do enrolamento atravessado 


2. | 
pelo fluxo e o segundo dígito refere-se ao enrolamento per- q H z 1 
e pie 


corrido pela corrente. Assim, &,, é um fluxo que atravessa o 


3 N.do R.T.: para sermos rigorosos, quando se fala de materiais magnéticos devemos entender mate- 


riais ferromagnéticos, como ferro, níquel e cobalto. Quando se fala de materiais não magnéticos, 
devemos entender materiais não ferromagnéticos, ou seja, paramagnéticos e diamagnéticos. A rigor, 
não existe material não magnético. 


Circuitos elétricos 


enrolamento 1 que é produzido por uma corrente no enrolamento 1, ao passo que &,, é um 
fluxo que atravessa o enrolamento 2 que é produzido por uma corrente no enrolamento 1. 


O fluxo total que atravessa o enrolamento 1 é &,,a soma de &,, e b,. 


dyi=Pn td (6.37) 

O fluxo &, e seus componentes &,, e &,, estão relacionados com a corrente i, da seguinte 
forma: 

dA Ni (6.38) 

dn Fu Nip (6.39) 

da FM, ty (6.40) 


em que F, é a permeância do espaço atravessado pelo fluxo à,, F,, é a permeância do espaço 
atravessado pelo fluxo &,, e ,, é a permeância do espaço atravessado pelo fluxo &,,. Subs- 
tituindo as equações 6.38, 6.39 e 6.40 na Equação 6.37 obtemos a relação entre a permeância 
do espaço atravessado pelo fluxo total &, e as permeâncias dos espaços atravessados por seus 
componentes &,| e &,): 


= Fat Fsp (6.41) 
Usamos a lei de Faraday para deduzir as expressões para v, e v;: 


dA 5 d(N 141) 


d 
= Nrgéu + x) 


vi = 


dt dt 
, di di | di 
= Ní(Fu + Pula - bene = Lx (6.42) 
e 
do ANidm) dio 
pone E = E e No (FuN) 
di 
= NNi Furo (6.43) 


O coeficiente de di,/dt na Equação 6.42 é a autoindutância do enrolamento 1. O coefi- 
ciente de di/dt na Equação 6.43 é a indutância mútua entre os enrolamentos 1 e 2. Assim, 


My =NN,F» (6.44) 


O índice de M especifica uma indutância que relaciona a tensão induzida no enrolamento 
2 com a corrente no enrolamento 1. 


O coeficiente de indutância mútua fornece: 


=M di 6.45 
Vv7 = 21 dt . ( . ) 
Observe que a convenção do ponto é usada para estabelecer a referência de polaridade 
de v, na Figura 6.28. 
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No caso dos enrolamentos acoplados da Figura 6.28, Figura 6.29 Enrolamentos acoplados magneticamente 
excitar o enrolamento 2 com uma fonte de corrente variável da Figura 6.28, com o enrolamento 2 excitado e 0 
; : enrolamento 1 aberto. 
com o tempo (i,) e deixar o enrolamento 1 aberto produz o 


arranjo mostrado na Figura 6.29. Novamente, a referência de » == sp) E 
polaridade atribuída a v, é estabelecida pela convenção do F 
ponto. o 


O fluxo total que atravessa o enrolamento 2 é 


bo=by + bp: (6.46) 


| Hm! 


se fl 


O fluxo &, e seus componentes &,, e &,, estão relacionados com a corrente i, da seguinte 
forma: 


b=5 No bh, (6.47) 

Po = Foo No do, (6.48) 

dp Fo Ni (6.49) 

As tensões v, e UV, são 
dA, 2 diz di, 
v7 = dt = NSF5 dt = L, dt A (6.50) 
dA d di 
vi = e = ae Nba) = NiNoFi (6.51) 


O coeficiente de indutância mútua que relaciona a tensão induzida no enrolamento 1 com 
a corrente variável a longo do tempo no enrolamento 2 é o coeficiente de di,/dt na Equação 
6.51: 


Ma NN, Fo (6.52) 
Para materiais não magnéticos, as permeâncias 7, e f,, são iguais; portanto, 
Ms Mya=-M. (6.53) 


Por conseguinte, para circuitos lineares com apenas dois enrolamentos acoplados magne- 
ticamente, não é necessário acrescentar subíndices ao coeficiente da indutância mútua. 


Indutância mútua em termos de autoindutância 


O valor da indutância mútua é uma função das autoindutâncias. Derivamos essa relação 
como se segue. Pelas equações 6.42 e 6.50, 


(6.54) 


L=Ni A. (6.55) 
respectivamente. Pelas equações 6.54 e 6.55, 


LL,=NNLF, F. (6.56) 


Circuitos elétricos 


Agora, usamos a Equação 6.41 e a expressão correspondente a Ff, para escrever 
Lhe NNE). (6.57) 


No entanto, para um sistema linear, £,, = F,,; portanto, a Equação 6.57 torna-se 


2» 


F F 
Lilo & Nro (A — 1) (1 - 2) 
Fo 


a)( e) 
= mei 1+>+), 6.58 
Fu Fu ( ) 


Substituindo-se os dois termos que envolvem permeâncias por uma única constante, 
temos uma expressão mais significativa da Equação 6.58: 


1 Fu Fy 
k 2) 2) (o 


Substituindo-se a Equação 6.59 na Equação 6.58, obtemos 


M=kKL,L, 
ou 
Relação entre > Ni ATA, (6.60) 
autoindutâncias 
a em que a constante k é denominada coeficiente de acoplamento. De acordo com a Equação 
coufisianto do 6.59, 1/k? deve ser maior do que 1, o que significa que k deve ser menor do que 1. Na realidade, 
acoplamento º coeficiente de acoplamento deve estar entre 0 e 1,ou 


0O<k=<1 (6.61) 


O coeficiente de acoplamento é O quando os dois enrolamentos não têm nenhum fluxo em 
comum; isto é, quando &,, = &,, = 0. Essa condição implica F,, = 0, e a Equação 6.59 indica 
que 1/k? = oo, ou k = 0. Se não houver nenhum fluxo que acople ambos os enrolamentos, é 
óbvio que M será 0. 

O coeficiente de acoplamento é igual a 1 quando &,, e &,, são iguais a 0. Essa condição 
implica que todo o fluxo que atravessa o enrolamento 1 também atravessa o enrolamento 2. 
Em termos da Equação 6.59, F,, — F,, = 0,0 que obviamente representa um estado ideal; na 
realidade, dispor os enrolamentos de modo que compartilhem exatamente o mesmo fluxo é 
fisicamente impossível. Materiais magnéticos (como ligas de ferro, cobalto e níquel) possibili- 
tam um espaço de alta permeância e são usados para estabelecer coeficientes de acoplamento 
próximos à unidade. (Falaremos mais sobre essa importante qualidade de materiais magnéti- 
cos no Capítulo 9.) 


NOTA: avalie sua compreensão desse material tentando resolver os problemas 6.46 e 6.50, apresentados no final deste capítulo. 


Cálculos de energia 


Vamos concluir nosso exame inicial de indutância mútua com uma discussão da ener- 
gia total armazenada em enrolamentos acoplados magneticamente. Com isso, confirmaremos 
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duas observações feitas antes: para acoplamento magnético linear, (1) M, =M,, = Me (2) 
M = kvVvLiL,em que0=<=k=<1. 


Usamos o circuito mostrado na Figura 6.30 para deduzir a expressão Figura 6.30 Circuito usado para 
para a energia total armazenada nos campos magnéticos associados a um deduzir as relações básicas de energia. 
par de enrolamentos acoplados linearmente. Começamos supondo que M 


+ == 


as correntes i, e i, são nulas e que esse estado corresponde à energia nula nO “Aa CE + 


armazenada nos enrolamentos. Então, fazemos i, crescer de zero a algum v 13 EL, v> 
valor arbitrário 1, e calculamos a energia armazenada quando i, = 1,. Como 


i, =0,a potência total fornecida ao par de enrolamentos é vi, e a energia 


W, 1 
/ dw ul udi,, 
0 0 


1 
Wi = atali: (6.62) 


armazenada é 


Agora, vamos manter i, constante em /, e aumentar i, de zero a algum valor arbitrário de 
1. Nesse intervalo de tempo, a tensão induzida no enrolamento 2 por i, é igual a zero porque 
I, é constante. A tensão induzida no enrolamento 1 por i, é M ,di,/dt. Portanto, a potência total 
fornecida ao par de enrolamentos é 


LM O qi 
= Fa ; 
p 1M 17 di vo 


A energia total armazenada no par de enrolamentos quando i, = 1, é 


Ww 1h 1 
A dw = / HM di, + ) Loisdio, 
Wi 0 0 


ou 


< 
H 


1 
Wi, + hhbMy + alalô, 


1 1 
2 2 
= ahuli + q/alê + HM». (6.63) 
Se invertermos o procedimento — isto é, se, primeiro, aumentarmos i, de zero a [, e, depois, 
aumentarmos i, de zero a 1, — a energia total armazenada será 


1 1 
W = qui + ala e aa (6.64) 


As equações 6.63 e 6.64 expressam a energia total armazenada em um par de enrolamen- 
tos acoplados linearmente em função das correntes de enrolamento, das autoindutâncias e da 
indutância mútua. Observe que a única diferença entre essas equações é o coeficiente do pro- 
duto de correntes /,L,. Usaremos a Equação 6.63, se i for estabelecida em primeiro lugar, e a 
Equação 6.64, se i, for estabelecida em primeiro lugar. 

Quando o meio acoplador é linear, a energia total armazenada é a mesma, independente- 
mente da ordem utilizada para estabelecer 1, e 1,. A razão é que, em um acoplamento linear, 
o fluxo magnético resultante depende somente dos valores finais de i, e i,, e não de como as 
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Energia > 
armazenada em 
enrolamentos 
acoplados 
magneticamente 


correntes chegaram a seus valores finais. Se o fluxo resultante for o mesmo, a energia armaze- 
nada será a mesma. Por consequência, para acoplamento linear, M,, = M,,. Além disso, como 
1, e 1, são valores arbitrários de i, e i,, respectivamente, representamos as correntes de enro- 
lamento por seus valores instantâneos i, e i,. Assim, a qualquer instante do tempo, a energia 
total armazenada nos enrolamentos acoplados é 


1 1 
w(t) = lui — alais + Misio. (6.65) 


Deduzimos a Equação 6.65 admitindo que ambas as correntes entraram em terminais 
com polaridades marcadas. Deixamos para você verificar que, se uma corrente entrar em um 
terminal com polaridade marcada enquanto a outra sair desse mesmo terminal, o sinal algé- 
brico do termo Mi,i, é invertido. Assim, em geral, 


1 1 
w(t) = qtuii + aLois + Misi. (6.66) 


Usamos a Equação 6.66 para mostrar que M não pode exceder VL;L». Os enrolamentos 
acoplados magneticamente são elementos passivos, de tal forma que a energia total armaze- 
nada neles nunca pode ser negativa. Se w(t) nunca pode ser negativa, a Equação 6.66 indica 
que a quantidade 

1 


di dao ê 
aluii + aLais e Misi, 


deve ser maior ou igual a zero quando i, e i, forem ambas positivas, ou quando ambas forem 
negativas. O valor-limite de M é encontrado igualando-se a quantidade a zero: 


1 
2 


1 
Liz 4 alas Miji, = 0. (6.67) 


Para determinar o valor-limite de M, somamos e subtraímos o termo iji;V LL» do lado 
esquerdo da Equação 6.67, o que gera um termo que é um quadrado perfeito: 


2 


O termo elevado ao quadrado na Equação 6.68 nunca pode ser negativo, mas pode ser 
igual a zero. Portanto, w(t) = 0 só se 


VLL=M, (6.69) 
que é outra maneira de dizer que 


M = kv Lil, (0 =<k=<ãh1). 


Deduzimos a Equação 6.69 admitindo que i, e i, fossem ambas positivas ou ambas nega- 
tivas. Contudo, obteremos o mesmo resultado se i e i, tiverem sinais contrários porque, nesse 
caso, obteremos o valor-limite de M selecionando o sinal positivo na Equação 6.66. 


NOTA: avalie sua compreensão desse material tentando resolver os problemas 6.47 e 6.48, apresentados no final deste capítulo. 
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Perspectiva prática 


Telas touch capacitivas 


Telas touch capacitivas são utilizadas com frequência Figura 6.31 Tela multitouch com grade de eletrodos. 


em aplicações nas quais dois ou mais pontos simultâneos 
de contato devem ser detectados. Vamos analisar dois pro- 
jetos para uma tela multitouch (múltiplos toques). O primei- 
ro deles emprega uma grade de eletrodos, como a mostra- 
da na Figura 6.31. Quando energizada, há uma pequena 
capacitância parasita, Co entre cada faixa de eletrodo e a 
terra, como mostrado na Figura 6.32 (a). Quando a tela é 
tocada, por exemplo, na posição x, y, há uma segunda ca- 
pacitância devido à transferência de uma pequena quanti- 
dade de carga da tela para o corpo humano, que age como 
um condutor. O efeito consiste em introduzir uma segunda 
capacitância no ponto de contato em relação à terra, como 
mostra a Figura 6.32 (b). 

O controlador da tela touch monitora continuamente a capaci- 
tância entre os eletrodos na grade e a terra. Se a tela não está sen- 
do tocada, a capacitância entre cada eletrodo na grade x e a terra 
é Co o mesmo é válido para a capacitância entre cada eletrodo na 
grade ye a terra. 

Quando a tela é tocada em um único ponto, C,e C, com- 
binam-se em paralelo. A capacitância equivalente entre o ele- 
trodo da grade x mais próximo ao ponto de contato e a terra 
passa a ser 


CCC. 
De modo análogo, a capacitância equivalente entre o eletrodo 
da grade y mais próximo ao ponto de toque e a terra passa a ser 
Cit nc; 


Assim, um toque na tela aumenta a capacitância entre os ele- 
trodos e a terra para os eletrodos da grade x e y mais próximos ao 
ponto de toque. 


to 


Figura 6.32 (a) Capacitância parasita entre eletrodo e terra, 
sem nenhum contato; (b) capacidade adicional 
introduzida por um toque. 


Agora, pense no que acontece quando a tela é tocada em dois pontos simultâneos. Suponha que o primeiro ponto de 
contato tenha coordenadas x,, Y, e o segundo, coordenadas x,, Y,. Assim, existem quatro locais na tela que correspondem 
a um aumento na capacitância: X,, Y,; X, Yo; Xp Yj; E Xp, Yp- Dois deles equiparam-se aos dois pontos de contato, ao 
passo que os outros dois são chamados de “fantasmas”, porque a tela não foi tocada neles. Portanto, esse método para 
implementar uma tela de toque capacitiva não pode identificar com precisão mais do que um único ponto de contato. 

A maioria das telas de toque capacitivas modernas não usa o projeto de “autocapacitância” discutido anteriormente. Em 
vez de medir a capacitância entre cada eletrodo da grade x e a terra, e cada eletrodo da grade y e a terra, o que é medida é 
a capacitância entre cada eletrodo da grade x e cada eletrodo da grade y. Essa capacitância é conhecida como capacitância 


“mútua” e mostrada na Figura 6.33 (a). 
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Quando a tela é tocada, por exemplo, na posição x, y, 
uma segunda capacitância passa a existir novamente devido 
a transferência de uma pequena quantidade de carga da tela 
para o corpo humano. Há uma segunda capacitância no ponto 
de toque em relação à terra, como mostrado na Figura 6.33 
(b). Portanto, sempre que ocorre uma mudança na capacitância 
mútua, Cm o ponto de toque na tela pode ser identificado 
exclusivamente como x, y. Se a tela for tocada nos pontos x,, 
Y, € X», Yo, haverá precisamente duas capacitâncias mútuas 
que se alteram: Cy & Coy: Não há “fantasmas” identífica- 
dos, como no projeto de autocapacitância; portanto, o projeto 
de capacitância mútua produz realmente uma tela de múltiplos 
toques capaz de identificar, de modo único e preciso, dois ou 
mais pontos de contato. 


NOTA: avalie sua compreensão da Perspectiva prática tentando resolver os 
problemas 6.51-6.53 apresentados no final deste capítulo. 


Resumo 


e Indutância é um parâmetro de circuitos lineares 
que relaciona a tensão induzida por um campo 
magnético variável no tempo com a corrente 
que produz o campo. (Seção 6.1.) 


e Capacitância é um parâmetro de circuitos line- 
ares que relaciona a corrente induzida por um 
campo elétrico variável no tempo com a tensão 
que produz o campo. (Seção 6.2.) 


e Indutores e capacitores são elementos passivos; 
eles podem armazenar e fornecer energia, mas 
não geram nem dissipam energia. (Seção 6.1.) 


e A potência instantânea nos terminais de um 
indutor ou capacitor pode ser positiva ou nega- 
tiva, dependendo de a energia estar sendo for- 
necida ou extraída do elemento. 


e Um indutor: 


e não permite uma variação instantânea da 
corrente em seus terminais; 

e permite uma variação instantânea da tensão 
em seus terminais; 


Figura 6.33 (a) Capacitância mútua entre um eletrodo da grade 
xe um da grade y; (b) capacitância adicional 
introduzida por um toque. 


eletrodo-x da grade 6 eletrodo-y da grade 
mxy 


* comporta-se como um curto-circuito na pre- 
sença de uma corrente constante em seus ter- 
minais. (Seção 6.3.) 


Um capacitor: 


e não permite uma variação instantânea da 
tensão em seus terminais; 

e permite uma variação instantânea da cor- 
rente em seus terminais; 

* comporta-se como uma malha aberta na pre- 
sença de uma tensão constante em seus ter- 
minais. (Seção 6.2.) 


As equações para tensão, corrente, potência e 
energia em indutores e capacitores ideais são 
dadas na Tabela 6.1. 


Indutores em série ou em paralelo podem ser subs- 
tituídos por um indutor equivalente. Capacitores 
em série ou em paralelo podem ser substituídos 
por um capacitor equivalente. As equações estão 
resumidas na Tabela 6.2. A Seção 6.3 apresenta 
uma discussão sobre como lidar com as condições 
iniciais para circuitos equivalentes em série e em 
paralelo que envolvam indutores e capacitores. 


Tabela 6.1 Equações terminais para indutores e capacitores ideais. 


v=L& (V) 
t 
i= o) v dr + i(to) (A) 
to 
p=vi=Lig (W) 
w =5LÊ (1) 
t 
= é [ide + v(to) (V) 
to 
= Ch (A) 
p=vi= Cu (W) 
w =3Cv? (3) 


Tabela 6.2 Equações para indutores e capacitores ligados em 
série e em paralelo. 


Ligados em série 


La=b ++ e Es 


ER 2Rm A 
rar +o 


Indutância mútua, M, é o parâmetro de circuito 
que relaciona a tensão induzida em um circuito a 
uma corrente variável no tempo em outro cir- 
cuito. Especificamente, 


e ação 

Vi = “% 2% 

a + re 

v7 = PA NaEa 2 dt 
Problemas 


Seção 6.1 
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em que v, e i são a tensão e a corrente no circuito 
1,e v, e i, são a tensão e a corrente no circuito 2. 
Para enrolamentos dispostos em núcleos não 
magnéticos, M,, = M,, = M. (Seção 6.4.) 


A convenção do ponto estabelece a polaridade 
de tensões mutuamente induzidas: 


Quando a direção de referência para uma cor- 
rente é tal que ela entra no terminal do enrola- 
mento identificado por um ponto, a polaridade 
de referência da tensão que ela induz no outro 
enrolamento é positiva em seu terminal identifi- 
cado pelo ponto. 


Ou, alternativamente, 


Quando a direção de referência para uma cor- 
rente é tal que ela saia do terminal do enrola- 
mento identificado por um ponto, a polaridade 
de referência da tensão que ela induz no outro 
enrolamento é negativa em seu terminal identi- 
ficado pelo ponto. (Seção 6.4.) 


A relação entre a autoindutância de cada enro- 
lamento e a indutância mútua entre enrolamen- 
tos é 


M =kVLL;. 


O coeficiente de acoplamento, k, é uma medida 
do grau de acoplamento magnético. Por defini- 
ção, O = k = 1. (Seção 6.5.) 


A energia armazenada em enrolamentos aco- 
plados magneticamente em um meio linear está 
relacionada com as correntes e indutâncias dos 
enrolamentos pela relação 


1 1 
W= qui + alais + Misiy. 


(Seção 6.5.) 


6.1 Sabe-se que a corrente em um indutor de 


Pspice 150 uH é 
Multisim ir — 95te 500 A para t=0. 


a) Determine a tensão no indutor para t > 0. 
(Suponha a convenção passiva.) 
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b) Determine a potência (em microwatts) 
nos terminais do indutor quando t=5 ms. 


c) O indutor está absorvendo ou forne- 
cendo potência em 5 ms? 


d) Determine a energia (em microjoules) 
armazenada no indutor em 5 ms. 


e) Determine a máxima energia (em micro- 
joules) armazenada no indutor e o instante 
(em microssegundos) em que ela ocorre. 
6.2 O pulso triangular de corrente mostrado na 
Pspice Figura P6.2 é aplicado a um indutor de 
Multisim 500mH. 


a) Escreva as expressões que descrevem i(t) 
nos quatro intervalost < 0,0 = t=25ms, 
25ms=t=50mset>50ms. 

b) Deduza as expressões para a tensão, 
potência e energia do indutor. Use a con- 
venção passiva. 

Figura P6.2 

i(mA) 
100 


| 
0 25 50 


t (ms) 


6.3 Sabe-se que a corrente em um indutor de 
50 mH é 
1=120mA,t=0; 
i=A e 00 + A e 200 A, f > (), 


A tensão no indutor (convenção passiva) é 3 V 
em (= 0. 


a) Determine a expressão para a tensão no 
indutor para t > 0. 


b) Determine o tempo, maior do que zero, 
em que a potência nos terminais do indu- 
tor é nula. 

6.4 No Problema 6.3,suponha que o valor da tensão 

no indutor em t = 0 seja —18 V em vez de 3 V. 


a) Determine as expressões numéricas para 
ievemt=o0. 


b) Especifique os intervalos de tempo em 
que o indutor está armazenando energia 


e os intervalos de tempo em que o indu- 
tor está fornecendo energia. 


c) Mostre que a energia total fornecida 
pelo indutor é igual à energia total 
armazenada. 

6.5 A corrente em um indutor de 200 mH é 
i=7SA,t=0; 


i=(B, cos 200t+ B, sen 2001)e “UA, t = 0. 


A tensão no indutor (convenção passiva) é 4,25 
V em t = 0. Calcule a potência nos terminais do 
indutor em t = 25 ms. O indutor está absorvendo 
ou fornecendo potência? 


6.6 Avalie a integral 


fra 
0 


para o Exemplo 6.2. Comente o significado do 
resultado. 

6.7 A tensão nos terminais do indutor de 750 uH 

Pspice da Figura P6.7(a) é mostrada na Figura 


ig P6.7(b). Sabe-se que a corrente i do indutor 
é igual a zero para t = 0. 
a) Escreva as expressões para i em t = 0. 
b) Faça um gráfico de i versus tpara 0 =t =o0. 
Figura P6.7 
i vs (mV) 
150 
(O) 750 mH 
0 50 t(ms) 
(a) (b) 


6.8 Sabe-se que a corrente no indutor de 50 mH 
da Figura P6.8 é 100 mA para ! < 0. A tensão 
do indutor para t = 0 é dada pela expressão 

vi (t) = 2e 109, 0* = + = 100 ms 
vp (1) = —2e- 1090.) 100 ms = t < oo 


Faça um gráfico de v, (t) e i(t) para 0 = t < 00. 
Figura P6.8 


inít) 


uto(O) 


350 mH 


Capítulo 6 e Indutância, capacitância e indutância mútua 


6.9 Sabe-se que a corrente e a tensão nos termi- Figura P6.10 
nais de um indutor de 10 H são nulas para =. 
t = 0.A tensão no indutor é dada pelo gráfico : 
da Figura P6.9 para t = 0. é (O z 
a) Escreva a expressão para a corrente em 
função do tempo nos intervalos O = t = 
25 ms,25ms =t=75ms,75ms=t= 125 6.11 Sabe-se que a corrente em um indutor de 
ms, 125 ms = 1 = 150mse 150ms =t<oo. es 25 mH é-104A parat = 0e (—10 cos 400t— 5 
b) Para t > 0, qual é a corrente no indutor O sen pad EA paras icon 
quando a tensão é igual a zero? ld ad 
c) Faça um gráfico de i versus tpara 0 =t< 0. a) no aos Rae Retempo aciensatrao 
indutor é máxima? 
Figura P6.9 
b) Qual é a tensão máxima? 
v(V) 
6.12 Inicialmente, não havia nenhuma energia 
20 armazenada no indutor de 5 H do circuito 
da Figura P6.12, quando ele foi ligado aos ter- 
minais do voltímetro. Em t = 0, a chave do 
0 E a EE t (ms) indutor passou instantaneamente para a posi- 
ção b, onde permaneceu durante 1,6 s antes 
sie de voltar instantaneamente para a posição a. 
O voltímetro de dArsonval tem um fundo de 
escala de 20 V e uma sensibilidade de 1.000 
O/V. Qual será a leitura do voltímetro no ins- 
6.10 a) Determine a corrente do indutor da Figura tante em que o interruptor volta à posição a, 
Pspice P6.10 se v = 20 cos 80t V, L = 100 mH e se a inércia do medidor de d'Arsonval for 
di (O) =04A. desprezível? 
b) Faça os gráficos de v, i, p e w versus t Figura P6.12 
usando o formato da Figura 6.8. Os grá- 
ficos devem abranger um ciclo completo b/ a 
da onda de tensão. 
c) Descreva ossubintervalos, entre O e 87 ms, 3mV (O SH (5) Voltímetro 
em que a potência está sendo armaze- 
nada pelo indutor. Repita para os subin- 
tervalos em que a potência está sendo 
fornecida pelo indutor. 
Seção 6.2 
6.13 Sabe-se que tensão nos terminais de um capa- b) Determine a potência nos terminais do 


citor de 5 uF é 
v,. = 500102500 V para t > 0. 
a) Determine a corrente que passa pelo 


capacitor para t > 0. Assuma a conven- 
ção passiva. 


capacitor quando t = 100 us. 


c) O capacitor está absorvendo ou forne- 
cendo potência em t = 100 us? 


d) Determine a energia armazenada no 
capacitor em t= 100 us. 
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e) Determine a energia máxima armaze- 
nada no capacitor e o instante em que ela 
ocorre. 


6.14 O pulso triangular de corrente mostrado na 


Figura P6.14 é aplicado a um capacitor de 
200 uF. 


a) Escreva as expressões que descrevem 
v(t) nos cinco intervalost < 0,0 = t=2s, 
2s<=t=6s6s=t=8set>8s. 


b) Deduza as expressões para a tensão, 
potência e energia do capacitor para os 
intervalos de tempo em (a). Use a con- 
venção passiva. 


c) Identifique os intervalos de tempo, entre 
0 e 8s, em que a energia está sendo for- 
necida pelo capacitor. Repita o procedi- 
mento para os intervalos de tempo em 
que a energia está sendo absorvida pelo 
capacitor. 


Figura P6.14 


6.15 A tensão que passa entre os terminais de um 


Pspice 
Multisim 


6.16 


capacitor de 5 gF é 


60 V, t=<o; 
ED) — 
(Age Pd Age MV p= 


A corrente inicial no capacitor é 100 mA. 
Assuma a convenção passiva. 


a) Qual é a energia inicial armazenada no 
capacitor? 

b) Calcule os coeficientes 4, e 4,. 

c) Qual é a expressão para a corrente do 
capacitor? 

Um pulso de tensão com duração de 4s é 


aplicado a um capacitor de 100 uF. O pulso é 
descrito pelas seguintes equações: 


SPV, 0O=t=2s; 
vi) =4 St —4PV, 2s=t<a4s; 
0 no restante. 


Faça um gráfico do pulso de corrente conduzido 
pelo capacitor durante o intervalo de 4 s. 


6.17 
Pspice 
Multisim 


Sabe-se que a tensão nos terminais do capa- 
citor da Figura 6.10 é 


60 V, t=<0; 
ED) po 
30 + 5e *9 (6 cos 2.000t 
+ sen 2.000t) V, t=>0. 


Suponha C = 120 uF. 


a) Determine a corrente no capacitor para 
t<0. 


b) Determine a corrente no capacitor para 
t>0. 


c) Há uma variação instantânea da tensão 
no capacitor em t= 02 


d) Há uma variação instantânea da corrente 
no capacitor em t= 02 


e) Qual é a energia (em microjoules) arma- 
zenada no capacitor em t= 0? 

As expressões para tensão, potência e energia 
deduzidas no Exemplo 6.5 envolveram tanto 
aintegração quanto a manipulação de expres- 
sões algébricas. Como engenheiro, você não 
pode aceitar tais resultados somente de boa- 
-fé. Isto é, você deve desenvolver o hábito de 
perguntar-se:“Esses resultados fazem sentido 
em termos do comportamento conhecido do 
circuito que se propõem a descrever?” Pen- 
sando nisso, teste as expressões do Exemplo 
6.5, realizando as seguintes verificações: 


a) Verifique as expressões para ver se a ten- 
são não varia bruscamente quando passa 
de um intervalo de tempo para o seguinte. 


b) Examine a expressão da potência em 
cada intervalo, selecione um tempo den- 
tro do intervalo e verifique se a potência 
calculada tem valor idêntico ao do pro- 
duto de v por i, nesse mesmo instante. 
Por exemplo, teste em 10 us e 30 us. 
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c) Examine a expressão da energia dentro 6.19 A tensão inicial no capacitor de 0,5 uF mos- 
de cada intervalo, selecione um instante Pspice  trado na Figura P6.19(a) é —20 V. A forma de 
dentro do intervalo e verifique se a ener- a onda da corrente no capacitor é mostrada na 
gia calculada tem valor idêntico ao da Figura P6.19(b). 


expressão % Cv?. Use 10 us e 30 us como 


. a) Qual é a energia, em microjoules, arma- 
instantes de teste. 


zenada no capacitor em t= 500 us? 


b) Repita (a) para t = oo. 


Figura P6.19 
i(mA) 
50 50020 mA, t=>0 
0,5 uF 
FR | | | | | 
- t(us 
iá Tu 0 100 200 300 400 500 (us) 
=== 
(a) (b) 


6.20 A corrente mostrada na Figura P6.20 é apli- 
Pspice | cada a um capacitor de 2 uF. A tensão inicial 
E no capacitor é igual a zero. 


a) Determine a carga no capacitor em t=6ms. 


b) Determine a tensão no capacitor em t= 
10 ms. 


c) Qual é a energia armazenada no capaci- 
tor por essa corrente? 


Figura P6.20 
(A) 


SA 


t (ms) 


6.21 O pulso de corrente de formato retangular 


Pspice "mostrado na Figura P6.21 é aplicado a um 
Multisim . io Tam a a 
capacitor de 0,1 uF. A tensão inicial no 


capacitor é uma queda de 15 V na direção de 

referência da corrente. Deduza a expressão 

da tensão no capacitor para os intervalos des- 

critos nos itens (a)-(d). 

a) O=t=<104us; 

b) 10us=<=t=20 us; 

c) MWus=t=404s; 

d) 40 us=t<o9; 

e) Faça um gráfico de v(t) no intervalo —10 
us=<t=50us. 

Figura P6.21 

i(mA) 
160 


100 H 


| | t(us 
0 | 10 20 30 40 (us) 
—50 
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Seção 6.3 


6.22 
Pspice 
Multisim 


Suponha que a energia inicial armazenada nos 
indutores da Figura P6.22 (a) e (b) seja igual 
a zero. Determine a indutância equivalente 
em relação aos terminais a,b. 

Figura P6.22 


(a) 


12 mH 


12 4H 


6.23 


6.24 


Use valores realistas de indutor do Apêndice 
H para construir combinações em série e em 
paralelo de indutores para obter as indutân- 
cias equivalentes especificadas a seguir. Tente 
minimizar o número de indutores usados. 
Suponha que nenhuma energia inicial é arma- 
zenada em qualquer um dos indutores. 


a) 8mH 

b) 45 uH 

c) 180 uH 

Os dois indutores paralelos da Figura P6.24 
estão ligados aos terminais de uma caixa preta 
em t = 0. Sabe-se que a tensão resultante v 


para t > 0 é 64º * V. Sabe-se também que 
(0) =-10A e: (0)=5A. 


a) Substitua os indutores originais por um 
indutor equivalente e determine i(t) para 
t=0. 


b) Determine i (t) para t = 0. 
c) Determine i,(t) para t = 0. 


d) Qual é a energia fornecida à caixa preta 
no intervalo de tempo O = t < 00? 


6.25 


Pspice 
Multisim 


6.26 


e) Qual era a energia armazenada inicial- 
mente nos indutores paralelos? 


f) Qual é a energia retida nos indutores 
ideais? 
g) Mostre que suas soluções para i, e i, estão 


de acordo com a resposta obtida em (f). 


Figura P6.24 


it) 


| Caixa 
preta 


Os três indutores no circuito da Figura P6.25 
estão ligados aos terminais de uma caixa preta 
emt=0. Sabe-se que a tensão resultante para 
t>0é 

v, = 2.000e7190 


Se i(0)=-6A e i(0)=1A, determine: 
a) is(0); 

b) ild,t=0; 

Cc) M,t=0; 

 Atso; 


e) a energia inicial armazenada nos três 


indutores; 
f) a energia total fornecida à caixa preta; 
g) a energia final retida nos indutores ideais. 


Figura P6.25 


t=0 : 
afim oem SM ul qa 
io & 


32H 


Para o circuito mostrado na Figura P6.25, 
quantos milissegundos após o interruptor ser 


6.27 


6.28 


6.29 


aberto a energia fornecida à caixa preta chega 
a 80% da energia total fornecida? 

Determine a capacitância equivalente em rela- 
ção aos terminais a,b para os circuitos mos- 


trados na Figura P6.27. 
Figura P6.27 
20 nF 48 nF 
E ( 
— 40V + +. 30V — " 
8 nF 4nF 24 nF 10V 
10 nF 30 nF o 
be I( ) | 
+ 5V— — 20V + 
25 uH 
+ 10V — 
5 E + 5V - 
. —+ A 
36uV = 
gi I8uF>52V 
30 LF 12 HF + 
ss) = 0 
— 20V + + 8V — 


Use valores realistas de indutor do Apêndice 
H para construir combinações em série e em 
paralelo de capacitores para obter as indu- 
tâncias equivalentes especificadas a seguir. 
Tente minimizar o número de capacito- 
res usados. Suponha que nenhuma energia 
inicial é armazenada em qualquer um dos 
capacitores. 


a) 480 pF 
b) 600 nF 
c) 120 gF 
Determine o circuito equivalente para uma 
ligação em série de capacitores ideais. Supo- 
nha que cada capacitor tenha sua própria 
tensão inicial. Denote essas tensões iniciais 
por v;(t), V>(t9) e assim por diante. (Suges- 
tão: some as tensões dos capacitores reconhe- 


cendo que a ligação em série obriga a corrente 
em cada capacitor a ser a mesma.) 
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6.30 


6.31 


6.32 


Determine o circuito equivalente para uma 
ligação em paralelo de capacitores ideais. 
Suponha que a tensão inicial nos capacito- 
res em paralelo seja v(t,). (Sugestão: some as 
correntes dos capacitores reconhecendo que 
a ligação em paralelo obriga a tensão em cada 
capacitor a ser a mesma.) 

Os dois capacitores ligados em série na Figura 
P6.31 estão ligados aos terminais de uma caixa 
preta em t = 0. Sabe-se que a corrente resul- 
tante i(t) para t > 0 é 800 *' uA. 


a) Substitua os capacitores originais por um 
equivalente e determine v (1) para t = 0. 


b) Determine v (t) para t = 0. 
c) Determine v,(t) para t = 0. 


d) Qual é a energia fornecida à caixa preta 
no intervalo de tempo 0 = 1 < 00? 


e) Qual era a energia inicialmente armaze- 
nada nos capacitores em série? 


f) Qualé a energia final retida nos capacito- 
res ideais? 


g) Mostre que as soluções para v, e v, estão 
de acordo com a resposta obtida em (f). 


Figura P6.31 
i(t) 
a : 
o CC t=0 = 
5 VZs 2 uF vi 
o ii i Caixa 
+ = º| preta 
25V>=8uF 
— + + 
O) 


Os quatro capacitores no circuito da Figura 
P6.32 estão ligados aos terminais de uma caixa 
preta em t = 0. Sabe-se que a corrente resul- 
tante i, para t > 0 é 

ip=—Se ma. 
Se v(0)=-20V, v(0)=—30V e v (O) =250 
V, determine o seguinte para t = 0: (a) v,(t), 


(b) v (o, (0) v (o, (d) vt), (e) ij(t) e (1) (0). 
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200 uF li : | 800 uF | Caixa 
HM dia M ui preta 
= Ve a = 
IC o 
1,25 uF 


Figura P6.32 


6.33 Para o circuito da Figura P6.32, calcule 


6.34 


a) aenergia inicial armazenada nos capacitores; 
b) aenergia final armazenada nos capacitores; 
c) a energia total fornecida à caixa preta; 


d) a percentagem da energia inicial armaze- 
nada que é fornecida à caixa preta; e 


e) o tempo, em milissegundos, necessário 
para fornecer 75 mJ à caixa preta. 

Em += 0, um capacitor e um indutor ligados 

em série são ligados aos terminais de uma 

caixa preta, como mostra a Figura P6.34. Para 

t > 0,sabe-se que 


Seção 6.4 


6.36 


6.37 


a) Mostre que as equações diferenciais dedu- 
zidas em (a) do Exemplo 6.6 podem ser rear- 
ranjadas da seguinte forma: 

di di, dig 


. ) . e 
a - 25 — 8 dt 20h = Sig = Er 


diy di diz 
Es = 2011 + 16 ae 80i, = 16 
b) Mostre que as soluções para i, e i, dadas 
em (b) do Exemplo 6.6 satisfazem as 
equações diferenciais dadas na parte (a) 
deste problema. 
Considere v, a tensão no indutor de 16 H no 
circuito da Figura 6.25. Suponha que v, seja 
positiva no ponto. Como no Exemplo 6.6, i, 
= 16 —16€%A. 


i, = 200€ 800 — 40€20% mA. 


Se v,.(0) = 5 V, determine v, para t = 0. 


Figura P6.34 
150 mH x Es 
INN o 
+ + 
RA t=0 Caixa 
Ve = 10 uF vo] preta 
o 
6.35 Sabe-se que a corrente no circuito da Figura 


P6.35 é 
i, = 2€*0i(cos 1.0001 + 5 sen 1.0001) A 


para t = 0*. Determine v (0º) e v,(09). 


Figura P6.35 


lo 


6.38 


a) E possível determinar v, sem ter de dife- 
renciar as expressões para as correntes? 
Explique. 

b) Deduza a expressão para v,. 


c) Verifique sua resposta em (b) usando as 
indutâncias e as derivadas adequadas de 
correntes. 

Considere v, a tensão nos terminais da fonte 

de corrente no circuito da Figura 6.25. A ten- 

são v, é positiva no terminal superior da fonte 
de corrente. 


a) Determine v, em função do tempo, 
quando i,= 16 — 160%. 


b) Qual é o valor inicial de v ed 


c) Determine a expressão para a potência 
desenvolvida pela fonte de corrente. 


6.39 


d) Qual é a potência fornecida pela fonte de 
corrente quando t é infinito? 


e) Calcule a potência dissipada em cada 
resistor quando t é infinito. 

Não há nenhuma energia armazenada no cir- 

cuito da Figura P6.39 no momento em que a 

chave é aberta. 


a) Deduza a equação diferencial que des- 
creve o comportamento de i,se L =5H, 
L,=02H,M=05HeR,=100. 


b) Mostre que, quando i, = el” 10 A, 
> 0, a equação diferencial encontrada 
em (a) é satisfeita quando i, = 625e"19! — 
2500 5% mA, t = 0. 


c) Determine a expressão para a tensão v, 
nos terminais da fonte de corrente. 


d) Qual é o valor inicial de v,? Isso faz 
sentido em termos do comportamento 
conhecido do circuito? 


Figura P6.39 


6.40 


6.41 


a) Mostre que os dois enrolamentos acoplados 
da Figura P6.40 podem ser substituídos por 
um único enrolamento com uma indutância 
de L,=L+L,+2M. (Sugestão: expresse 
vV + em função dei.) 


b) Mostre que, se os terminais do enrolamento 
L, forem invertidos, L |, =L +L,—2M. 


Figura P6.40 
M 


a) Mostre que os dois enrolamentos acoplados 
magneticamente na Figura P6.41 podem ser 
substituídos por um único enrolamento com 
uma indutância de 

LL, —M? 


La = — E 
de do = IM 
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(Sugestão: considere i, e i, correntes de malha 
no sentido horário nas “janelas” da esquerda 
e da direita da Figura P6.41, respectivamente. 
Some as tensões ao longo das duas malhas. 
Na malha 1, considere v,, a tensão aplicada 
não especificada. Resolva para di,/dt em fun- 
ção de v.,.) 

b) Mostre que, se a polaridade magnética do 

enrolamento 2 for invertida, então 


L o LL, — M? 
o Lud Es OM 
Figura P6.41 
ae 
e o 


Ei ML, 


be 


6.42 As marcações de polaridade em dois enrola- 


mentos devem ser determinadas experimen- 
talmente. O dispositivo para tal determina- 
ção é mostrado na Figura P6.42. Suponha 
que o terminal ligado ao terminal positivo 
da bateria receba a marcação de polaridade 
como mostra a figura. Quando o interruptor 
está aberto, o voltímetro cc sofre uma defle- 
xão negativa. Em que lugar do enrolamento 
ligado ao voltímetro deve ser colocada a mar- 
cação de polaridade? 


Figura P6.42 
R t=0 
E AMA E o + 


voltímetro cc 


6.43 A montagem física de quatro pares de enro- 


lamentos acoplados magneticamente é mos- 
trada na Figura P6.43. Suponha que o fluxo 
magnético esteja confinado ao material do 
núcleo em cada estrutura. Mostre duas pos- 
síveis localizações para a marcação de pontos 
em cada par de enrolamentos. 
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Figura P6.43 


Seção 6.5 


6.44 


6.45 


a) Partindo da Equação 6.59, mostre que o 
coeficiente de acoplamento também pode ser 
expresso como 


= dl) 
di Ab 
b) Com base nas frações b,/P, e by! db, 
explique por que k é menor do que 1,0. 
Dois enrolamentos magneticamente acopla- 
dos têm autoindutâncias de 60 mH e 9,6 mH, 


respectivamente. A indutância mútua entre 
eles é 22,8 mH. 


6.46 


a) Qual é o coeficiente de acoplamento? 
b) Qual é o maior valor que M pode ter? 


c) Suponha que a estrutura física desses 
enrolamentos acoplados seja tal que 
F, = F,. Qual é a razão N,/N, entre o 
número de espiras se N, for o número de 
espiras do enrolamento de 60 mH? 

Dois enrolamentos acoplados magnetica- 

mente são enrolados em um núcleo não mag- 

nético. A autoindutância do enrolamento 1 

é 288 mH, a indutância mútua é 90 mH, o 


6.47 


6.48 


6.49 


coeficiente de acoplamento é 0,75 e a estrutura 
física dos enrolamentos é tal que 7, = F,,. 


a) Determine L,e a razão N,/N, do número 
de espiras. 


b) Se N, = 1.200, qual é o valor de F, e F;? 
As autoindutâncias dos enrolamentos da 
Figura 6.30 são L, — 18 mHe L,=32 mH. Se 
o coeficiente de acoplamento for 0,85, calcule 
a energia armazenada no sistema em milijou- 
les quando (a) i, =6A,,=9A;(b)i =-—64A, 
L=9A;(c)i;=-6A,,=9Ae(d)i,=64A, 
L=DA. 

O coeficiente de acoplamento do Problema 
6.47 é aumentado para 1,0. 


a) Se i, for igual a 6 A, qual será o valor de i, 
que resultará em energia armazenada nula? 


b) Há qualquer valor fisicamente viável de 
i, que possa fazer a energia armazenada 
ser negativa? 

As autoindutâncias de dois enrolamentos aco- 

plados magneticamente são 72 mH e 40,5 mH, 


Seções 6.1-6.5 
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respectivamente. O enrolamento de 72 mH tem 
250 espiras e o coeficiente de acoplamento é 
%. O meio de acoplamento é não magnético. 
Quando o enrolamento 1 é excitado com o 
enrolamento 2 em aberto, o fluxo que atravessa 
somente o enrolamento 1 é 0,2 maior do que 
o fluxo que atravessa o enrolamento 2. 


a) Quantas espiras tem o enrolamento 2? 


b) Qual é o valor de F, em nanowebers por 
ampére? 


c) Qual é o valor de F,, em nanowebers por 
ampére? 


d) Qual é a razão (&,,/ b,)? 

As autoindutâncias de dois enrolamentos 
acoplados magneticamente são L, — 180 uH 
e L,= 500 uH. O meio de acoplamento é 
não magnético. Se o enrolamento 1 tiver 
300 espiras e o enrolamento 2, 500 espiras, 
determine 7,, e F,, (em nanowebers por 
ampêre) quando o coeficiente de acopla- 
mento for 0,6. 


6.51 


6.52 


Suponha que uma tela de toque capaci- 
tiva que utiliza um projeto de capacitân- 
cia mútua, como mostrado na Figura 6.33, 
é tocada no ponto x, y. Determine a capaci- 
tância mútua nesse ponto, E qaigi em termos 
da capacitância mútua nele sem toque, isa 
e a capacitância introduzida pelo toque, C.. 
a) Suponha que a capacitância parasita no 
projeto de autocapacitância, C, = 30 pF, e 
a capacitância introduzida por um toque 
é de 15 pF (veja a Figura 6.32[b]). Qual é 
a capacitância no ponto de contato em 
relação à terra para os eletrodos da grade 
x e da grade y mais próximos ao ponto de 
contato? 


b) Admita que a capacitância mútua no pro- 

jeto de autocapacitância, Coxy = 30 pF, e 
a capacitância introduzida por um toque 
é de 15 pF (veja a Figura 6.33[b]). Qual é 


a capacitância mútua entre os eletrodos 


6.53 


da grade x e da grade y mais próximos do 
ponto de contato? 


c) Compare seus resultados em (a) e (b). O 
toque na tela aumenta ou diminui a capa- 
citância nesses dois projetos de tela de 
toque capacitiva? 

a) Como mostra a Perspectiva prática, O 
projeto de autocapacitância não per- 
mite uma verdadeira tela de múltiplos 
toques — se a tela é tocada em dois pon- 
tos, quatro locais de contato são identifi- 
cados: dois reais e outros dois fantasmas. 
Se uma tela de toque de autocapacitância 
é tocada nas coordenadas x, y (2,1; 4,3) 
e (3,2;2,5), quais são os quatro locais de 
toque a serem identificados? (Suponha 
que as coordenadas de toque são medidas 
em polegadas a partir do canto superior 
esquerdo da tela.) 
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b) A tela de toque de autocapacitância pontos em £, com os quatro pontos em 
ainda pode funcionar como uma tela b, O software é capaz de reconhecer um 
multitouch para vários gestos comuns. gesto de pinça — então, a tela deve ser 
Por exemplo, suponha que no instante reduzida ou ampliada? 

t, os dois pontos de contato são aque- c) Repita a parte (b), supondo que no ins- 


les identificados em (a), e no instante 1, tante t, são identificados quatro pontos 


quatro pontos de contato associados às de toque associados às coordenadas x, y, 


coordenadas x,y (1,8;4,9) e (3,9:1,8) são (2,8;3,9) e (3,0;2,8). 
identificados. Comparando-se os quatro 
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SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


7.14 Resposta natural de um circuito AL 7.5 Chaveamento sequencial 
7.2 Resposta natural de um circuito RC 7.6 Resposta indefinidamente crescente 
7.3 Resposta a um degrau de circuitos AL e RC 7.7 Amplificador-integrador 


7.4 Solução geral para respostas a um degrau e 
natural 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 

1. Saber determinar a resposta natural de circuitos AL e RC. 

2. Saber determinar a resposta a um degrau de circuitos AL e RC. 

3. Saber analisar circuitos com chaveamento sequencial. 

4. Saber analisar circuitos de amp op que contenham resistores e um único capacitor. 


No Capítulo 6, observamos que um importante atributo de indutores e capacitores é sua capacidade de 
armazenar energia. Agora, estamos aptos a determinar as correntes e tensões que surgem quando a energia é 
fornecida ou recebida por um indutor ou capacitor em resposta a uma variação abrupta de uma fonte de corrente 
ou tensão cc. Neste capítulo, analisaremos circuitos compostos somente por resistores e indutores ou capacitores 
(mas não ambos). Para simplificar, essas configurações são denominadas circuitos RL (resistor-indutor) e RG 
(resistor-capacitor). 

Nossa análise de circuitos AL e RC será dividida em três fases. Na Figura 7.1 Duas formas de circuitos para a resposta 
primeira, examinaremos as correntes e tensões que surgem quando a do 


energia armazenada em um indutor ou capacitor é fornecida repentina- há bo 

mente a uma rede resistiva. Isso acontece quando o indutor ou capacitor Ê E ER é e o ER 
é desligado de modo abrupto de sua fonte cc. Assim, podemos reduzir o io dA a 
circuito a uma das duas formas equivalentes mostradas na Figura 7.1. As : º 


correntes e tensões que surgem nessa configuração são denominadas (a) (b) 
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resposta natural do circuito, para deixar claro que é a natureza do circuito em si, e não fontes externas de 
excitação, que determina seu comportamento. 

Na segunda fase de nossa análise, examinaremos as correntes e tensões que surgem quando a energia é 
recebida por um indutor ou capacitor por causa da aplicação repentina de uma fonte de tensão ou corrente cc. 
Essa resposta é denominada resposta a um degrau. O processo para determinar tanto a resposta natural 
quanto a um degrau é o mesmo; por isso, na terceira fase de nossa análise, desenvolveremos um método 
geral que pode ser usado para determinar a resposta de circuitos AL e RC a qualquer variação abrupta em 


uma fonte de tensão ou corrente cc. 


A Figura 7.2 mostra as quatro possibilidades para a configuração geral de circuitos RL e AC. Observe 
que, quando não há nenhuma fonte independente no circuito, a tensão de Thévenin ou a corrente de Norton 
é nula, € o circuito reduz-se aos mostrados na Figura 7.1; isto é, temos um problema de resposta natural. 


Figura 7.2 Quatro possíveis circuitos de primeira ordem. (a) Um indutor ligado a um equivalente de Thévenin. (o) Um indutor ligado a um 
equivalente de Norton. (c) Um capacitor ligado a um equivalente de Thévenin. (d) Um capacitor ligado a um equivalente de Norton. 
Rr Rm 
E o AM a la 
á ) 
V. V. 
O db ED mf nO Gr ROD mf er 
Rm Rm o 
e = e o e e 
(a) (b) (e) (d) 
Perspectiva prática 
Marca-passo cardíaco artificial 
A musculatura que compõe o coração contrai-se em resposta a im- Fios Marca-passo 


pulsos elétricos rítmicos. A frequência dos impulsos é controlada por cé- 
lulas marca-passo. Em adultos, essas células estabelecem uma frequên- 
cia cardíaca de repouso de aproximadamente 72 batimentos por minuto. 
Mas, às vezes, as células marca-passo sofrem dano e podem produzir 
uma frequência cardíaca de repouso muito baixa (uma condição conhecida 
como bradicardia) ou muito alta (uma condição conhecida como taquicar- 
dia). Pode-se restaurar o ritmo cardíaco normal com a implantação de um 
marca-passo artificial que fornece impulsos elétricos ao coração, imitando 
as células marca-passo. Um exemplo de marca-passo artificial, tanto fora 
quanto dentro do corpo, é mostrado ao lado. 

Marca-passos artificiais são muito pequenos e leves. Possuem um 
microprocessador programável que monitora alguns parâmetros e ajusta o 
batimento cardíaco, uma bateria eficiente com uma vida útil de até 15 anos 
e um circuito que gera a pulsação. O circuito mais simples consiste em um 
resistor e um capacitor. Após introduzirmos o circuito RC de primeira ordem, 
vamos analisar um projeto de circuito RC para marca-passos artificiais. 

Circuitos RL e RC também são conhecidos como circuitos de primeira 
ordem porque suas tensões e correntes são descritas por equações di- 


Eletrodo 


Eletrodo 


Marca-passo 
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ferenciais de primeira ordem. Independentemente da complexidade aparente de um circuito, se ele puder ser reduzido a um 
equivalente de Thévenin ou de Norton ligado aos terminais de um indutor ou capacitor equivalente, trata-se de um circuito de 
primeira ordem. (Observe que, se existirem vários indutores ou capacitores no circuito original, eles devem ser interligados de 


modo que possam ser substituídos por um único elemento equivalente.) 


Após apresentarmos as técnicas para analisar respostas naturais e a um degrau de circuitos de primeira ordem, discu- 
tiremos alguns casos especiais de interesse. O primeiro é o de chaveamento sequencial, que envolve circuitos em que o cha- 
veamento pode ocorrer em dois ou mais instantes no tempo. Em seguida, vem a resposta indefinidamente crescente. Por fim, 


analisaremos um circuito útil denominado amplificador-integrador. 


7.1 Resposta natural de um circuito RL 


A resposta natural de um circuito RL pode ser mais bem 
descrita em termos do circuito mostrado na Figura 73. Admiti- 
mos que a fonte independente de corrente gere uma corrente 
constante de 7 A e que a chave esteja fechada há longo tempo. 


Figura 7.3 Circuito RL. 


Definiremos a expressão longo tempo com mais exatidão, adiante, 
nesta seção. Por enquanto, ela significa que todas as correntes e I 


= 
Il 
[em 


p" . . s (1) Ro L 
tensões atingiram um valor constante. Portanto, somente corren- 


tes constantes, ou cc, podem existir no circuito imediatamente 
antes da abertura da chave e, por conseguinte, o indutor com- 
porta-se como um curto-circuito (Ldi/dt = 0) antes do forneci- 
mento, ao circuito resistivo, da energia nele armazenada. 
Uma vez que o indutor se comporta como um curto-circuito, a tensão no 

ramo indutivo é igual a zero e não pode haver nenhuma corrente nem em R,, Figura 7.4 Circ 
nem em R. Assim, toda a corrente da fonte 1 percorre o ramo indutivo. Para Fig 
determinar a resposta natural, é necessário determinar a tensão e a corrente 
nos terminais do resistor após a chave ter sido aberta, isto é, após a fonte ter 
sido desligada e o indutor começar a fornecer energia. Se considerarmos t = 
0 o instante em que a chave é aberta, o problema passa a ser determinar v(t) 
e i(t) para t = 0. Para t = 0, o circuito da Figura 73 reduz-se ao mostrado na 


Figura 74. 


Cálculo da expressão da corrente 


Para determinar i(t), usamos a lei das tensões de Kirchhoff para obter uma expressão que 
envolva i, R e L. Somando as tensões ao longo do caminho fechado, temos 


di 
L-> + Ri =0 1 
+ RI =0, (1) 


em que usamos a convenção passiva. A Equação 71 é conhecida como equação diferencial de 
primeira ordem porque contém termos que envolvem a derivada ordinária da incógnita, isto é, 
dildt. A ordem de derivação mais alta que aparece na equação é 1; daí o termo primeira ordem. 

Podemos avançar mais um pouco na descrição dessa equação. Os coeficientes da equação, 
Re L, são constantes; isto é, não são funções nem da variável dependente i, nem da variável 
independente t. Assim, a equação também pode ser descrita como uma equação diferencial 
ordinária com coeficientes constantes. 


uito mostrado na 
ra 7.3, para t > 0. 


mo)=1[31 RS 
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Para resolver a Equação 71, dividimos ambos os lados por L, transferimos o termo que 


envolve i para o lado direito e, então, multiplicamos por um tempo diferencial dt. O resultado é 
di 


R. 
at Fa dt. (72) 


Em seguida, reconhecemos o lado esquerdo da Equação 72 como uma variação diferen- 
cial na corrente i, isto é, di. Agora, dividimos todos os termos por i e obtemos 


di R 
— =-——>dt. 13 
i L (e) 


Obtemos uma expressão explícita para i como uma função de t integrando ambos os lados 
da Equação 73. Usando x e y como variáveis de integração, temos 


i(t) t 
dx R 
É cu lg 14 
/. x nl dis fi 


em que i(t,) é a corrente correspondente ao tempo t, e i(t) é a corrente correspondente ao 
tempo +. Aqui, £, = 0. Portanto, executando a integração indicada, obtemos 


I ——. (15) 
Com base na definição de logaritmo natural, 
i(t) = i(0)e (RD, (16) 


Lembre-se de que, no Capítulo 6, afirmamos que não pode ocorrer uma variação instantá- 
nea de corrente em um indutor. Portanto, no primeiro instante após a chave ter sido aberta, a 
corrente no indutor permanece inalterada. Se usarmos 0” para indicar o tempo imediatamente 
anterior ao chaveamento e 0* para o tempo imediatamente após o chaveamento, então 


se dmi= 
Corrente > WO) = HO) =. 
inicial do 
indutor : , as ; Ee a . ê 
em que, como na Figura 71,1, é a corrente inicial no indutor. A corrente inicial no indutor está 


orientada na direção de referência de i. Daí, a Equação 76 torna-se 


Resposta > OR qd, (17) 
natural de um o EM . 
circuito AL O que mostra que a corrente começa no valor inicial 1, e diminui exponencialmente, tendendo 


a zero à medida que t aumenta. A Figura 7,5 mostra essa resposta. 


Deduzimos a tensão no resistor da Figura 74 por uma aplicação direta da lei de Ohm: 


vejÃsihoCO p= (78) 


; Na Observe que, em contraste com a expressão para a cor- 
Figura 7.5 Corrente para o circuito mostrado na Figura lia E Ê 


ZA, rente mostrada na Equação 7 a tensão é definida somente 
para t > 0,e não em t= 0. A razão é que ocorre uma variação 
(o em degrau na tensão em t=0. Observe que, para t < 0,a deri- 

a vada da corrente é igual a zero, portanto a tensão também é 
nula. (Esse resultado decorre de v = Ldi/dt = 0.) Assim, 

, v(0) =0, (79) 

O U0)=LR, (710) 
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em que v(0”) é obtida da Equação 78 com t = 0*.! Com essa variação instantânea, o valor da 
tensão em t = 0 é desconhecido. Por isso, usamos t = 0* para definir a região de validade para 
essas soluções. 


Calculamos a potência dissipada no resistor a partir de qualquer uma das seguintes 
expressões: 


p=vi, p=êÊR, o p=—. (711) 
Seja qual for a forma usada, a expressão resultante pode ser reduzida a 
pele CM p= (712) 


A energia fornecida ao resistor durante qualquer intervalo de tempo, após a chave ter 
sido aberta, é 


t t 
w = fas = [tire rms 
0 0 
1 


TRL = EM 


“URL) 
1 
= Laio! — CANUM t=>0. (713) 


Observe que, pela Equação 713, à medida que t tende ao infinito, a energia dissipada no 
resistor aproxima-se da energia inicial armazenada no indutor. 


O significado da constante de tempo 


As expressões para i(t) (Equação 7.7) e v(t) (Equação 78) incluem um termo da forma e (8, 
O coeficiente de t — a saber, R/L — determina a taxa segundo a qual a corrente ou tensão se apro- 
xima de zero. A recíproca dessa razão é a constante de tempo do circuito, 


l£, 
7 = constante de tempo = R (714) 


Usando o conceito de constante de tempo, escrevemos as expressões para corrente, ten- 
são, potência e energia como 


t)= he", 120, (715) 
ty Re”, 1=0, (716) 
pele, tel, (717) 
w = SRA “eU t=0. (718) 


A constante de tempo é um parâmetro importante para circuitos de primeira ordem; por- 
tanto, vale a pena mencionar várias de suas características. Em primeiro lugar, é conveniente 
imaginar o tempo transcorrido após o chaveamento em termos de múltiplos inteiros de 7. 


! Podemos definir mais formalmente as expressões 0" e 0*. A expressão x(0”) refere-se ao limite da 


variável x quando t — O pela esquerda, ou a partir de tempos negativos. A expressão x(0*) refere-se 
ao limite da variável x quando t > 0 pela direita, ou a partir de tempos positivos. 


«4 Constante de 
tempo para 
o circuito AL 
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Tabela 7.1 Valor de e”! para t igual a múltiplos Assim, uma constante de tempo após o indutor ter começado 
inteiros de 7. a fornecer sua energia armazenada ao resistor, a corrente foi 
; E = reduzida a e”!, ou aproximadamente 0,37 de seu valor inicial. 
es t (os de 


Tt 3,6788X 10! 6r 24788 X 10º 
27 1,3534 X 101 TT 91188 XxX 107 


A Tabela 71 dá o valor de e” para múltiplos inteiros de 7 de 
1a 10. Observe que, quando o tempo transcorrido excede cinco 
constantes de tempo, a corrente é menor que 1% de seu valor 


37º 49787X10? 8 33546 X 10º inicial. Assim, em alguns casos dizemos que em cinco constantes 
4 18316X10? O 1,2341 x 10? de tempo após o chaveamento ter ocorrido, para a maioria das 
ST 6,379 X 10º 107 4,5400 X 10% finalidades práticas, as correntes e tensões alcançaram seus valo- 


res finais. Para circuitos com uma única constante de tempo (cir- 
cuitos de primeira ordem) com 1% de precisão, a expressão um 
longo tempo indica que transcorreram cinco ou mais constantes de tempo. Desse modo, a exis- 
tência de corrente no circuito RL mostrado na Figura 71(a) é um evento momentâneo, denomi- 
nado resposta transitória do circuito. A resposta que passa a existir depois de um longo tempo 
após o chaveamento é denominada resposta de regime permanente. Então, a expressão um 
longo tempo também significa o tempo que o circuito leva para alcançar seu regime permanente. 
Qualquer circuito de primeira ordem é caracterizado, em parte, pelo valor de sua constante 
de tempo. Se não tivermos nenhum método para calcular a constante de tempo de tal circuito 
(talvez por não conhecermos os valores de seus componentes), podemos determinar seu valor a 
partir do gráfico da resposta natural do circuito. Isso porque outra importante característica da 
constante de tempo é que ela corresponde ao tempo que seria necessário para a corrente alcan- 
çar seu valor final, se continuasse a variar de acordo com sua taxa de variação inicial. Para ilus- 
trar, calculamos di/dt em 0* e admitimos que a corrente continue a variar a essa taxa: 
R h 


di 
O p= o = (719) 


Agora, se i começar como 1, e diminuir a uma taxa constante de 1/7 ampêres por segundo, 
a expressão para i torna-se 


bi 
i=h- (720) 
T 
Figura 7.6 Interpretação gráfica da constante de tempo do A Equação 720 indica que i alcançaria seu valor final 


circuito AL mostrado na Figura 7.4. 


i= he” 


(zero) em 7 segundos. A Figura 76 mostra como essa inter- 
pretação gráfica é útil para estimar a constante de tempo 
ir de um circuito a partir de um gráfico de sua resposta natu- 
ral. Esse gráfico poderia ser gerado em um osciloscópio que 
medisse a corrente de saída. Traçando a tangente à curva 
da resposta natural em t = O e lendo o valor no ponto onde 
a tangente intercepta o eixo do tempo, temos o valor de 7. 


i= To (TolT)t 


O cálculo da resposta natural de um circuito RL pode 


Cálculo da 

resposta 
natural de 
circuito AL 


> 


T ser resumido da seguinte forma: 
1. Determine a corrente inicial, 1, que passa pelo indutor. 
2. Calcule a constante de tempo do circuito, 7 = L/R. 


3. 3. Use a Equação 715, 1 e”, para gerar i(t) a partir de 1, e 7. 


Todos os outros cálculos de interesse decorrem da expressão de i(t). Os exemplos 71 e 72 
ilustram os cálculos numéricos associados à resposta natural de um circuito RL. 
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EXEMPLO 7.1 Determinação da resposta natural de um circuito AL. 


A chave no circuito mostrado na Figura 77 esteve fechada por um longo tempo, antes de ser aberta 
em t= 0. Determine 


a) i (0) parat=0, Figura 7.7 Circuito para o Exemplo 7.1. 


b) i(t) parati = 0º, RE x, 29 o 


MMA 
c) v (t) para t = 0º, Gi 


À ) 
d) a percentagem da energia total armazenada no indu- (1) zo RD iL| Rm 100 vo $ 40 4) 
tor de 2 H que é dissipada no resistor de 10 O. — 


Solução 


a) A chave esteve fechada por um longo tempo antes de t= 0 e, portanto, sabemos que a tensão no 
indutor deve ser igual a zero em t= 0". Logo, a corrente inicial no indutor é 20 A em += 0". Assim, 
i (0') também é 20 A, pois a corrente não pode sofrer uma variação instantânea em um indutor. 
Substituímos o circuito resistivo ligado aos terminais do indutor por um único resistor de 10 O: 


R=2+(40]10)=10 0. 


A constante de tempo do circuito é L/R, ,ou 0,2s,0 que resulta na expressão para a corrente no indutor 


L)=200*A,t=>0. 


b) Determinamos a corrente no resistor de 40 O mais facilmente usando divisão de corrente; isto é, 
. 10 
= D—. 
10 + 40 


io = 
Observe que essa expressão é válida para 1 = 0º, porque i = 0,em t= 0". O indutor comporta-se 
como um curto-circuito antes de a chave ser aberta, produzindo uma variação instantânea na cor- 
rente i. Então, 


iM)=—4e A,t= 0". 


c) Determinamos a tensão v, pela aplicação direta da lei de Ohm: 


v (1) = 40i, = —160€* V, t = 0. 


d) A potência dissipada no resistor de 10 O é 
2 


[D) 
Pro(d = O =25600 CW, 1=>0M 


A energia total dissipada no resistor de 10 O é 


oo 


woo(t) = / 25000 "Cdt = 256]. 
Jo 
A energia inicial armazenada no indutor de 2 H é 
1 1 
w(0) = 5 1Ê(0) = > (2400) = 400]. 


Portanto, a percentagem de energia dissipada no resistor de 10 O é 


256 Ê 
400 (100) = 64%. 
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EXEMPLO 7.2 Determinação da resposta natural de um circuito AL com indutores em paralelo. 


No circuito mostrado na Figura 78, as correntes iniciais nos indutores L e L, foram estabelecidas por 
fontes não mostradas. A chave é aberta em t = 0. 


a) Determine ii, e i, para t = 0. 


b) Calcule a energia inicial armazenada nos indutores em paralelo. 


c) Determine qual é a energia armazenada nos indutores quando t — oo. 


d) Mostre que a energia total fornecida à rede resistiva é igual à diferença entre os resultados obtidos 


em (b) e (c). 


Figura 7.8 Circuito para o Exemplo 7.2. 


49 
pd AMY 
fi [i t=0 is] 
v(í 
SA 4A ) 40 0 150 10 0 
L (6H) '5L,(20H) 
e 


Solução 


a) Para determinar as correntes i,, i, e i,, é preciso conhecer a 


tensão v(t). Podemos determiná-la, com facilidade, se redu- 
zirmos o circuito da Figura 78 à forma equivalente mostrada 
na Figura 79. Os indutores em paralelo são substituídos 
por uma indutância equivalente de 4 H, conduzindo uma 
corrente inicial de 12 A. A rede resistiva reduz-se a uma 
única resistência de 8 O. Por conseguinte, o valor inicial de 
i(t) é 12 A e a constante de tempo é 4/8 ou 0,5 s. Portanto, 


()=12e2A,t=>0. 


Figura 7.9 Simplificação do circuito mostrado na 


Figura 7.8. 
há —» 
+ q 
nafjan v(t) $80 
. 


A tensão v(t) é, então, simplesmente o produto 8i, e portanto, 


u(t) = 96e 2 V, t = 01. 


O circuito mostra que v(t) = 0 em t= 0", de modo que a expressão para v(t) é válida para t = 0º. 


Após obter v(t), podemos calcular i, ie i,: 


1 t 
1 = a) 960 2 dx — 8 
0 


1 t 
== 96 * dx — 4 
20 Jo 


= vb 15 


o — 4 
is 10 25 5,160 “A, 


16-96 2A, t=>0, 


—1,6-24 “A, t>0, 


1=>0". 


Observe que as expressões para as correntes nos indutores, i e i,, são válidas para t = 0, ao passo 
que a expressão para a corrente no resistor, i,, é válida para t = 0*. 
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b) A energia inicial armazenada nos indutores é 
1 1 
w = >(5)(64) + >(20)(16) = 320]. 


c) Quando t >00,i > 1,64 ei »-—1,64. Portanto, um longo tempo após a chave ter sido aberta, a 
energia armazenada nos dois indutores é 


w = ANP + 20-16 = 32]. 


d) Obtemos a energia total fornecida à rede resistiva integrando a expressão para a potência instan- 
tânea de zero a infinito: 


w = ! pdt = / 1.152e “dt 
0 0 
gd fi 
=1.152—| = 288]. 
—4 0 


Esse resultado é a diferença entre a energia inicialmente armazenada (320 J) e a energia final arma- 
zenada nos indutores em paralelo (32 J). O indutor equivalente para os indutores em paralelo (que 
prevê o comportamento terminal da combinação em paralelo) tem uma energia inicial de 288 J; 
isto é, a energia armazenada no indutor equivalente representa a quantidade de energia que será 
fornecida à rede resistiva ligada aos terminais dos indutores originais. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber determinar a resposta natural de circuitos AL e RC. 


74 A chave, no circuito mostrado, esteve fechada por um longo tempo e é aberta em t= 0. 
a) Calcule o valor inicial de i. 
b) Calcule a energia inicial armazenada no indutor. 
c) Qual é a constante de tempo do circuito para t > 09 
d) Qual é a expressão numérica de i(t) para t = 02 
e) Qual percentagem da energia inicial armazenada é dissipada no resistor de 2 Q,5 ms após a chave ter 
sido aberta? 


t=0 
Resposta: (a) —12,5 A; 30 60 Da 
(b) 625 m]; feias perdas 


(epa nov( O) 30 0 | 8mH $20 
(dis ess A): 


(e) 91,8%. 


72 Emt=0,a chave, no circuito mostrado, passa instantaneamente da posição a para a posição b. 


a) Calcule v, para t = 0º. 


b) Qual percentagem da energia inicial armazena- o 


da no indutor é dissipada no resistor de 4 0? 


Resposta: (a) —8e1º V,t = 0; (b) 80%. 100 032H5 40 


64 A 
NOTA: tente resolver também os problemas 7.3, 7.8 e 7.9, apresentados 
no final deste capítulo. 
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7.2 Resposta natural de um circuito RG 


Como mencionado na Seção 7.1, a resposta natural de um circuito RC 
Figura 7.10 Circuito RC é análoga à de um circuito RL. Assim, não trataremos o circuito RC com 
o mesmo nível de detalhamento do circuito RL. 


a ab A resposta natural de um circuito RC é analisada a partir do circuito 
mostrado na Figura 710. Começamos supondo que a chave esteve na posi- 

vlO) e N R ção a por um longo tempo, o que permite que o laço formado pela fonte de 
1 tensão cc, V,,o resistor R, e o capacitor C atinjam uma condição de regime 

permanente. Lembre-se de que dissemos, no Capítulo 6, que um capacitor 

comporta-se como um circuito aberto na presença de uma tensão cons- 

Figura 7.11 Circuito mostrado na Figura tante. Assim, a fonte de tensão não faz circular no capacitor uma corrente 


7.10, após chaveamento. e, portanto, a tensão da fonte aparece nos terminais do capacitor. Na Seção 
73, discutiremos como a tensão no capacitor cresce até o valor de regime 
permanente, igual ao da fonte de tensão cc, mas, por enquanto, o ponto 
importante é que, quando a chave passa da posição a para a posição b (em 
t=0),a tensão no capacitor é V,- Como não pode haver variação instantá- 
nea de tensão nos terminais de um capacitor, o problema reduz-se a resol- 


ver o circuito mostrado na Figura 711. 


Cálculo da expressão da tensão 


Podemos determinar a tensão v(t) com facilidade pensando em termos de tensões de nó. 
Usando a junção inferior entre R e € como o nó de referência e somando as correntes que 
saem da junção superior entre R e C, temos 


Cage, (721) 


Comparando a Equação 7721 com a Equação 71 vemos que as mesmas técnicas matemá- 
ticas podem ser usadas para obter a solução para v(t). Deixamos para você demonstrar que 


vt) = v(O)e "RC, t = 0. (122) 


Como já havíamos observado, a tensão inicial no capacitor é igual à tensão da fonte de 
tensão, Vo ou 


Tensão D DU = Ui As (723) 
inicial no 
capacitor | em que V, é a tensão inicial no capacitor. A constante de tempo para o circuito RC é igual ao 
produto entre a resistência e a capacitância, a saber, 


Constante de > INE, (ZA) 


tem r 
praga Substituindo as equações 723 e 724 na Equação 722, obtemos 
Resposta D vive =0, (725) 


natural de um 
circuito RG O que indica que a resposta natural de um circuito RC é uma queda exponencial a partir da 


tensão inicial. A constante de tempo RC comanda a velocidade da queda. A Figura 712 mostra 
o gráfico da Equação 725 e a interpretação gráfica da constante de tempo. 
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Após a determinação de v(t), podemos calcular com Figura 7.12 Resposta natural de um circuito RC. 
facilidade as expressões para i,p e w: v(t) 
v(t) Vo =tl + 
=D =>e"", t=0 726 
() == der, 1=0, (126) 
v2 
p=vi= Der, 1=0", (127) 
R 
t [E 
v 
w = fp dx = [gera 
0 o R t 
1 
= 3CVôU - np =, (728) 


O cálculo da resposta natural de um circuito RC pode ser resumido da seguinte forma: 


1. Determine a tensão inicial, V,, no capacitor. “4 Cálculo da 
2. Determine a constante de tempo do circuito, 7 = RC. resposta 

K E ; natural de um 
3. Use a Equação 725, v(t) = V,e ”, para gerar v(t) a partir de V, e 7. circuito RC 


Todos os outros cálculos de interesse decorrem da expressão de v(t). Os exemplos 73 e 7,4 
ilustram os cálculos associados à resposta natural de um circuito RC. 


EXEMPLO 7.3 Determinação da resposta natural de um circuito AC. 


A chave do circuito mostrado na Figura 713 esteve 
na posição x por um longo tempo. Em t= 0, ela passa 
instantaneamente para a posição y. Determine 


Figura 7.13 Circuito para o Exemplo 7.3. 


10k0 x 


a) ut) parat=0, 


b) vu (t) para t = 0, (O 


c) i(t) parat=0*e 


d) a energia total dissipada no resistor de 60 kO. 
Solução 


a) Como a chave esteve na posição x por um longo tempo, o capacitor de 0,5 uF se carrega até a ten- 
são de 100 V, positiva no terminal superior. Podemos substituir a rede resistiva ligada ao capacitor 
em t=0* por uma resistência equivalente de 80 kO. Assim, a constante de tempo do circuito é (0,5 
X 10)(80 X 10º) ou 40 ms. Então, 


pv dt) = 1000 *V;t = 0. 


b) O modo mais fácil de determinar v (t) é observar que o circuito resistivo forma um divisor de ten- 
são nos terminais do capacitor. Assim, 


48 
volt) = ETA =60 *V, sem, 


Essa expressão para v (t) é válida para t = 0*, porque v (0) é igual a zero. Assim, temos uma varia- 
ção instantânea na tensão no resistor de 240 kO. 
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c) Determinamos a corrente i (t) pela lei de Ohm: 


Volt 
Eli) = CESTO 4 — = mA, t>0 


d) A potência dissipada no resistor de 60 kO é 
Peoxa() = (60 X 10º) = 600 mW, 1 =0". 


A energia total dissipada é 


oo 


Wen = / E(O)(60 x 10%) dt = 1,2 mJ. 
0 


EXEMPLO 7.4 Determinação da resposta natural de um circuito RC com capacitores em série. 


As tensões iniciais nos capacitores €C, e C, no circuito da 
Figura 714 foram estabelecidas por fontes não mostradas. A Figura 7.14 Circuito para o Exemplo 7.4. 


chave é fechada em t = 0. x 
a) Determine v (t), vt) e v(t) para t = 0 e i(t) para t = 0º. ” aii EO 
b) Calcule a energia inicial armazenada nos capacitores C, RN o E EN 

e . v(1)$ 250 k0 


c) Determine a energia que fica armazenada nos capacitores E 
quando t — oo. 24V >= C (20 uF) volt) 


d) Mostre que a energia total fornecida ao resistor de 250 kO = = 
é a diferença entre os resultados obtidos em (b) e (c). 


Solução 


a) Assim que conhecermos v(t), poderemos obter a corrente i(t) pela lei de Ohm. Após determinar 
i(t), podemos calcular v (t) e v,(t), porque a tensão em um capacitor é função de sua corrente. 
Para determinar v(t), substituímos os capacitores ligados em série por um capacitor equivalente. 
Ele tem uma capacitância de 4 uF e está carregado com uma tensão de 20 V. Portanto, o circuito 
mostrado na Figura 714 reduz-se ao mostrado na Figura 7.15, o que revela que o valor inicial de 
v(t) é 20 V e que a constante de tempo do circuito é (4)(250) X 10,ou 1 s. Assim, a expressão 
para v(t) é 


v(t)=20e"V,t=0. Figura 7.15 Simplificação do circuito 
mostrado na Figura 7.14. 
A corrente i(t) é As 
= 01+ 
vt) = E i (é 
(t) = =80'uA, 101 (o) 
HO = 550.000 — SUE MA, ; 


20V>=4uF vd) 


250 kQ 


Conhecendo i(t), calculamos as expressões para v (1) e v,(t): 
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196 
vi(t) | 80 x 10% “dx — 4 
5 Jo 
=(160'-20)V, t =0, 
109 | 
volt) 2 80 x 10% “dx + 24 
20 Jo 
=(4€'+20)V, t =>0. 
b) A energia inicial armazenada em C, é 
1 


um = 26 x 10 (16) = 40 q. 


A energia inicial armazenada em C, é 
l —6 
W2 = (20 x 10)(576) = 5.760 ud. 


A energia total armazenada nos dois capacitores é 


ww, = 40 + 5.760 = 5.800 uJ. 


c) Quando t > 9, 


v>-20Vev,->+20V. 


Portanto, a energia armazenada nos dois capacitores é 


1 
Wo = (5 + 20) X 10(400) = 5.000 uJ. 


d) A energia total fornecida ao resistor de 250 kOQ é 


j “4000?! 
= dt dt = 800 q. 
” A E / 250.000 id 


Comparando os resultados obtidos em (b) e (c), vemos que 


800 uJ = (5.800 — 5.000) uJ. 


A energia armazenada no capacitor equivalente na Figura 715 é «4 X 10-)(400), ou 800 uJ. Como 
esse capacitor exibe o comportamento terminal dos capacitores originais ligados em série, a ener- 
gia armazenada no capacitor equivalente é a energia fornecida ao resistor de 250 kO. 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 1 Saber determinar a resposta natural de circuitos AL e RC. 


7.3 A chave no circuito mostrado esteve fechada por um longo tempo e é aberta em + = 0. Determine 


a) o valor inicial de v(t), 
b) a constante de tempo para t > 0, 
c) a expressão numérica para v(t), após a chave ter sido aberta, 


d) a energia inicial armazenada no capacitor e 


e) o tempo necessário para que 75% da energia ini- 
cialmente armazenada seja dissipada. pa As t=0 


+ 


Resposta: (a) 200 V; 


(b) 20 ms: (1) 75mA $80k0 — 04pF ii v(t) $50 kQ 


(c) 2000 V, t = 0; 
(d) 8 mJ; 
(e) 13,86 ms. 


A chave no circuito mostrado esteve fechada durante 


um longo tempo antes de ser aberta em t = 0. 


a) Determine v (t) para t = 0. 


b) Qual percentagem da energia inicial armazenada 
no circuito é dissipada após a chave estar aberta 
por 60 ms? 1uF == 40 kO$ 


Ena fas 
Resposta: (a) 802! + 4e14V,t = 0; 
(b) 81,05%. 


NOTA: tente resolver também os problemas 7.23 e 7.25, apresentados no final deste capítulo. 


7.3 Resposta a um degrau de circuitos RL e RG 


Estamos prontos para discutir o problema de determinar as correntes e tensões geradas 
em circuitos RL ou RC de primeira ordem quando lhes são aplicadas repentinamente fontes 
de tensão ou corrente cc. A resposta de um circuito à aplicação repentina de uma fonte de ten- 
são ou corrente constante é denominada resposta a um degrau. Ao analisarmos essa resposta, 
mostramos como o circuito responde quando a energia está sendo armazenada no indutor ou 
capacitor. Começamos com a resposta a um degrau de um circuito RL. 


Resposta a um degrau de um circuito RL 
Figura 7.16 Circuito usado para ilustrar a resposta a um 


degrau de um circuito AL de primeira ordem. Para começar, modificamos o circuito de primeira ordem 

R mostrado na Figura 72(a) acrescentando-lhe uma chave. 

Mr A + Usamos o circuito resultante, mostrado na Figura 7.16, para 

ao t=0 desenvolver a resposta a um degrau de um circuito RL. A 
4 — D a 20) energia armazenada no indutor no instante em que a chave 
E E fecha é dada em termos de uma corrente inicial diferente de 


zero i(0). A tarefa é determinar as expressões para a corrente 
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no circuito e para a tensão nos terminais do indutor após o fechamento da chave. O procedi- 
mento é o mesmo usado na Seção 71: utilizamos a análise de circuitos para escrever a equação 
diferencial que descreve o circuito em termos da variável de interesse e, então, usamos o cál- 
culo diferencial e integral elementar para resolver a equação. 
Após a chave da Figura 716 ter sido fechada, a lei das tensões de Kirchhoff determina que 
V =Ri+ se. 
dt 


equação que pode ser resolvida para a corrente, separando-se as variáveis i e t e, então, inte- 
grando. A primeira etapa dessa abordagem é resolver a Equação 729 para a derivada di/dt: 
di Ri + V E EE É) (730) 
dt E L R 
Em seguida, multiplicamos ambos os lados da Equação 7730 por um tempo diferencial dt. 
Essa etapa reduz o lado esquerdo da equação a uma variação diferencial na corrente. Assim, 


e V, 
dt = Ef Ja, (731) 


(729) 


d Ê, 


e CR 
di = Ela Ea 


Agora, separamos as variáveis na Equação 731 para obter 


ou 


a a (732) 
i— (Vi/R) L 
e, então, integramos ambos o lados da Equação 732. Usando x e y como variáveis para a inte- 
gração, obtemos 
O “RE! 
= dy, 733 
! x (UR) L / hos) 


em que 1, é a corrente em t= 0 e i(t) é a corrente em qualquer t > 0. A integração da Equação 
733 resulta na expressão 
(O) (IR) =R 


= 734 
Lo — (Vi/R) E (ron) 
da qual 
KO) — QUR) qm 
o — (VIR) , 
ou 
it) = Na (1 - EE Je, (735) «4 Resposta a 
A se um degrau de 
circuito RL 


Quando a energia inicial no indutor é igual a zero, 7, é nula. Assim, a Equação 7735 reduz-se a 


ARA 
(t) = E — So (RILX 736 
i(t) RO Rº : (736) 


A Equação 736 indica que, após a chave ser fechada, a corrente aumenta exponencial- 
mente de zero a um valor final de V/R. A constante de tempo do circuito, L/R, determina a 
taxa de crescimento. Uma constante de tempo depois de a chave ter sido fechada, a corrente 
terá alcançado aproximadamente 63% de seu valor final, ou 


Circuitos elétricos 


Pe Veg V, 
(7) = —* — e! = 0,6321-. (737) 
i(T) R Rº ; R 
Se a corrente continuasse a aumentar à sua taxa inicial, ela alcançaria seu valor final em 
t= 7; isto é, visto que 
do Vil) Vaca 
== T = T 738 
dt” R ( 7 )e ER ds 
a taxa de variação inicial de i(t) é 
di V, 
Ciop= =. 739 
nO = (139) 
Se a corrente continuasse a aumentar a essa taxa, a expressão para i seria 
Vs 
Ema (740) 
da qual, em t=7, 
i= Vs L “ XY (741) 
LR R 


As equações 7736 e 740 estão plotadas na Figura 717 Os valores dados pelas equações 737 
e 741 também são mostrados na figura. 
A tensão no indutor é Ldi/dt, portanto, pela Equação 735, para t = 0*, 


—R V, 
= (5) (to Gee ttit= qu, tnsje (142) 
A tensão no indutor é igual a zero antes de a chave ser 
Figura 7.17 Resposta a um degrau do circuito AL fechada. A Equação 742 indica que a tensão no indutor salta 
mostrado na Figura 7.16 quando /, = 0. para V, — 7,R no instante em que a chave é fechada e, então, 


cai exponencialmente a zero. 


i(t) 


O valor de v em t = 0* faz sentido? Como a corrente 
inicial é 7, e o indutor impede uma variação instantânea na 
corrente, a corrente é 1, em um instante após o fechamento 


da chave. A queda de tensão no resistor é Z,R e a tensão nos 
terminais do indutor é a tensão da fonte menos a queda de 
tensão, isto é, V — TR. 

Quando a corrente inicial no indutor é igual a zero, a 
Equação 742 é simplificada para 


v=V, e(RiLY, (743) 


0 T 21 3T 4r 5t 
Se a corrente inicial for nula, a tensão no indutor sal- 


o tará para V.. Também esperamos que a tensão do indutor se 
gu e aproxime de zero à medida que t aumenta, porque a corrente 
v no circuito está se aproximando do valor constante de VIR. 
A Figura 718 mostra o gráfico da Equação 743 e a relação 
entre a constante de tempo e a taxa inicial em que a tensão 
do indutor está diminuindo. 

Se houver uma corrente inicial no indutor, a Equação 
735 fornece a solução adequada. O sinal algébrico de 1, será 
positivo, se a corrente inicial estiver na mesma direção de i; 


caso contrário, 1, leva um sinal negativo. O Exemplo 75 ilus- 
tra a aplicação da Equação 7735 a um circuito específico. 
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EXEMPLO 7.5 Determinação da resposta a um degrau de um circuito AL. 


A chave do circuito mostrado na Figura 719 esteve na 
posição a por um longo tempo. Em t = 0, ela passa 
da posição a para a posição b. A chave é do tipo liga- 1=0 

-antes-interrompe-depois; isto é, a ligação na posição aa 


Figura 7.19 Circuito para o Exemplo 7.5. 


b é estabelecida antes de a ligação na posição a ser 
interrompida, o que evita a interrupção da corrente 
no indutor. 


a) Determine a expressão de i(t) para t = 0. 


b) Qual é a tensão inicial no indutor imediatamente 
após a chave ter passado para a posição b? 


c) Quantos milissegundos após a chave ter mudado de posição a tensão nos terminais do indutor 
atinge 24 V? 


d) Essa tensão inicial faz sentido em termos do comportamento do circuito? 
e) Faça um gráfico de i(t) e v(t) em função de t. 
Solução 


a) A chave esteve na posição a por um longo tempo, de forma que o indutor de 200 mH é um curto- 
-circuito para a fonte de corrente de 8 A. Logo, o indutor conduz uma corrente inicial de 8 A. Essa 
corrente tem sentido oposto ao da referência escolhida para i; assim, 1, = —8 A. Quando a chave 
estiver na posição b, o valor final de i será 24/2,0u 12 A. A constante de tempo do circuito é 200/2, 
ou 100 ms. Substituindo esses valores na Equação 735 temos 


i=12+(-8— 12)e 
=12-20€ WA,t=0. 


b) A tensão nos terminais do indutor é 


= 0,2(200€ 19) 
= Ade YV. EQ. 


A tensão inicial no indutor é 


v(0) =40V. 


c) Sim;no instante após ter passado para a posição b, o indutor conduz uma corrente de 8 A em sentido 
anti-horário ao longo do caminho fechado recém-formado. Essa corrente provoca uma queda de 
16 V no resistor de 2 O. Essa queda de tensão soma-se à queda na fonte, o que produz uma queda 
de 40 V no indutor. 


d) Determinamos o tempo para o qual a tensão nos terminais do indutor é igual a 24 V resolvendo a 
expressão 


24 = 40€ 1º 
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para f: 
Figura 7.20 Formas de onda de corrente e tensão para o 
1. 40 Exemplo 7.5. 
t=—In— 
10 24 UV) A) 
= 51,08 x 10º 
) 40 
= 51,08 ms. 32 
24 12 
e) A Figura 720 mostra os gráficos de i(t) e v(t) em 16 8 
função de t. Observe que o instante de tempo para 8 4 
4 1 Ins- t (ms 
o quala corrente é igual a zero corresponde aoins 100 200 300 400 500 (ms) 
tante de tempo para o qual a tensão nos terminais 
do indutor é igual à tensão da fonte de 24 V, como =» 


previsto pela lei das tensões de Kirchhoff. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 2 Saber determinar a resposta a um degrau de circuitos AL e RC. 


7.5 Suponha que a chave no circuito mostrado na Figura 719 esteja na posição b por um longo tempo e, em 
t=0, ela passe para a posição a. Determine (a) i(0%): (b) v(0*); (c) rt > 0; (d) i(t),t= 0 e (e) v(t), t = 01. 
Resposta: (a) 12 A; 

(b) —200 V; 

(c) 20 ms; 

(d) 8 +20€ 2 A,t = 0; 
(8) 2002" Vá = 0 


NOTA: tente resolver também os problemas 7.35-7.37, apresentados no final deste capítulo. 


Podemos ainda descrever a tensão v(t) nos terminais do indutor da Figura 716 direta- 
mente, e não em termos da corrente do circuito. Começamos observando que a tensão no 
resistor é a diferença entre a tensão da fonte e a do indutor. Escrevemos 


Yo v(t) 
(t)=>— — — 744 
O a (744) 
em que V, é uma constante. Diferenciando ambos os lados em relação ao tempo, temos 
di 1 dv 
— =-S—. 4 
dt R dt fi 


Então, se multiplicarmos cada lado da Equação 745 pela indutância L, obteremos, no lado 
esquerdo, uma expressão para a tensão no indutor, ou 


Ldv 
EE = rd 746 
v Ri (746) 
Colocando a Equação 746 na forma padrão, temos 
DD esid (747) 
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Você deve averiguar (no Problema 738) se a solução da Equação 747 é idêntica à dada 
na Equação 742. 

Neste ponto, é pertinente uma observação geral sobre a resposta a um degrau em um cir- 
cuito RL. (Essa observação se revelará útil mais adiante.) Quando deduzimos a equação dife- 
rencial para a corrente do indutor, obtivemos a Equação 729. Agora, escrevemos novamente 
a Equação 729 como 


ap (148) 
dt L L 
Observe que as equações 747 e 748 têm a mesma forma. Especificamente, ambas igualam 
a um valor constante a soma da derivada de primeira ordem da variável e uma constante vezes 
a variável. Na Equação 747 a constante do lado direito é, por acaso, igual a zero; assim, essa 
equação toma a mesma forma das equações que descrevem a resposta natural da Seção 71. Em 
ambas as equações, 747 e 748, a constante que multiplica a variável dependente é a recíproca 
da constante de tempo, isto é, R/L = 1/7. Encontramos uma situação semelhante nos cálculos 
da resposta a um degrau de um circuito RC. Na Seção 774, usaremos essas observações para 
desenvolver uma abordagem geral para a determinação das respostas natural e a um degrau 
de circuitos RL e RC. 


Resposta a um degrau de um circuito RG 


Podemos determinar a resposta a um degrau de um cir- Figura 7.21 Circuito usado para ilustrar a resposta a um 
cuito RC de primeira ordem analisando o circuito mostrado degrau de um circuito RC de primeira ordem. 
na Figura 721. Por conveniência matemática, escolhemos o 
equivalente de Norton da rede ligada ao capacitor equiva- 
lente. Somando as correntes que saem do nó superior da 
Figura 721, obtemos a equação diferencial 


L.. (749) 


Dividindo a Equação 749 por C, temos: 
dvc vc TI, 
de RCC 
A comparação da Equação 750 com a Equação 748 revela que a forma da solução para 
V, é a mesma que para a corrente no circuito indutivo, ou seja, a Equação 735. Portanto, 
pela simples substituição de variáveis e coeficientes adequados podemos escrever a solu- 
ção para v,. diretamente. A translação requer a substituição de V por 7, L por C, R por 1/R 
e 7, por V,. Obtemos 


(750) 


ve IR EV, LR 1 =0 (751) « Resposta a um 
degrau de um 
Um cálculo semelhante para a corrente no capacitor resulta na equação diferencial circuito RC 
di 1 
E pel Po, 752 
dt RC (a) 


A Equação 752 tem a mesma forma da Equação 747; assim, a solução para i é obtida 
usando as mesmas translações utilizadas para a solução da Equação 750. Então, 


= (1, — Eee, eo (753) 


em que V, é o valor inicial de v,. a tensão no capacitor. 
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Obtivemos as equações 751 e 753 a partir de uma analogia matemática com a solução 
para a resposta a um degrau do circuito indutivo. Vamos ver se essas soluções para o circuito 
RC fazem sentido em termos do comportamento conhecido desse circuito. Observe, na Equa- 
ção 7.51, que a tensão inicial no capacitor é V,, a final, 1 R e a constante de tempo do circuito, 
RC. Observe também que a solução para v,. é válida para t = 0. Essas observações são compa- 
tíveis com o comportamento de um capacitor em paralelo com um resistor quando alimenta- 
dos por uma fonte de corrente constante. 

A Equação 7.53 prevê que a corrente no capacitor em t= 0" é 1 — V/R. Essa previsão faz 
sentido porque a tensão no capacitor não pode variar instantaneamente e, portanto, a corrente 
inicial no resistor é V;/R. A corrente do ramo do capacitor varia instantaneamente de zero, em 
t=0,a 1 — V/R, em t=0".A corrente no capacitor é nula em t = o. Observe também que o 
valor final de v é 7 R. 

O Exemplo 76 ilustra como usar as equações 751 e 753 para determinar a resposta a um 
degrau de um circuito RC de primeira ordem. 


EXEMPLO 7.6 Determinação da resposta a um degrau de um circuito AC. 


A chave do circuito mostrado na Figura 722 Figura 7.22 Circuito para o Exemplo 7.6. 
esteve na posição 1 por um longo tempo. Em £ 


) : 20k0 8kO 40kQ 
= 0, ela passa para a posição 2. Determine AM ly1=0 AZ AMY AM 
/ as 
a) v (t) parat=0€e E to 
40V $S60k0 e 160 kO (O) 75V 
b) i(t) para t = 0º. 0,25 uF > vo 


Solução 


a) A chave esteve na posição 1 por um longo tempo, de forma que o valor inicial de v, é 40(60/80), 
ou 30 V. Para usarmos as equações 751 e 753, devemos determinar o equivalente de Norton visto 
dos terminais que alimentam o capacitor, para t = 0. Para isso, começamos calculando a tensão de 
circuito aberto, que é dada pela parcela da tensão da fonte de —75 V que aparece nos terminais do 
resistor de 160 kQ, que forma um divisor de tensão com o resistor de 40 kO: 


160 x 10º 
(40 + 160) x 1 


oc 


(75) = —60V. 


Em seguida, calculamos a resistência equivalente de Thévenin, vista dos terminais do capacitor, 
curto-circuitando os terminais da fonte de —75 V e fazendo combinações em série e paralelo dos 
resistores: 


R,, = 8.000 + 40.000 || 160.000 = 40 kO 


O valor da fonte de corrente de Norton é a razão entre Figura 7.23 Circuito equivalente para t> O para o 
a tensão de circuito aberto e a resistência de Thévenin, circuito mostrado na Figura 7.22. 


ou —60/(40 X 10º) =—1,5 mA. O circuito equivalente e 
+ 


de Norton resultante é mostrado na Figura 723. Pela do 
Figura 723,/R=-—60V e RC=10 ms. Já observamos Edo a HE $40 no LA 
que v (0) = 30 V e, portanto, a solução para v é 


Capítulo 7 e Resposta de circuitos AL e RC de primeira ordem 251 


v, =—60 + [30 — (-60)Je-1 


= —60 + 90e10% V, 1 = 0. 


b) Escrevemos a solução para i diretamente da Equação 7.53, observando que 1 =—1,5 mA e V/R= 
(30/40) X 10% ou 0,75 mA: 


| =—-2,230 “mA tel. 


Verificamos a consistência das soluções para v ei observando que 


dv, 
L=€ ” = (025 x 109)(-9.0006109) 
= 2,25e ma, 


Como dv (0)/dt = 0, fica claro que a expressão para i só é válida para t = 0*. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber determinar a resposta a um degrau de circuitos AL e RC. 


7.6 a) Determine a expressão para a tensão no resistor de 160 kQ do circuito mostrado na Figura 722. 
Denote essa tensão por UV, e admita que a polaridade de referência seja positiva no terminal superior 
do resistor de 160 kO. 

b) Especifique o intervalo de tempo para o qual a expressão obtida em (a) é válida. 
Resposta: (a) —60 + 72e710% V; 
(b) t = 0º. 


NOTA: tente resolver também os problemas 7.53 e 7.54, apresentados no final deste capítulo. 


7.4 Solução geral para respostas a um degrau e natural 


A abordagem geral para a determinação das respostas natural ou a um degrau de circuitos 
RLe RC de primeira ordem, mostrada na Figura 724, é baseada no fato de suas equações dife- 
renciais terem a mesma forma (compare a Equação 748 e a Equação 750). Para generalizar a 
solução desses quatro circuitos possíveis, vamos chamar a quantidade desconhecida de x(t) e 
designar-lhe quatro representações possíveis. Ela pode representar a corrente ou tensão nos 
terminais de um indutor ou a corrente ou tensão nos terminais de um capacitor. Pelas equa- 
ções 747, 148, 750 e 752, sabemos que a equação diferencial que descreve qualquer um desses 
quatro circuitos na Figura 724 assume a forma 

dx x 


— + — = . 
rag dn (154) 


em que o valor da constante K pode ser igual a zero. Como as fontes no circuito são de tensão 
e/ou corrente constantes, o valor final de x será constante; isto é, ele deve satisfazer a Equação 
754 e, quando x atingir seu valor final, a derivada dx/dt deve ser igual a zero. Consequentemente 
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Figura 7.24 Quatro possíveis circuitos de primeira ordem. (a) Um indutor ligado a um equivalente de Thévenin. (o) Um indutor ligado a um 
equivalente de Norton. (c) Um capacitor ligado a um equivalente de Thévenin. (d) Um capacitor ligado a um equivalente de Norton. 


Solução geral > 
para resposta 
natural e a 
um degrau de 
circuitos AL 
e RG 


Rm 
é Ed E + | 
À 
V. V. 
EO dd Qui RO ml 
Rm q Rm E 
E e = e e 
(b) (c) (d) 
x,=Kr, (7.55) 


onde x, representa o valor final da variável. 


Resolvemos a Equação 754 por separação de variáveis, começando por resolver a deri- 
vada de primeira ordem: 


dt T T T 


Para escrever a Equação 756, usamos a Equação 755 para substituir Kr por x,. Agora, 
multiplicamos ambos os lados da Equação 7756 por dt e dividimos por x — x, para obter 


a] (157) 


X— Xy T 


Em seguida, integramos a Equação 7757. Para obter a solução mais geral possível, usamos 
o tempo £, como limite inferior e t como limite superior. O tempo t, corresponde ao instante 
do chaveamento ou de outra variação. Antes, admitimos que £, = 0, mas essa alteração permite 
que o chaveamento ocorra a qualquer tempo. Usando u e v como variáveis de integração, 


obtemos 
x(t) t 
d 1 
! a / dv. (158) 
x(to) um Xy Ei to 


Executando a integração da Equação 758 obtemos 


x(t) = xp + [e(to) — xy Je (ir, (759) 


A importância da Equação 7759 torna-se evidente se a escrevermos por extenso: 


a variável o valor 
desconhecida em = final da 
função do tempo variável 


o valor o valor 
-H inicialda — finalda | Xe 
variável variável 


—[t— (tempo de chaveamento)] (760) 


(constante de tempo) 


Em muitos casos, o instante de tempo do chaveamento — isto é, t, — é igual a zero. 
Quando calculamos as respostas a um degrau e natural de circuitos, as seguintes etapas 
poderão ajudar: 
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1. Identifique a variável de interesse para o circuito. Para circuitos RC, é mais conve- 
niente escolher a tensão nos terminais do capacitor; para circuitos RL, é melhor esco- 
lher a corrente que percorre o indutor. 


2. Determine o valor inicial da variável, que é seu valor em t,. Observe que, se você esco- 
lher a tensão no capacitor ou a corrente no indutor como sua variável de interesse, 4 Cálculo da 


não será necessário distinguir entre t = & e t = t. Isso porque ambas são variáveis resposta 

contínuas. Se você escolher outra variável, precisará lembrar-se de que seu valor ini- natural ou a 

cial é definido em t = o. um degrau de 

Calcule o valor final da variável, que é seu valor quando t — oo. circuitos AL 
ou RG 


Calcule a constante de tempo para o circuito. 


Com esses valores, pode-se usar a Equação 760 para gerar uma equação que descreva o 
comportamento da variável de interesse em função do tempo. Então, é possível determinar 
equações para as outras variáveis do circuito, usando-se as técnicas de análise de circuitos 
apresentadas nos capítulos 3 e 4 ou repetindo-se as etapas precedentes para as outras variáveis. 

Os exemplos 77-79 ilustram como usar a Equação 7160 para determinar a resposta a um 
degrau de um circuito RC ou RL. 


EXEMPLO 7.7 Utilização do método de solução geral para determinar a resposta a um degrau de um circuito AC. 


A chave do circuito mostrado na Figura 725 esteve na Figura 7.25 Circuito para o Exemplo 7.7. 
posição a por um longo tempo. Em t = 0, ela passa para 


400k0 p a 20 0 
a posição b. —M——8, AMA 
+ ps 
lé lor inicial de v 2 A =0 AD 
a) Qual é o valor inicial de v,. = a E ME 
b) Qual é o valor final de v,? o i | a pF + 


c) Qual é a constante de tempo do circuito quando a 
chave está na posição b? 


d) Qual é a expressão para uv, (t) para t = 0? 
e) Qual é a expressão para i(t) para t = 0? 


f) Em quanto tempo, após a chave passar para a posição b, a tensão no capacitor atinge o valor de 
zero? 


g) Faça um gráfico de v (t) e i(t) em função de 1. 
Solução 


a) A chave esteve na posição a por um longo tempo, de modo que o capacitor se comporta como um 
circuito aberto. Assim, a tensão no capacitor é a tensão no resistor de 60 O. Pela regra da divisão 
de tensão, a tensão no resistor de 60 O é 40 X [60/(60 + 20)], ou 30 V. Como a referência para v,. é 
positiva no terminal superior do capacitor, temos v (0) = —30 V. 


2? Asexpressões fg e fy são análogas a 0 e 0*. Assim, x(fy ) é o limite de x(t) quando t — £, pela esquerda 


e x(ty) é o limite de x(t) quando t > t, pela direita. 
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b) Após a chave ter estado na posição b por um longo tempo, o capacitor se comportará como um 


c) 


circuito aberto em relação à fonte de 90 V. Assim, o valor final da tensão no capacitor é + 90 V. 


A constante de tempo é 
T=RC 
= (400 X 10)(0,5 X 107º) 


=02s. 


d) Substituindo os valores adequados para v, v(0) e tna Equação 7,60, temos 


v(t) = 90 + (-30 — 90)e** 


=90-—120€0%V,t=0. 


e) Aqui,o valor para 7 não muda. Por isso, precisamos determinar apenas os valores inicial e final para 


f) 


8) 


a corrente no capacitor. Para obtermos o valor inicial, devemos usar o valor de i(0'), porque a cor- 
rente no capacitor pode variar instantaneamente. Essa corrente é igual à corrente no resistor que, 
pela lei de Ohm, é [90 — (—30)]/(400 X 10%) = 300 gy A. Observe que, ao aplicarmos a lei de Ohm, 
reconhecemos que a tensão no capacitor não pode variar instantaneamente. O valor final de i(t) é 
igual a zero, portanto, 


i(t) = 0 + (300 — 0)e * 
=300€0“% uA,t = 0º. 
Poderíamos ter obtido essa solução diferenciando a solução em (d) e multiplicando pela capacitân- 


cia. Que tal você tentar fazer isso? Observe que essa abordagem alternativa para a determinação 
de i(t) também prevê a descontinuidade em 1 = 0. 


Para determinar quanto tempo a chave deve ficar na posição b antes que a tensão no capacitor tor- 


ne-se nula, usamos a equação calculada em (d) e calculamos o instante em que v (t) = 0: 


e E ou e = 90 


tant 
Pa Figura 7.26 Formas de onda de corrente e tensão para o Exemplo 7.7. 
1 4 j 
sia (5) i (uA) ve(V) 
E 300 120 
= 57,54 ms. 250 100 
200 80 
Observe que, quando v,.=0,i=225 vyA e 150 60 
a queda de tensão no resistor de 400 kO é 100 40H] 
90 V. 50 20H! 
T t (ms) 
A Figura 7.26 mostra os gráficos de v (t) -20 200 400 600 800 


e i(t) em função de t. —30 
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EXEMPLO 7.8 Utilização do método de solução geral com condições iniciais nulas. 


A chave no circuito mostrado na Figura 727 esteve 


aberta por um longo tempo. A carga inicial no capa- 


Figura 7.27 Circuito para o Exemplo 7.8. 


citor é nula. Em t= 0, a chave é fechada. Determine - qe ur 

a expressão para A A, AE 

a) (1) parat=0"e 7,5 mA (1) v(t) 20 kO (0 230%0 
b) v(t) quando t = 0*. = 

Solução 

a) Visto que a tensão inicial no capacitor é igual a zero, no instante em que a chave é fechada a cor- 


b) 


rente no ramo de 30 kQ será 


(7,5)(20) 
50 
= 3mA. 


i(O*) = 


O valor final da corrente no capacitor será igual a zero porque o capacitor acabará se comportando 
como um circuito aberto em termos da corrente cc. Assim, i,=0. A constante de tempo do circuito 
será igual ao produto entre a resistência de Thévenin (conforme vista dos terminais do capacitor) 
e a capacitância. Portanto, 7 = (20 + 30)10º(0,1) x 10º = 5 ms. Substituindo esses valores na Equa- 
ção 7.60, teremos a expressão 


it) = 0+ (3 = 0) 45H10" 
=% WmA, += 


Para determinar a tensão v(t), observamos, no circuito, que ela é igual à soma da tensão no capaci- 
tor e da tensão no resistor de 30 kQ. Para determinar a tensão no capacitor (que é uma queda no 
sentido da corrente), observamos que seu valor inicial é nulo e seu valor final é (7,5)(20), ou 150 
V. A constante de tempo é a mesma de antes, ou seja, 5 ms. Portanto, usamos a Equação 7.60 para 
escrever 


vt) = 150 + (0— 150)e20% 


= (150 — 150020) V. 1 => 0. 


Então, a expressão para a tensão v(t) é 
v(t) = 150 — 1500 2% + (30)(3)e 200 
= (150 — 60€ 295 V,t = 0º. 
Como verificação para essa expressão, observe que ela prevê que o valor inicial da tensão no resis- 
tor de 20 kQ será 150 — 60, ou 90 V. No instante em que a chave é fechada, a corrente no resistor 


de 20 kO é (7,5)(30/50), ou 4,5 mA. Essa corrente produz uma queda de 90 V no resistor de 20 kO, 
confirmando o valor previsto pela solução. 
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EXEMPLO 7.9 Utilização do método de solução geral para determinar a resposta a um degrau em um circuito AL. 


A chave do circuito mostrado na Figura 728 esteve Figura 7.28 Circuito para o Exemplo 7.9. 
aberta por um longo tempo. Em t = 0, ela é fechada. 
Determine a expressão para 


a) v(t) quando t = 0* e 


b) i(t) quando t = 0. 
80 mH 


Solução 


a) A chave esteve aberta por um longo tempo, de ” 
forma que a corrente inicial no indutor é 5 A, orien- 
tada de cima para baixo. Imediatamente após a chave fechar, a corrente ainda é 5 A, resultando em 
uma tensão inicial no indutor de 20 — 5(1), ou 15 V. O valor final da tensão no indutor é O V. Com 
a chave fechada, a constante de tempo é 80/1, ou 80 ms. Usamos a Equação 7.60 para escrever a 
expressão para v(t): 


v(t) = 0 + (15 — 0)e */80x10% 
=P Lied, 


b) Já observamos que o valor inicial da corrente no indutor é 5 A. Depois de a chave estar fechada por 
um longo tempo, a corrente no indutor alcança 20/1, ou 20 A. A constante de tempo do circuito é 
80 ms, de modo que a expressão para i(t) é 


i(t) = 20 + (5 — 20)e 125% 


=(200-—15e 255 A,t=0. 


Determinamos que as soluções para v(t) e i(t) estão de acordo, observando que 


di 
)=L— 
v(t) E 

80 x 10[15(12,5)e 125] 


= 152 Pv red 


NOTA: avalie sua compreensão do método de solução geral tentando resolver os problemas 7.51 e 7.53, apresentados no final deste capítulo. 


O Exemplo 710 mostra que a Equação 7.60 pode ser usada até para determinar a resposta a um degrau de 
alguns circuitos que contêm enrolamentos magneticamente acoplados. 


EXEMPLO 7.10 Determinação da resposta a um degrau de um circuito com enrolamentos magneticamente acoplados. 


Não há nenhuma energia armazenada no circuito da Figura 7.29 Circuito para o Exemplo 7.10. 
Figura 729 no instante em que a chave é fechada. e) ; 
a) Determine as soluções parai ,v,i e Li. AM A Te 6H. 0 
) Ç p o o? 1 2 t=0 VA a 
b) Mostre que as soluções obtidas em (a) fazem sentido 120 V v,3 Hj 15 Hj | 
em termos do comportamento conhecido do circuito. Ê b 
e 
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Solução 


a) No circuito da Figura 729,os enrolamentos magneticamente acoplados podem ser substituídos por 


um único enrolamento com uma indutância de 


Ll,-M? 


— 36 


Le 


(Veja o Problema 6.41.) Dessa forma, o circuito na 
Figura 729 pode ser simplificado como mostrado na 


1 L+hb-2M 18- 


=15H. 
12 » 


Figura 7.30 Circuito da Figura 7.29 com os enrolamentos 
magneticamente acoplados substituídos por 


Figura 730. um enrolamento equivalente. 


Por hipótese, o valor inicial de i é igual a zero. Pela Ea A =>+o 
Figura 730, vemos que o valor final de i será 120/7,5 da E 
ou 16 A. A constante de tempo do circuito é 1,5/75 120 “(O Vo jts H 
ou 0,2s. Decorre diretamente da Equação 7,60 que = 


L=16-16€*A f= 0. 


Calcula-se a tensão v, a partir da lei das tensões de Kirchhoff. Assim, 
v = 120 75%, 


=120e*%V,t= 01. 


Para determinar i, e i,, primeiro observamos, pela Figura 729, que 


3 + 6 =6 + 15 
dt dt dt dt 
ou 
di di, 
dt dt 


Também decorre da Figura 7.29 que, considerando-se | = i +i, 


di, dir, di 


dt dt dt 
Portanto, 
di» 
800% 9. 
d dt 


Visto que i(0) é igual a zero, temos 


Circuitos elétricos 


Usando a lei das correntes de Kirchhoff, obtemos 


i=24-24€ 5 A,t=0. 


b) Em primeiro lugar, observamos que i (0), i (0) e i (0) são todas nulas, o que é compatível com a afir- 
mação de que nenhuma energia está armazenada no circuito, no instante em que a chave é fechada. 
Em seguida, observamos que v (0*) = 120 V, o que é compatível com o fato de que i (0) =. 


Agora, observamos que as soluções para i e i, são compatíveis com a solução para v,, observando 


que 


de a dt 
360 > — 240e * 


=100*V. 0 


ou 


Vo x dt 


= 7206 * — 6000 * 
= "Vv. qe=o 


Os valores finais de i e i, podem ser verificados observando-se os fluxos que atravessam os enrola- 
mentos. O fluxo no enrolamento de 3 H (A) deve ser igual ao fluxo do enrolamento de 15 H (A,), 
porque 


dh 
dt 


dh, 
dt * 


Além disso, 


A, =3i, + 6i, Wb-espiras 


A, = 6i, + 15i, Wb-espiras. 
Independentemente de qual expressão usamos, obtemos 
A, =A,=24— 24e% Wb-espiras. 


Observe que a solução para À, ou À, é compatível com a solução para v.. 
O valor final do fluxo, tanto do enrolamento 1 quanto do enrolamento 2, é 24 Wb-espiras, isto é, 


A (00) = À (00) = 24 Wb-espiras. 


O valor final de L, é 
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i(oo)=24A 


e o valor final de i, é 


i(oo)=-8A. 


A consistência entre esses valores finais para í, e i, e o valor final do fluxo podem ser verificados 
pelas expressões: 


A (00) = 3i (00) + 6i (00) 
=3(24) + 6(-8) = 24 Wb-espiras, 
A(00) = 6i (00) + 15i(00) 


= 6(24) + 15(—8) = 24 Wb-espiras. 


Vale a pena observar que os valores finais de i e i, só podem ser verificados por meio dos fluxos 
porque em t = oo os dois enrolamentos são curtos-circuitos ideais. A divisão de corrente entre cur- 
tos-circuitos ideais não pode ser determinada pela lei de Ohm. 


NOTA: avalie sua compreensão desse material tentando resolver os problemas 7.68 e 7.71, apresentados no final deste capítulo. 


7.5 Chaveamento sequencial 


Sempre que ocorre mais de um chaveamento em um circuito, temos o chaveamento sequen- 
cial. Por exemplo, uma chave única, de duas posições, pode ser ligada e desligada em sequên- 
cia, ou várias chaves podem ser abertas ou fechadas em sequência. A referência de tempo para 
todos os chaveamentos não pode ser t = 0. Determinamos as tensões e correntes geradas por 
uma sequência de chaveamentos usando as técnicas já descritas neste capítulo. Calculamos as 
expressões para v(t) e i(t) para uma dada posição de chave ou chaves e, então, usamos essas 
soluções para determinar as condições iniciais para a próxima posição de uma ou mais chaves. 

No caso de problemas de chaveamento sequencial, é fundamental o cálculo do valor ini- 
cial x(t,). Lembre-se de que qualquer grandeza elétrica, exceto correntes indutivas e tensões 
capacitivas, pode variar instantaneamente no momento do chaveamento. Assim, calcular pri- 
meiro as correntes indutivas e tensões capacitivas é ainda mais importante em problemas de 
chaveamento sequencial. Desenhar o circuito válido para cada intervalo de tempo costuma ser 
útil no processo de solução. 

Os exemplos 711 e 712 ilustram as técnicas de análise para circuitos com chaveamento 
sequencial. O primeiro é um problema de resposta natural com dois chaveamentos e o segundo, 
um problema de resposta a um degrau. 


EXEMPLO 7.11 Análise de um circuito AL em que ocorre um chaveamento sequencial. 


As duas chaves do circuito mostrado na Figura 731 estiveram fechadas por um longo tempo. Em t = 
0,a chave 1 é aberta. Então, 35 ms mais tarde, a chave 2 é aberta. 


a) Determine i (1) para0=t=35ms. 


b) Determine i, para t = 35 ms. 


Circuitos elétricos 


c) Qual percentagem da energia inicial armazenada no 
indutor de 150 mH é dissipada no resistor de 18 0? Figura 7.31 Circuito para o Exemplo 7.11. 
d) Repita (c) para o resistor de 3 O. seit rd a 
e) Repita (c) para o resistor de 6 O. ie x a x 
; “ir? 
Solução 
60V $120 $60 v/3150mH $180 
a) Em t < 0, ambas as chaves estão fechadas, o que 


b) 


significa que o indutor de 150 mH curto-circuita o 
resistor de 18 O. O circuito equivalente é mostrado 
na Figura 732. Determinamos a corrente inicial no 
indutor calculando i, (0) no circuito mostrado na 49 30 
Figura 732. Após várias transformações de fonte, ii ide 
ste nninaos quei (0)é64. BAA 0O=t=35ms, é v(O) A 

achave 1 está aberta (a chave 2 está fechada), o que 

desliga do circuito a fonte de tensão de 60 V e os 
resistores de 4 O e 12 O. O indutor não está mais 
se comportando como um curto-circuito (porque Figura 7.33 Circuito mostrado na Figura 7.31, para O < t 


Figura 7.32 Circuito mostrado na Figura 7.31, para t< 0. 


60 


+ 


(0 ) 


a fonte cc não está mais no circuito), de modo que Sa 
o resistor de 18 O não está mais em curto-circuito. 30 2 
. E : z . 1 MA F e e 
O circuito equivalente é mostrado na Figura 733. ji 
Observe que Hessen equivalente ligada aos 60 v,2150 mH $18 q 
terminais do indutor é a combinação em paralelo |' (0+) = 6A 
de 9 0.e 18 9,ou seja, 6 O. A constante de tempo E 


do circuito é (150/6) X 10%, ou 25 ms. Portanto, a 
expressão para i, é 


i=6€%A, 0=t=35ms. 
Quando t = 35 ms, o valor da corrente no indutor é 
i=601!=1,484A, 


Figura 7.34 Circuito mostrado na Figura 7.31, 


Assim, quando a chave 2 é aberta, o circuito reduz-se ao para t> 35 ms 
mostrado na Figura 7.34, e a constante de tempo muda para E 


(150/9) x 10º,ou seja, 16,67 ms. A expressão para i, torna-se Ey 


+ | , 
IL 
v, 3150 mH 


é —60(1-0,035) > 
i, = 1,48 A,t=35 ms. 60% 
(ii(0.035) = 148A 


Observe que a função exponencial é deslocada de 35 ms 
no tempo. 


O resistor de 18 Q está no circuito somente durante os primeiros 35 ms da sequência de chavea- 
mentos. Durante esse intervalo, a tensão no resistor é 


d 
vL = 0,15 (600) 
=-36evV, O<t<35ms. 


A potência dissipada no resistor de 18 O é 
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2 
p = 8" REY, 0<t<35ms. 


Por conseguinte, a energia dissipada é 


S 
II 
S— 
> 
o 
Prá 
a 
+ 
1) 
Q 
oo 
s 
a 
= 


= 0,9(1 — e?) 
= 845,27 ml]. 


A energia inicial armazenada no indutor de 150 mH é 


1 
wi = 5(0.,15)(36) = 2,7 3 = 2.700 m]. 


Portanto, (845,27/2.700) X 100, ou 31,31% da energia inicial armazenada no indutor de 150 mH é 
dissipada no resistor de 18 O. 


d) Para0 <t< 35 ms, a tensão no resistor de 3 O é 


tao = (eo) 


= 3UL 
= 4120 v. 


Portanto, a energia dissipada no resistor de 3 OQ nos primeiros 35 ms é 


[te 
dt 
A ã 


= 0,6(1 — 28) 
= 563,51 mJ. 


Para t > 35 ms, a corrente no resistor de 3 O é 
Eh —1,4),,—60(1-0,035 
ln=i, = (60) HU) A 


A energia dissipada no resistor de 3 O para t > 35 ms é 


[0.0 


Wan = / Ea x 3dt 
0,035 
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oo 


3(36) 6287 120(t- 0,035) dt 


fa 


em e 120(1-0,035) a 
= 108028 x —>————— 
-120  loo3s 
— 108 28 — 
= ano” = SiS ml: 


A energia total dissipada no resistor de 3 O é 
W,p(total) = 563,51 + 54,73 


= 618,24 mJ. 


A percentagem da energia inicial armazenada é 


618,24 
2.700 


x 100 = 22,90%. 


e) Como o resistor de 6 O está em série com o resistor de 3 €), a energia dissipada e a percentagem da 
energia inicial armazenada serão duas vezes a do resistor de 3 O: 


Wo(total) = 1.236,48 mJ, 


e a percentagem da energia inicial armazenada é 45,80%. Verificamos esses cálculos observando 
que 


1.236,48 + 618,24 + 845,27 = 2.699,99 mJ 


31,31 + 22,90 + 45,80 = 100,01%. 


As pequenas discrepâncias nas somas são resultado de erros de arredondamento. 


EXEMPLO 7.12 Análise de um circuito RC em que ocorre um chaveamento sequencial. 


O capacitor descarregado do circuito mostrado na Figura Figura 7.35 Circuito para o Exemplo 7.12. 
735 está inicialmente ligado ao terminal a da chave de três 


permanece por 15 ms. Após esse período de tempo, a chave 
é colocada na posição c, onde permanece indefinidamente. 


posições. Em t = 0, a chave é colocada na posição b, onde p 
100kQ b Ne 
MN—O 
+ 


G 
E au a : 400 (O) vt) += 0,1uF 
a) Calcule a expressão numérica para a tensão no capacitor. SOkO fi di ca 


b) Faça um gráfico da tensão no capacitor em relação ao 
tempo. 


c) Quando a tensão no capacitor será igual a 200 V? 
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Solução 


a) No instante em que a chave é colocada na posição b, a tensão inicial no capacitor é igual a zero. Se 
a chave permanecesse nessa posição, o capacitor seria carregado até 400 V. A constante de tempo 
do circuito, quando a chave está na posição b, é 10 ms. Portanto, podemos usar a Equação 759, com 
t,=0, para escrever a expressão para a tensão no capacitor: 


v = 400 + (0 — 400)e-10% 
= (400 — 40001) V,0 = 1 = 15 ms. 


Observe que, uma vez que a chave permanece na posição b por apenas 15 ms, essa expressão só é 
válida para o intervalo de tempo de O a 15 ms. Depois de a chave ter permanecido nessa posição 
durante 15 ms, a tensão no capacitor será 


v(15 ms) = 400 — 400€-!5 = 310,75 V. 


Portanto, quando a chave é colocada na posição c, a tensão inicial no capacitor é 310,75 V. Com a 
chave na posição c, o valor final da tensão no capacitor é igual a zero e a constante de tempo é 5 ms. 
Mais uma vez, usamos a Equação 759 para escrever a expressão para a tensão no capacitor: 


v=0+ (310,75 — 0)e 2%-0015) 
=310,75€0M-0019V, 15 ms < t. 


Quando escrevemos a expressão para v, reconhecemos que 1, = 15 ms e que essa expressão é válida 
somente para t = 15 ms. 


b) A Figura 736 mostra o gráfico de v em função de +. 


c) O gráfico da Figura 736 revela que a tensão no capacitor é igual a 200 V em dois tempos diferentes: 
uma vez, no intervalo entre O e 15 ms e uma vez, após 15 ms. Determinamos o primeiro instante 


resolvendo a equação 
Figura 7.36 Tensão no capacitor para o Exemplo 7.12. 

200 = 400 — 400100, 

| v = 400 — 400e7!9% 


que resulta em £, — 6,93 ms. Determinamos 


& és = —200(t — 0,015) 
o segundo instante resolvendo a equação 200 v = 310,75e 


200 = 310,75 "a 0BIS), 


t (ms) 


Nesse caso, t, = 17,20 ms. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber analisar circuitos com chaveamento sequencial. 


7.7 No circuito mostrado, a chave 1 esteve fechada e a chave 2 esteve aberta por um longo tempo. Em 1 = 
0,a chave 1 é aberta. Então, 10 ms mais tarde, a chave 2 é fechada. Determine 
a) v(!)paraO=t1=001s, 
b) v(t) parat= 0,015, 


Circuitos elétricos 


c) a energia total dissipada no resistor de 25 kO, e 


t=0 ok) 1 =10ms 
d) a energia total dissipada no resistor de 100 kO. a AMA ss 
1 FR 
Resposta: (a) 800“! V; [ 
(b) 53,63€ 5001) v: O: mA $40k0 25k0%$1uF T vt) 100 KO 


(c) 2,91 mJ; 
(d) 0,29 mJ. 


7.8 A chave a do circuito mostrado esteve aberta 
por um longo tempo e a chave b esteve fechada 
por um longo tempo. A chave a é fechada em 
t= 0 e, após permanecer fechada durante 1 s, 
é aberta novamente. A chave b é aberta simul- = 
taneamente à chave a, e ambas permanecem, DO) 0,8 Q a 
então, abertas indefinidamente. Determine »X 


E ; : t=0 
a ex pre Sado para a corrente i no indutor que (O 1V $30 5H |i at 
seja válida para (a) 0 =t=1Ise(b)t=1s. 


Resposta: (a) (3-3 “D A,0=t=1s; 
(b) (48 +5, 9801 D A,t=15. 


NOTA: tente resolver também os problemas 7.72 e 7.80, apresentados no final deste capítulo. 


7.6 Resposta indefinidamente crescente 


A resposta de um circuito pode crescer indefinida e exponencialmente com o tempo, em 
vez de decrescer. Esse tipo de resposta, denominada resposta indefinidamente crescente, é 
possível se o circuito contiver fontes dependentes. Nesse caso, a resistência equivalente de 
Thévenin vista dos terminais do indutor ou do capacitor pode ser negativa. Essa resistência 
negativa gera uma constante de tempo negativa e as correntes e tensões resultantes aumentam 
indefinidamente. No caso de um circuito real, a certa altura a resposta alcança um valor limite 
quando um componente é destruído ou entra em um estado de saturação, o que impede qual- 
quer aumento adicional de tensão ou corrente. 

Quando analisamos respostas indefinidamente crescentes, o conceito de valor final perde o 
sentido. Consequentemente, em vez de usar a solução para a resposta a um degrau dada na Equa- 
ção 759, derivamos a equação diferencial que descreve o circuito que contém a resistência negativa 
e, então, a resolvemos usando a técnica da separação de variáveis. O Exemplo 713 ilustra o caso de 
uma resposta que cresce exponencialmente em termos da tensão nos terminais de um capacitor. 


EXEMPLO 7.13 Determinação da resposta indefinidamente crescente em um circuito RC. 


a) Quando a chave é fechada no circuito mostrado na Figura 7.37 Circuito para o Exemplo 7.13. 
Figura 737 a tensão no capacitor é 10 V. Determine 
a expressão de v, para t = 0. A 


E plo 
+ t=0 
b) Admita que o capacitor entre em curto-circuito 10V==5uF v, 10k0Z Ti A | $20 kQ 


quando sua tensão terminal alcança 150 V. Quan- 


tos milissegundos transcorrem antes de o capacitor 
entrar em curto-circuito? 
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Solução Figura 7.38 Método da fonte auxiliar usada para 
determinar R,,. 
a) Para determinar a resistência equivalente de Thévenin 


vista dos terminais do capacitor, usamos o método — 
o : Ê : fo 

da fonte auxiliar descrito no Capítulo 4. A Figura 1 
[38 mostra o circuito resultante, onde v. é a tensão 
id ami onde Uia vz 10k0$ Ti is (Ê200 
auxiliar e i, é a corrente auxiliar. Para v,, expressa 
em volts, obtemos e 

. vT VT vT 

ir = 7 + — mA. 

r=10º Go) *%» 


Resolvendo para a razão v,/i,, obtemos a resistência de Thévenin: 
vT 
Rmn=— = 5kO. 


IT 


Com essa resistência de Thévenin, podemos sim- Figura 7.39 Simplificação do circuito mostrado na Figura 7.37. 
plificar o circuito da Figura 737 para o mostrado 


na Figura 739. a 
+ 


Para t = 0,a equação diferencial que descreve o a t=0 
circuito mostrado na Figura 739 é 10V-=5uF vo $ qo 
dv v 
5x 1092 —- 2x102=0. 
dt E 


Dividindo ambos os membros pelo coeficiente da derivada, obtemos 


a — vo = 0. 


Agora, usamos a técnica da separação de variáveis para determinar v (1): 
v(s) = 10€“V,t = 0. 


b) v, = 150V quando e” = 15. Portanto, 40t = In 15 e t= 67,70 ms. 


NOTA: avalie sua compreensão desse material tentando resolver os problemas 7.86 e 7.88, apresentados no final deste capítulo. 


O fato de que em circuitos com elementos interligados possam ocorrer correntes e tensões 
sempre crescentes é importante para os engenheiros. Se tais interligações não forem intencio- 
nais, o circuito resultante pode apresentar falhas de componentes inesperadas e potencial- 
mente perigosas. 


7.7 Amplificador-integrador 


Você deve lembrar-se de que na introdução do Capítulo 5 dissemos que uma razão para 
nosso interesse no amplificador operacional é sua utilização como um amplificador-integra- 
dor. Agora estamos prontos para analisar o circuito amplificador-integrador mostrado na 
Figura 740. A finalidade de tal circuito é gerar uma tensão de saída proporcional à integral da 
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Figura 7.40 Amplificador-integrador. tensão de entrada. Na Figura 740, acrescentamos as corren- 


tes de ramo i,e i, com as tensões de nó v e U, para auxiliar 


nossa análise. 


Admitamos que o amplificador operacional seja ideal. 
Assim, aproveitamos a vantagem das restrições 


i+i,=0, (761) 


V=U. (7.62) 


Como = 0, 


=, (763) 


dv, 
dt 


cedo, (764) 
Assim, pelas equações 761, 763 e 164, 
dv, 1 

dt e Ros Vs. 

Multiplicando ambos os lados da Equação 7.65 por um tempo diferencial dt e, então, inte- 
grando de t, a t, obtemos a equação 

t 
volt) =— RE, vs dy + volto). (66) 

Na Equação 766, t, representa o instante de tempo em que começamos a integração. 
Assim, v (t9) é o valor da tensão de saída naquele instante. Além disso, como v, =v, =0, v (6) 
é idêntica à tensão inicial nos terminais do capacitor de realimentação C.. 


(765) 


De acordo com a Equação "766, a tensão de saída de um amplificador-integrador é igual ao 
valor inicial da tensão nos terminais do capacitor mais uma réplica invertida (sinal negativo), mul- 
tiplicada por um fator de escala (1/R,C), da integral da tensão de entrada. Se nenhuma energia 
estiver armazenada no capacitor quando a integração começar, a Equação 7766 será reduzida a 


1 É 
volt) = — E Us dy. (7.67) 
s to 


Se v, for uma variação em degrau em um nível de tensão cc, a tensão de saída variará 
linearmente com o tempo. Por exemplo, suponha que a tensão de entrada seja o pulso retan- 
gular mostrado na Figura 741. Suponha também que o valor 

inicial de v (1) seja igual a zero no instante em que v, passa 


Figura 7.41 Sinal de tensão de entrada. de 0a V,. Uma aplicação direta da Equação 7.66 resulta em 


Vs 


V 


m 


1 
vo = “RO, + 0, 0O=<t=<t. (7.68) 


Quando t encontra-se entre te 2, 


RR 1 
vo + ( Va) dy Vil 


- Va p- 


h 21 t RC, J, R$€s 


Vm 2Vm 
= í h, 
Bate ts 


h=t=< 2. (7.69) 
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A Figura 742 mostra um gráfico de v (t) em função de Figura 7.42. Tensão de saída de um amplificador- 
t. Fica claro que a tensão de saída é uma réplica invertida, fado 
multiplicada por um fator de escala, da integral da tensão volt) 
de entrada. 


A tensão de saída é proporcional à integral da ten- 
são de entrada apenas se o amp op funcionar dentro 
de sua faixa linear, isto é, se não se saturar. Os exem- 
plos 714 e 715 ilustram aspectos adicionais da análise do 
amplificador-integrador. 


EXEMPLO 7.14 Análise de um amplificador-integrador. 


Admita que os valores numéricos para o sinal de tensão mostrado na Figura 741 sejam V, —50mV 
et =1's. Esse sinal de tensão é aplicado ao circuito amplificador-integrador mostrado na Figura 740. 
Os parâmetros de circuito do amplificador são R| = 100 k9, € = 01 uFe Vc= 6V.A tensão inicial 
no capacitor é igual a zero. 

a) Calcule v (1). 


b) Faça um gráfico de v (t) em função de t. Figura 7.43 Tensão de saída para o Exemplo 7.14. 


Solução vol) (V) 4 


a) ParaQ=<1=<1s, 


1 
— (100 x 10%)(0,1 x 1079) 


50 x 10% + 0 


vo 


=-StV, 0O=t<=ls. 


Paral=t<=2s, 
v = (St=10)V. 


b) A Figura 7,43 mostra o gráfico de v (t) em função de +. 


EXEMPLO 7.15 Análise de um amplificador-integrador submetido a um chaveamento sequencial. 


No instante em que a chave faz contato com o terminal a no circuito mostrado na Figura 7744, a tensão 
nos terminais do capacitor de 0,1 uF é 5 V. A chave permanece no terminal a durante 9 ms e, então, 
passa instantaneamente para o terminal b. Quantos milissegundos depois do contato com o terminal 
b o amplificador operacional fica saturado? 


Figura 7.44 Circuito para o Exemplo 7.15. 


Circuitos elétricos 


Solução 


A expressão para a tensão de saída durante o tempo em que a chave está na posição a é 


1 t 
E E 10) d 
à os | 10d 


=(—5 + 1.0009) V. 


Assim, 9 ms depois de a chave ter feito contato com o terminal a, a tensão de saída é (—5 + 9),ou 4 V. 
A expressão para a tensão de saída depois que a chave foi colocada na posição b é 


1 t 
v=4—-—s5 8d 
Ê 102 Jox 103 á 


=4— 800(t— 9x 10º) 
= (11,2 — 800%) V. 


Durante esse intervalo de tempo, a tensão é decrescente e, a certa altura, o amplificador operacional 
fica saturado em —6 V. Portanto, igualamos a expressão de v a —6 V para obter o tempo de saturação t : 


11,2— 8001, =—6, 


ou 
=21,5ms. 


Assim, o amplificador-integrador fica saturado 21,5 ms depois de a chave ter sido colocada na posição b. 


Pelos exemplos, vemos que o amplificador-integrador pode executar muito bem a função 


de integração, mas apenas dentro de limites especificados que impeçam sua saturação. O amp 


op fica saturado por causa do acúmulo de carga no capacitor de realimentação. Podemos evitar 


que ele fique saturado, colocando um resistor em paralelo com o capacitor de realimentação. 


Examinaremos tal circuito no Capítulo 8. 


Observe que podemos converter o amplificador-integrador em um amplificador-diferen- 


ciador fazendo uma permuta entre a resistência de entrada R e o capacitor de realimentação 


C e Então, 
dv 


vo = RC; Es 


(770) 


Deixamos a dedução da Equação 7.70 como um exercício para você. O amplificador- 


-diferenciador raramente é usado porque, na prática, ele é uma fonte de sinais indesejáveis 


ou ruídos. 


Por fim, podemos projetar circuitos amplificadores-integradores, bem como diferencia- 


dores, usando um indutor em vez de um capacitor. Contudo, fabricar capacitores para dispo- 


sitivos de circuito integrado é muito mais fácil e, assim, indutores são raramente usados em 


amplificadores-integradores. 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Saber analisar circuitos com amplificadores operacionais que contenham resistores e um único capacitor. 


7.9 Não há nenhuma energia armazenada no 0,2 uF 
capacitor no instante em que a chave do 
circuito faz contato com o terminal a. A 


chave permanece na posição a durante 32 o 10V 90kQ 
ms e, então, passa instantaneamente para MA 


a posição b. Quantos milissegundos depois d 
que a chave faz contato com o terminal a o e 5V 


amp op se satura? 
Resposta: 262 ms. 


7.10 a) Quando a chave fecha no circuito mos- 


trado, não há nenhuma energia armaze- 
nada no capacitor. Quanto tempo leva 


para o amp op se saturar? 
160 kQ 


b) Repita o item (a) com uma tensão inicial A 


no capacitor de 1 V, positiva no terminal 


superior. (O DANA 


Resposta: (a) 1,11 ms; 
(b) 1,76 ms. v 


NOTA: tente resolver também os problemas 7.94 e 7.95, apresentados no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Marca-passo cardiaco artificial 


; e . Figura 7.45 Um circuito de marca-passo 
Agora estamos prontos para analisar um circuito RC simples, mostra- artificial. 


do na Figura 7.45, que pode gerar impulsos elétricos periódicos. Esse cir- 


cuito RC pode ser utilizado em um marca-passo artificial para estabelecer. + ê E 

um ritmo cardíaco normal. A caixa indicada como “controlador” comporta- mp é 
-se como um circuito aberto até que a queda de tensão no capacitor atinja v, =. (6; vc | Controlador 
um limite predefinido. Quando esse limite é atingido, o capacitor descarre- | 1 hi 

ga a energia armazenada sob a forma de impulso elétrico para o coração e | = | 


começa a recarregar. Então, o processo é repetido. 

Antes de desenvolvermos as expressões analíticas que descrevem o 
comportamento do circuito, vamos ter uma ideia de como ele funciona. Pri- 
meiro, quando o controlador se comporta como um circuito aberto, a fonte veto 
de tensão cc carregará o capacitor por meio do resistor A, em direção a um Vmáx 
valor de volts V.. Mas, quando a tensão do capacitor atinge V... O contro- Bio: 
lador comporta-se como um curto-circuito, permitindo que o capacitor se 
descarregue. Assim que a descarga do capacitor está completa, o contro- 


Figura 7.46 Tensão do capacitor em função do tempo 
para o circuito na Figura 7.45. 


Circuitos elétricos 


lador volta a atuar como um circuito aberto, e o capacitor começa a recarregar. Esse ciclo de carga e descarga do capacitor 
estabelece o ritmo cardíaco desejado, como mostrado na Figura 7.46. 

Ao desenhar a Figura 7.46, escolhemos t= O no instante em que o capacitor começa a carregar. Essa figura também 
supõe que o circuito tenha atingido o estágio repetitivo de seu funcionamento e que o tempo para descarregar o capacitor é 
insignificante se comparado com o tempo de recarga. O projeto desse circuito de marca-passo artificial requer uma equação 
para v,() como uma função de V.., Re C. 


Figura 7.47 Circuito de marca-passo artificial em t= 0, 


máx! 


Para iniciar a análise, assumimos que o circuito está funcionando por um longo tempo. Assumimos t= 0 no instante em 
que o capacitor se descarregou por completo e o controlador está operando como um circuito aberto. Do circuito, determinamos 


Uoo= VA, 
vAD=0 
T=RC. 


Assim, enquanto o capacitor está carregando, 


vAD)=V (A — erro, 


Suponha que o controlador tenha sido programado para disparar 


quando o capacitor está carregando. 


um pulso elétrico e estimular o coração quando v, = 0,75V,. Dados os 
valores de Re €, podemos determinar a frequência cardíaca resultante, 


R em batimentos por minuto, como segue: 
ii H = Eca [batimentos por minuto] 
E —RCln 0,25 
es CE 


Em um projeto mais realista você deve calcular o valor da resistên- 
cia, R, em função de V como uma percentagem de V, Ce a frequên- 
cia cardíaca desejada, em batimentos por minuto. Deixamos essa tarefa 
para você no Problema 7.106. 


NOTA: avalie sua compreensão desta Perspectiva prática tentando resolver os problemas 7.104-7.107, apresentados no final deste capítulo. 


Resumo 


Um circuito de primeira ordem pode ser reduzido 
a um equivalente de Thévenin (ou de Norton) 
ligado a um único indutor ou capacitor equiva- 
lente. (Seção 71.) 


A resposta natural de um circuito são as corren- 
tes e tensões que se estabelecem quando a ener- 
gia armazenada é liberada a um circuito que 
não contenha fontes independentes. 


A constante de tempo de um circuito RL é 
igual à indutância equivalente dividida pela 


resistência de Thévenin vista dos terminais do 
indutor equivalente. (Seção 71.) 


A constante de tempo de um circuito RC é igual 
à capacitância equivalente vezes a resistência de 
Thévenin vista dos terminais do capacitor equi- 
valente. (Seção 72.) 


A resposta a um degrau são as correntes e ten- 
sões que se estabelecem a partir de variações 
abruptas em fontes cc ligadas a um circuito. 
Pode existir ou não energia armazenada no 
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circuito no instante em que a variação abrupta 
ocorre. (Seção 73.) 


A solução para a resposta natural ou para a res- 
posta a um degrau de circuitos RL e RC é deter- 
minada a partir do valor inicial e do valor final 
da corrente ou tensão de interesse e da cons- 
tante de tempo do circuito. As equações 7,59 e 
760 resumem essa abordagem. (Seção 74.) 


O chaveamento sequencial em circuitos de pri- 
meira ordem é analisado dividindo-se a aná- 
lise em intervalos de tempos correspondentes 
a posições específicas da chave. Valores iniciais 
para um intervalo particular são determinados 


Problemas 


Seção 7.1 


pela solução correspondente ao intervalo ime- 
diatamente anterior. (Seção 75.) 


Uma resposta indefinidamente crescente ocorre 
quando a resistência de Thévenin é negativa, o 
que é possível quando o circuito de primeira 
ordem contém fontes dependentes. (Seção 76.) 


Um amplificador-integrador consiste em um 
amp op ideal, um capacitor no ramo de reali- 
mentação negativa e um resistor em série com a 
fonte de sinal. A saída do amplificador-integra- 
dor é a integral da fonte de sinal, dentro de limi- 
tes especificados que evitam a saturação do amp 
op. (Seção 77) 


74 


A chave no circuito da Figura P7.1 esteve 


Pspice | aberta por um longo tempo. Em t = 00, ela é 
Multisim 
fechada. 
a) Determine i (0) e i (00). 
b) Determine i (1) para t = 0. 
c) Em quantos milissegundos, após a chave 
ter sido fechada, i atingirá 100 mA? 
Figura P7.1 
7.2 Achavenocircuito da Figura P72 esteve fechada 
Pspice | por um longo tempo. Em t= 0, ela é aberta. 
Multisim 


a) Escreva a expressão para i (t) para t = 0. 
b) Escreva a expressão para v (t) para t = 0º. 


Figura P7.2 


20 O 30 


(so 75 Q Dn v,$ 600 


AMA, AA 


t=0 
500 
AMA 
lo 


7.3 


No circuito mostrado na Figura P73, a chave 
conecta-se com a posição b imediatamente 
antes de desconectar-se da posição a. Como 
já mencionamos, esse tipo de chave é conhe- 
cido como liga-antes-interrompe-depois e é 
projetada de modo a não interromper a cor- 
rente em um circuito indutivo. Admite-se que 
o intervalo de tempo entre “ligar” e “desligar” é 
desprezível. A chave esteve na posição a por 
um longo tempo. Em t= 0, ela muda da posi- 
ção a para a posição b. 


a) 
b) 


Determine a corrente inicial no indutor. 


Determine a constante de tempo do cir- 
cuito para t > 0. 


c) 
a) 


Determine i, v e v, para t = 0. 


Qual percentagem da energia inicial 
armazenada no indutor é dissipada no 
resistor de 90 O 1 ms depois de a chave 
ser mudada da posição a para a posição b? 
Figura P7.3 


300 q 90 0 


vi 


SN) 
[a 
< 
bo] 

[am] 

= 

s + 
Ee) 
(98) 
[9] 
o 
VALAS 


211 
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A chave no circuito da Figura P74 esteve na 
posição 1 por um longo tempo. Em + = 0, ela 
passa instantaneamente para a posição 2. 
Determine v (t) para t = 0º. 

Figura P7.4 

30 1 120 36 mH 


(Dov 30 0 
80 


Ager Nr fiddá 


7.5 


7.6 


Para o circuito da Figura P74, qual percenta- 
gem da energia inicial armazenada no indutor 
será dissipada no resistor de 6 02 

As duas chaves no circuito visto na Figura P7Z6 
são sincronizadas. Elas estiveram fechadas por 
um longo tempo antes de se abrirem em t=0. 


a) Em quantos microssegundos, depois da 
abertura das chaves, a energia dissipada 
no resistor de 4 kO) é 10% da energia ini- 
cial armazenada no indutor de 6 H? 


b) No tempo calculado em (a), qual percen- 
tagem da energia total armazenada no 
indutor foi dissipada? 


Figura P7.6 


(Dios mA $1kQ 4kQ 


t=0 t=0 
DE 
2200: 


20k0 $80k0 


Dal 


No circuito da Figura P77, a chave esteve 
fechada por um longo tempo antes de ser 
aberta em t= 0. 


a) Determine o valor de L de modo que v (t) 
seja igual a 0,5 v (0*) quando t= 1 ms. 

b) Determine a porcentagem de energia 
armazenada que foi dissipada no resistor 
de 10 O quando t= 1 ms. 


Figura P7.7 
x 9k0 
AM 


Il 
[am] 
as 


oO 


A chave no circuito da Figura P78 esteve 
fechada por um longo tempo, antes de ser 
aberta em t= 0. 


a) Determine i (07) e i (07). 

b) Determine i (0*) e i (0%). 

c) Determine i (t) para t = 0. 

d) Determine i(t) para t = 0º. 

e) Explique por que i (0) + i(0'). 
Figura P7.8 


2k0 x, 12kQ 
AMAv AM 
t=0 it 


640 mH 


A chave mostrada na Figura P79 esteve aberta 
durante um longo tempo, antes de seu fecha- 
mento em t = 0. 


a) Determine i (0),i,(0)e v,(0). 
b) Determine i (0º), i (09 e v,(0%). 
c) Determine i (00), i (00) e v (00). 
d) Escreva a expressão de i (t) para t = 0. 
e) Escreva a expressão de i (t) para t = 0º. 


f) Escreva a expressão de v, (t) para t = 0º. 


Figura P7.9 
500 200 O 
AAA AA e 
| da + 
sv(D) iL sSomH vz 
a 
. 


740 A chave no circuito da Figura P710 esteve 


na posição 1 por um longo tempo. Em t = 0, 
ela passa instantaneamente para a posição 2. 
Determine o valor de R de modo que 10% da 
energia inicial armazenada no indutor de 10 
mH seja dissipada em R em 10 us. 


Figura P7.10 


sa(|) 100 0 ii $R 
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No circuito da Figura P7 10,1 representa a fonte 
de corrente cc,o representa a fração da energia 
inicial armazenada no indutor que é dissipada 
em t, segundos e L representa a indutância. 
a) Mostre que 
Lin[U/(1 — 0)] 
R Es 
Zi 


b) Teste a expressão deduzida em (a) 
usando-a para determinar o valor de R 
no Problema 710. 

No circuito da Figura P712,as expressões para 

tensão e corrente são 

v=1600 1" V,t = 0*; 
i=64e0 1 A,t=>0. 

Determine 

a) R. 

b) 7 (em milissegundos). 

c) L. 

d) A energia inicial armazenada no indutor. 

e) O tempo (em milissegundos) necessá- 
rio para dissipar 60% da energia inicial 
armazenada. 


Figura P7.12 


a) Use os valores dos componentes do Apên- 
dice H para criar um circuito RL de pri- 
meira ordem (veja a Figura 7.4) com uma 
constante de tempo de 1 ms. Use um único 
indutor e uma rede de resistores, se neces- 
sário. Desenhe seu circuito. 


b) Suponha que o indutor que você esco- 
lheu em (a) tenha uma corrente inicial 
de 10 mA. Escreva uma expressão para a 
corrente no indutor para t = 0. 


c) Usando o resultado obtido em (b), cal- 
cule o tempo em que metade da energia 
inicial armazenada no indutor tenha sido 
dissipada pelo resistor. 

A chave no circuito da Figura P714 esteve 

fechada por um longo tempo antes de abrir 

em t=0. Determine v (t) para t = 0º. 


Figura P7.14 
a a 
AMA, 
+ 
60 V (O 2,5 Vo vo 320mH 


715 A chave no circuito da Figura P7.15 esteve 
fechada por um longo tempo antes de abrir 
em t= 0. Determine 
a) ADA =0. 

b) vil), t= 0". 
Cc) LADt= 0, 
Figura P7.15 
oo 60. . sa 
e fd iL| no tia 
(row 600 »omii'L 10005 600F 
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Qual percentagem da energia inicial armaze- 
nada no indutor do circuito da Figura P715 é 
dissipada pelo resistor de 60 0? 

As duas chaves mostradas no circuito da 
Figura P717 funcionam simultaneamente. 
Antes de t = 0, cada chave estava na posição 
indicada por um longo tempo. Em t = 0, elas 
passam instantaneamente para suas novas 
posições. Determine 


a) vu (t),t = 0º. 
bi Zit=0, 
Figura P7.17 


7148 


Para o circuito visto na Figura P717 determine 
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a) a energia total dissipada no resistor de 
75 kQ; 

b) a energia final retida nos indutores ideais. 

No circuito mostrado na Figura P719,a chave 

esteve na posição a por um longo tempo. Em 

t=0,ela passa instantaneamente de a para b. 

a) Determine i (t) para t = 0. 


b) Qual é a energia total fornecida ao resis- 
tor de 8 0? 


c) Quantas constantes de tempo são neces- 
sárias para se atingir 95% da energia 
determinada em (b)? 


Figura P7.19 


240 “(O 


inadvertidamente um curto-circuito em seus 
terminais a,b. No instante em que a falha 
ocorre, o circuito estava em funcionamento 
havia um longo tempo. 


a) Qual é o valor inicial da corrente i, de 
curto-circuito entre os terminais a,b? 


b) Qual é o valor final da corrente i 2 


c) Em quantos microssegundos, depois de o 
curto-circuito ter ocorrido, a corrente de 
curto atinge 114 A? 


Figura P7.20 
20 a 
AMA e Ç 


7.20 A fonte de 240 V, e resistência interna de 
Pspice 2 Q, no circuito da Figura P7.20, sofre 
Multisim 

Seção 7.2 

7.21. A chave no circuito da Figura P7721 esteve na 


posição esquerda por um longo tempo. Em 

t= 0, ela passa para a posição direita, onde 

permanece. 

a) Determine a queda de tensão inicial no 
capacitor. 


b) Determine a energia inicial armazenada 
pelo capacitor. 


c) Determine a constante de tempo do cir- 
cuito para tí > 0. 


d) Escreva a expressão para a tensão do 
capacitor v(t) para t = 0. 
Figura P7.21 
10k0 


50k0 $75k0 


20ma (1-0 20 KO 


7.22 A chave do circuito mostrado na Figura P722 


esteve aberta por um longo tempo antes de 
seu fechamento em t= 0. Escreva a expressão 
para a tensão do capacitor, v(t), para t = 0. 
Figura P7.22 


10k0 
NAAS 


+ 


[D) 


60 k0 40 nF 7 


7.23 A chave no circuito da Figura P723 esteve na 


posição esquerda por um longo tempo. Em 
t= 0,ela passa para a posição direita, onde 
permanece. 


a) Escreva a expressão para a tensão do 
capacitor, v(t), para t = 0. 


b) Escreva a expressão para a corrente que 
passa pelo resistor de 40 kO, i(t), para t = 0*. 


nov (O) 10k0$  v=160nF f2sk0  GIOkO 


1.24 


7.25 


6mAÃ 


7.26 
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Figura P7.23 
5kQ ; 40 KO 
AMA ! AMY 
7 l—> 
+ t=0 


Qual porcentagem da energia inicial armaze- 
nada no capacitor da Figura 7723 é dissipada 
pelo resistor de 40 k9? 

A chave no circuito da Figura P725 esteve na 


posição a por um longo tempo e v, = 0 V. Em 
t=0,a chave é colocada na posição b. Calcule 


a) iv ev, para t = 0*, 
b) a energia armazenada no capacitor de 30 
uFemt=0€e 


c) a energia final retida no circuito e a ener- 
gia total dissipada no resistor de 2,5 kO, 
se a chave permanecer na posição b 
indefinidamente. 


Figura P7.25 
a b 2,5 kQ 


Ge . 
q 1 
t=0 
5kQ v 60 ur 


id o fil 


No circuito mostrado na Figura P726, ambas as 
chaves funcionam em conjunto; isto é, abrem- 
-se ou fecham-se ao mesmo tempo. Elas esti- 
veram fechadas por um longo tempo antes de 
se abrirem em t = 0. 


a) Quantos microjoules de energia foram 
dissipados no resistor de 12 kQ, 12 ms 
depois da abertura das chaves? 


b) Quanto tempo leva para dissipar 75% da 
energia inicialmente armazenada? 


Figura P7.26 
i=Ô = 
18kKQ x, x 
NAAS fá 
(row “T 12k0 68KO. $ 


7.27. A chave no circuito da Figura P727 é fechada 
Pspice em t= 0, após permanecer aberta por um 
Multisim 
longo tempo. 


a) Determine i (0) e (0). 

b) Determine i (0*) e i (0%). 

c) Explique por que i (0) = i (0). 
d) Explique por que i (0)  i,(0'). 
e) Determine i (t) para t = 0. 


f) Determine i (t) para t = 0º. 


Figura P7.27 
100 mA 2 uF 
20 O 50 20 


(9) [A 
1V 30 
my $ 


7.28 A chave no circuito da Figura P728 esteve na 
Pspice posição 1 por um longo tempo antes de passar 
Muifsim para a posição 2, em t=0. Determine i (1) para 

+ t= 0". 


vz Figura P7.28 


l 
| 


7.29 Nocircuito da Figura P729 as expressões para 
a tensão e a corrente são 
v=72e UV t=>0; 
i=9ma,t = 0º. 
Determine 
a) R. 
b) € 
c) 7 (em milissegundos). 
d) A energia inicial armazenadano capacitor. 


e) Em quantos microssegundos 68% da 
energia inicial armazenada no capacitor 
são dissipados. 
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Figura P7.29 
i 
+ 

Cc v R 


7.30 a) Useosvalores dos componentes do Apên- 


7.31 


dice H para criar um circuito RC de pri- 
meira ordem (veja a Figura 7.11) com uma 
constante de tempo de 50 ms. Use um 
único capacitor e uma rede de resistores, 
se necessário. Desenhe seu circuito. 


b) Suponha que o capacitor que você esco- 
lheu em (a) tenha uma tensão inicial 
de 50 V. Escreva uma expressão para a 
queda de tensão no capacitor para t = 0. 

c) Usando o resultado obtido em (b), cal- 
cule o tempo em que a queda de tensão 
no capacitor atinge 10 V. 

A chave no circuito visto na Figura P7731 esteve 

na posição x por um longo tempo. Em t = 0, 

ela passa instantaneamente para a posição y. 

a) Determine a de modo que a constante de 
tempo para t > 0 seja 40 ms. 


b) Para a encontrada em (a), determine v,. 
Figura P7.31 
20k0 


di 0,8 uF 


7.32 a) No Problema 7.31, quantos microjoules 


de energia são gerados pela fonte de cor- 
rente dependente durante o tempo em que 
o capacitor se descarrega a O V? 


Seção 7.3 
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b) Mostre que, para t = 0, a energia total 
armazenada e gerada no circuito capaci- 
tivo é igual à energia total dissipada. 

Depois de o circuito da Figura P733 estar em 

funcionamento por um longo tempo, uma 

chave de fenda é inadvertidamente colocada 
entre os terminais a,b. Suponha que a resis- 
tência da chave de fenda seja desprezível. 


a) Determine a corrente na chave de fenda 
emt=0'et=oo. 


b) Determine a expressão da corrente na 
chave de fenda para t = 0º. 


Figura P7.33 

a 
ed 
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No momento em que a chave no circuito da 
Figura P734 é fechada, a tensão nos capacito- 
res em paralelo é 50 V e a tensão no capacitor 
de 250 nF é 40 V. 


a) Qual percentagem da energia inicial 
armazenada nos três capacitores é dissi- 
pada no resistor de 24 k0? 


b) Repita (a) para os resistores de 400 O e 
16X0. 


c) Qual percentagem da energia inicial é 
retida nos capacitores? 


Figura P7.34 
250 nF Ala 
| ( AM 
+40V- ,=0 
+ 24kK0%$ 16 kO$ 
200nF>S 50V T 800 nF 


7.35 Depois de a chave no circuito da Figura P735 


estar aberta por um longo tempo, ela é fechada 
em t = 0. Calcule (a) o valor inicial de i; (b) 


o valor final de i; (c) a constante de tempo 
parat =0e (d) a expressão numérica para 
i(t) quando t = 0. 
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Figura P7.35 
20k0, 200 mH 


75 kQ 


50 mA 


7.36 A chave do circuito mostrado na Figura P'7736 
Ride esteve na posição a por um longo tempo antes 
tisi E 
CSM de passar para a posição b em t = 0. 
a) Determine as expressões numéricas para 
i(t) e v(t) quando t = 0. 
b) Determine os valores numéricos para 
v,(0') e v (09). 
Figura P7.36 
7.37 A chave do circuito mostrado na Figura P737 
Pspice | esteve na posição a por um longo tempo. Em 
Multisim 


t=0,ela passa instantaneamente para a posi- 
ção b. 


a) Determine a expressão numérica para 
À >= 
i(t) quando t = 0. 


b) Determine a expressão numérica para 
v (t) para t = 0º. 


Figura P7.37 
t=0 
by 
45 A 50 


7.38 Repitao Problema 737 assumindo que a chave 
no circuito da Figura P737 esteve na posição 
b por um longo tempo e passa para a posição 
a em t= 0, onde permanece. 


7.39 A corrente e a tensão nos terminais do indu- 
tor no circuito da Figura 716 são 
(t)=(4+4"D) A,t=0; 
u(t) = —80€*" V, t = 01. 


a) Especifique os valores numéricos de V,, 
Ri Sd. 


b) Em quantos milissegundos, depois do 
fechamento da chave, a energia armaze- 
nada no indutor atinge 9 J? 

7.40 a) Useosvalores dos componentes do Apên- 
dice H para criar um circuito RL de pri- 
meira ordem (veja a Figura 716) com uma 
constante de tempo de 8 us. Use um único 
indutor e uma rede de resistores, se neces- 
sário. Desenhe seu circuito. 


b) Suponha que o indutor que você esco- 
lheu em (a) não tenha nenhuma energia 
inicial armazenada. Em t = 0, uma chave 
conecta uma fonte de tensão com um 
valor de 25 V em série com o indutor e o 
resistor equivalente. Escreva uma expres- 
são para a corrente no indutor para t = 0. 


c) Usando o resultado obtido em (b), cal- 
cule o tempo em que a corrente no indu- 
tor atinge 75% de seu valor final. 

7.41 A chave do circuito mostrado na Figura P741 
esteve fechada por um longo tempo. Ela se 


abre em t= 0. Para t = 0º: 
a) Determine v (1) em função de 7, ,R,,R,e L. 


b) Explique o que acontece com v (t) 
quando R, aumenta indefinidamente. 


c) Determine v,, em função de Lo RiR,eL. 


d) Explique o que acontece com v,, quando 
R, aumenta indefinidamente. 


Figura P7.41 


+ 


volt) 


271 
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17.42 


7.43 


A chave no circuito da Figura P742 esteve 
fechada por um longo tempo. Uma aluna abre 
abruptamente a chave e relata a seu professor 
que, quando a chave foi aberta, estabeleceu- 
-se um arco elétrico de notável persistência na 
chave e,ao mesmo tempo, voltímetro ligado 
nos terminais do enrolamento foi danificado. 
Tendo como base sua análise do circuito do 
Problema 741,você pode explicar à aluna por 
que isso aconteceu? 


Figura P7.42 


e 
nO j 


Voltímetro de 

d'Arsonval 
a) Deduza a Equação 747, convertendo, em 
primeiro lugar, o equivalente de Thévenin 
da Figura 77.16 em um equivalente de Nor- 
ton e, depois, somando as correntes que 
saem do nó superior, usando a tensão v 

no indutor como a variável de interesse. 


b) Use a técnica da separação de variáveis 
para determinar a solução para a Equa- 
ção 747 Verifique se sua solução está de 
acordo com a dada na Equação 742. 


7.44 A chave no circuito da Figura P744 esteve 
Pspice | aberta por um longo tempo, antes de ser 
Mullisim — fechada em t= 0. Determine it) para t = 0. 
Figura P7.44 
40mH 200 40 0 
pes, AM My 
io(t) o da 
t=0 
500% lv, 3100 150 10 A 
140V 
7.45 A chave no circuito da Figura P745 esteve 
Pspice aberta por um longo tempo, antes de ser 
Multisim 


fechada em t=0. Determine v (t) para t = 0". 
Figura P7.45 


(1)zoma 150 v034mH 8 O 9ix somA(|) 


10 0 50 A 
AM MM 

do RR TA 
A 


7.46 A chave no circuito da Figura P746 esteve 
Pspice | aberta por um longo tempo, antes de fechar 
Mulisim em += 0. Determine v (t) para t = 0*. 
Figura P7.46 
pia 
+ t=0 
vo 8 45 mH 2k0 
a $ 3kQ 10mA 
15 mH 80 V 
e 
7.47. A chave no circuito da Figura P747 esteve na 
Pspice - posição 1 por um longo tempo. Em += 0, ela 
Multisim 


7.48 


7.49 


Pspice 
Multisim 


passa instantaneamente para a posição 2. Em 
quantos milissegundos, depois do aciona- 
mento da chave, v, atinge 100 V? 


Figura P7.47 


Para o circuito da Figura P747 determine (em 
joules): 

a) a energia total dissipada no resistor de 40 O; 
b) a energia retida nos indutores; 

c) aenergia inicial armazenada nosindutores. 
A chave liga-antes-interrompe-depois do cir- 
cuito da Figura P749 esteve na posição a por 


um longo tempo. Em t= 0, ela passa instan- 
taneamente para a posição b. Determine 


a) vit, t= 0". 
b) i(8).t=0. 
c) i(t),t = 0. 
Figura P7.49 
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7.50 Não há nenhuma energia armazenada nos 
indutores L e L, no instante em que a chave 


é aberta, no circuito mostrado na Figura P7.50. 


a) Deduza as expressões para as correntes 
i(t) e i(t) para t = 0. 


b) Use as expressões deduzidas em (a) para 
determinar i (00) e i,(00). 


Figura P7.50 


7.51 Suponha que a chave no circuito da Figura 
P751 esteve na posição a por um longo tempo 
e que em t = O ela é colocada na posição b. 
Determine (a) v,.(0'); (b) v (00); (c) 7 para t 
> 0 (0) (0) (te) vat= 00 (E) dt = 0". 


Figura P7.51 


400 q 


b 25k0 SOkO 
Das Mr MN 
120 VC) (E 200 V 


7.52 a) A chave no circuito da Figura P752 esteve 
na posição a por um longo tempo. Em t= 
0, ela passa instantaneamente para a posi- 
ção b e permanece lá. Determine os valo- 
res inicial e final da tensão do capacitor, a 
constante de tempo para t = 0 e a expres- 
são para a tensão do capacitor para t = 0. 


b) Agora, suponha que a chave no circuito 
da Figura P752 esteve na posição b por 
um longo tempo. Em t = 0, ela passa ins- 
tantaneamente para a posição a e per- 
manece lá. Determine os valores inicial e 
final da tensão do capacitor, a constante 
de tempo para t = 0 e a expressão para a 


tensão do capacitor para t = 0. 


Figura P7.52 
2500 +, 1000 
AM Pl INN 
f=0.F* 


7.53 A chave no circuito da Figura P753 esteve 
na posição a por um longo tempo. Em t = 0, 
ela é colocada na posição b. Calcule (a) a 
tensão inicial no capacitor; (b) a tensão final 
no capacitor; (c) a constante de tempo (em 
microssegundos) para t > 0 e (d) o tempo 
(em microssegundos) necessário para a ten- 
são no capacitor anular-se, depois de a chave 
ser colocada na posição b. 


Figura P7.53 
10k0Q 
ANA — 
é» t=0 
3k0$ 
(Dov a $40k0 (Dis mA 
+ 
9k0$ 20 nFH vc 
L 


7.54 A chave no circuito visto na Figura P754 


Pspice | esteve na posição a por um longo tempo. Em 
Multisim o ' . 
t=0, ela passa instantaneamente para a posi- 
ção b. Para t = 0*, determine 
a) vu (1). 
b) (1). 
Figura P7.54 
SkQ a b 10k0 
ANN + ES MA 
+ t= is(t) 
75V 10k0 100 V 


volt) Tt nF240k0 


7.55 A chave do circuito visto na Figura P755 
Pspice | esteve na posição a por um longo tempo. Em 
Multisim o E 
t=0,a chave passa instantaneamente para a 
posição b. Determine v (t) e i (t) para t = 0º. 
Figura P7.55 


30kN$ fio) 


Circuitos elétricos 


7.56 
Pspice 
Multisim 


80 (O) 40k0$ 3mA 


7.57 
Pspice 
Multisim 


O circuito da Figura P756 está em operação por 
um longo tempo. Em t = 0, a fonte de tensão 
inverte a polaridade e a fonte de corrente cai de 
3mA para 2 mA. Determine v (t) para t = 0. 


Figura P7.56 


10k0 
MA 


4kO 
MM 


A chave do circuito na Figura P757 esteve na 
posição a por um longo tempo. Em + = 0, ela 
passa instantaneamente para a posição b. No 
instante em que a chave faz contato com o 
terminal b, a chave 2 abre-se. Determine v (t) 
para t = 0. 


On 


Figura P7.57 
40 kO j 1º 
AMA t= (0,0 
+ 
E — 
60 kO Vo $20k0 5mA 


7.58 


7.59 


A corrente e a tensão nos terminais do capa- 
citor no circuito da Figura 721 são 

i(t) = 3e 2 mA, t=0*, 

v(t) = (40 — 24e 25009 V, r=0; 


a) Especifique os valores numéricos de 1, 
VoR,Cer. 


b) Em quantos microssegundos, após a 
chave ter sido fechada, a energia arma- 
zenada no capacitor atinge 81% do seu 
valor final? 

Use os valores dos componentes do Apên- 
dice H para criar um circuito RC de pri- 
meira ordem (veja a Figura 721) com uma 
constante de tempo de 250 ms. Use um 
único capacitor e uma rede de resistores, 
se necessário. Desenhe seu circuito. 


b) Suponha que o capacitor que você esco- 
lheu em (a) tem uma queda de tensão ini- 
cial de 100 V. Em += 0, uma chave conecta 
uma fonte de corrente com valor de 1 mA 


em paralelo com o capacitor e o resistor 


Tro 


+ 


24k0$ 0,05 uF>=0, 


7.60 


Pspice 
Multisim 


120 us(!) 


7.61 
Pspice 
Multisim 


equivalente. Escreva uma expressão para 
a queda de tensão no capacitor para t = 0. 


Usando o resultado obtido em (b), cal- 
cule o tempo em que a queda de tensão 
no capacitor atinge 50 V. 

A chave do circuito mostrado na Figura P760 
abre em t= O depois de estar fechada por um 
longo tempo. Em quantos milissegundos, depois 
de a chave estar aberta, a energia armazenada 
no capacitor atinge 36% de seu valor final? 


Figura P7.60 


| 


25ib 


33k0)'— Ou7ra 


16k00,25 uF 


A chave do circuito mostrado na Figura P761 
esteve na posição OFF (DESLIGADO) por 
um longo tempo. Em += 0, ela passa instan- 
taneamente para a posição ON (LIGADO). 
Determine v (t) para t = 0. 


DP 


Figura P7.61 
x 103 
25 kQ TOA LO. gm 
AAN 
OFF 
6mA $15kQ (O 
25 nF 


1562 


Pspice 
Multisim 


7.63 


Suponha que a chave no circuito da Figura 
P761 esteve na posição ON por um longo 
tempo, antes de ser colocada instantaneca- 
mente na posição OFF em t = 0. Determine 
v (t) para t = 0. 

a) Deduza a Equação 752 convertendo, em 
primeiro lugar, o circuito equivalente de 
Norton, mostrado na Figura 721, para um 
equivalente de Thévenin e, então, somando 
as tensões ao longo do laço fechado, usando 
a corrente i do capacitor como a variável 
relevante. 


b) Use a técnica de separação de variáveis 
para determinar a solução para a Equa- 
ção 752. Verifique se sua solução está de 


acordo com a da Equação 753. 


7.64 A chave no circuito da Figura P'7764 esteve na 


Capítulo 7 e Resposta de circuitos AL e RC de primeira ordem 281 
Figura P7.65 
22kKQ /p 6,25kK0 


posição x por um longo tempo. A carga ini- 
cial no capacitor de 60 nF é igual a zero. Em 
t=0,a chave passa instantaneamente para a 
posição y. 

a) Determine v (t) para t = 0º. 


b) Determine v,(t) para t = 0. 


Figura P7.64 
x y 
15kO 7º SnF  ooxo 
AM - IE AM 
n Fu + 
(1ama 30 kQ ds v960 KO 


di nF a 


7.65 


A chave no circuito da Figura P765 esteve na 


Doov 


7.66 


— 


1=0 Jo 


+ 
Om 


02uF >= 


0,8 uF I v> 


Não há nenhuma energia armazenada nos 
capacitores C€, e C€, no instante em que a chave 
é fechada, no circuito visto na Figura P'7766. 


a) Deduza as expressões para v,(t) e v(t) 
para t = 0. 


b) Use as expressões deduzidas em (a) para 


Pspice icã Em 
Pei posição a por um longo tempo. Em 0, ela determinar v,(00) e v,(09). 
passa instantaneamente para a posição b. Para E 
t > 0*, determine Figura P7.66 
R = 
a) v (1). g t=0 
O E 
b) (1d. 
) ido) Eu 
c) v, (1). e e = 
g DÊ: 
d) vt). 
ul) CR val!) 
e) a energia final armazenada nos capacito- 
res quando t — 00. 
Seção 7.4 
7.67 Repita (a) e (b) do Exemplo 710 com a indu- 7.69 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
tância mútua reduzida a zero. Pspice | cuito da Figura P'769 no instante em que a 
: : Multisi Ê 
7.68 Não há nenhuma energia armazenada no cir- “SP chave é fechada. 
a cuito da Figura P7.68 no instante em que a a) Determine i(t) para t = 0. 
ultisim 


chave é fechada. 

a) Determine i (t) para t = 0. 
b) Determine v (1) para t = 0º. 
c) Determine i (t) para t = 0. 
d) Determine i(t) para t = 0. 


e) Suas respostas fazem sentido em termos 
do comportamento conhecido do circuito? 


Figura P7.68 


250 0 x -0 
ES Fe [05H 


b) Determine v (t) para t = 0*. 

c) Determine v,(t) para t = 0. 

d) Suas respostas fazem sentido em termos 
do comportamento conhecido do circuito? 

Figura P7.69 


+ v(t) — 


t=0 20 mH 


Sa 340 mH va(t) 


10 v(O) Vi Tá E V joas H 
I2 


7.70 Repita o Problema 769 colocando o ponto na 


Pspice | parte superior do enrolamento de 40 mH. 
Multisim 


Circuitos elétricos 


7.71. Não há nenhuma energia armazenada no cir- e) Suas respostas fazem sentido em termos 
cuito da Figura P771 no instante em que a do comportamento conhecido do circuito? 
chave é fechada. Figura P7.71 
a) Determine i (t) para t = 0. 200 ' . 

t= ==-se o 
b) Determine v (t) para t = 0º. ÊMpa A, +. Fi 5H N 
c) Determine i (t) para t = 0. 80 v(O) v, | sH jo H 
h 
d) Determine i(t) para t = 0. E E) 
Seção 7.5 
7.12 A ação das duas chaves no circuito da Figura 7.75 A chave do circuito mostrado na Figura P7775 
Pspice | P772 é a seguinte: para t < 0,a chave 1 está Pspice | esteve na posição a por um longo tempo. Em 
Multisim ds Ê Multisim as 
na posição a e a chave 2 está aberta. Esse t=0, ela passa para a posição b, onde perma- 
estado perdurou por um longo tempo. Em £ nece por 1 ms. Então, ela passa para a posição c, 
=0,a chave 1 passa instantaneamente da posi- onde permanece indefinidamente. Determine 
ção a para a posição b, enquanto a chave 2 a) i(09). 
pasnáncos aberta. Dez milissegundos depois b) i(200 ps). 
da operação da chave 1, a chave 2 fecha-se . 
por 10 ms e, então, abre-se. Determine v (t), o) i(6 ms). 
25 ms depois de a chave 1 passar para a posi- d) v(I" ms). 
ção b. e) v(l" ms). 
Figura P7.72 Figura P7.75 
O + 10 ms 
50 
a1 2 
CRE á 
“|b*r=0 20 A 
15 A 109 vo 350mH 2003 
7.76 O capacitor do circuito visto na Figura P776 

7.13 Para o circuito da Figura P772, em quantos Pspice foi carregado até 300 V. Em t=0,a chave 1 
milissegundos, após a chave 1 passar para a uti fecha-se, fazendo com que o capacitor se des- 
posição b, a energia armazenada no indutor carregue na rede resistiva. A chave 2 fecha-se 
é 4%) de seu valor inicial? 200 us depois do fechamento da chave 1. 

7.74 No circuito da Figura P774, a chave A esteve Determine a magnitude e o sentido da cor- 

Pspice  aberta,e a chave B fechada, por um longo tempo. rente na segunda chave 300 us depois do 
Multisim ; ; Gis 
Emt=0,a chave A fecha-se. Vinte e cinco milis- fechamento da chave 1. 
segundos após o fechamento da chave A, a Figura P7.76 
chave B abre-se. Determine i (t) para t = 0. 
1 
Figura P7.74 es : 
t=25 ms ic(t) t=0 
Ee + 30k0$ $60kQ 
B + 2 
300 V >= E nF 
75 mÃ 2000 À 500 O 10mH = t=0+ 200 us 
t=0 120k0$ $40k0 


Capítulo 7 e 


7.17 Não há nenhuma energia armazenada no 7.81 
Pspice capacitor do circuito da Figura P777 quando Pspice 
Multisim Multisim 


a chave 1 se fecha em t=0.A chave 2 fecha- 
-se 2,5 milissegundos mais tarde. Determine 
vu (t) para t = 0. 


Figura P7.77 


500. (0) GE 
NO 


7.78 


Rá t=2,5ms 


No circuito da Figura P778, a chave 1 esteve 
na posição a, e a chave 2 esteve fechada, por 
um longo tempo. Em t = 0,a chave 1 passa 
instantaneamente para a posição b. Duzentos 
microssegundos mais tarde, a chave 2 é aberta, 
permanece assim por 600 us e, então, fecha- 
-se novamente. Determine v , 1 ms depois de 
a chave 1 fazer contato com o terminal b. 


Figura P7.78 
O + 0,2ms 
sko à Losko 2 
ANN = No ANN 
+ 0 
+ V ES á 0 + 0,8 ms 
10V (O vo 25nF $30k0 
Pspice 


Multisim 


7.79 Para circuito da Figura P778, qual porcenta- 


Pspice gem da energia inicial armazenada no capaci- 
Muism or de 25 nF é dissipada no resistor de 30 k0? 
7.80 A chave no circuito da Figura P780 esteve na 
Pspice posição a por um longo tempo. Em t= 0, ela 
Multisim 


passa instantaneamente para a posição b, 
onde permanece por 5 segundos antes de pas- 
sar instantaneamente para a posição c. Deter- 
mine v, para t = 0. 


Figura P7.80 
p =5 
- 44555 
33kK0 | 
AM A 
a / C 
5 mA(|) 1kQ - o $ 100 kO 783 
Vo 2 100 uF . 
“ T Pspice 
Multisim 
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A fonte de corrente no circuito da Figura 
P781(a) gera o pulso de corrente mostrado 
na Figura P781(b). Não há nenhuma energia 
armazenada em t = 0. 


a) Deduza as expressões numéricas de v (1) 
para os intervalos de tempo t < 0,0 = t = 
25use25S US =<Í<oo. 

b) Calcule v (25 us)e v, (25º us). 

c) Calcule i (25 us)ei (25* us). 


Figura P7.81 
lo 
+ 
A 
is O 3kQ Vo ; 75 mH 
(a) 
is (mA) 
50 
0 25t(us) 
(b) 


A forma de onda de tensão mostrada na Figura 
P782(a) é aplicada ao circuito da Figura P782(b). 
A corrente inicial no indutor é igual a zero. 


a) Calcule v (1). 
b) Faça um gráfico de v (t) em função de t. 


c) Determine i emt=5ms. 


Figura P7.82 
vs (V) 
20 0 
80 AM o 
= + 
vs io/240mH vo 
. . 
0 2,5 t(ms) 
(a) (b) 


A fonte de tensão no circuito da Figura 
P783(a) está gerando o sinal mostrado na 
Figura P7.83(b). Não há nenhuma energia 
armazenada em t = 0. 


Circuitos elétricos 


a) Determine as expressões para v (1) que 
sejam válidas para os intervalos t < O; 
0O=<t=<254us,25us<t=<õ50use 
5S0us =t<o. 

b) Faça um gráfico de v, e v, nos mesmos 
eixos coordenados. 


c) Repita (a) e (b) com R reduzido a 800 O. 


Figura P7.83 
R= Pv R 
lê E 
Us 50 nF Vo 
Lis 
(a) 
vs (V) 


(b) 


Seção 7.6 


7.84 


Pspice 
Multisim 


A forma de onda de tensão mostrada na Figura 
P784(a) é aplicada ao circuito da Figura P784(b). 
A tensão inicial no capacitor é igual a zero. 


a) Calcule v (1). 
b) Faça um gráfico de v (t) em função de t. 
Figura P7.84 


vs (V) 
50 
0 1 t(ms) 
(a) 
10 nF 
o o 
+ K + 
v, - 400kK0 ja 
e . 
(b) 


7.85 A corrente no indutor do circuito da Figura 
Pspice | P785 é 25 mA, no instante em que a chave é 
Mis aberta. O indutor será danificado sempre que 
a magnitude de sua corrente for igual ou supe- 
rior a 5 A. Quanto tempo depois da abertura 

da chave o indutor será danificado? 


Figura P7.85 


$4k0 


7.86 Ocentelhador do circuito visto na Figura P786 
Pspice irá centelhar (ocorrerá nele um arco elétrico) 
mao sempre que a tensão em seus terminais alcan- 
çar 30kV. A corrente inicial no indutor é igual 
a zero. O valor de 8 é ajustado de modo que 
a resistência de Thévenin vista dos terminais 

do indutor seja —4 kO. 


a) Qual é o valor de 8? 


b) Em quantos microssegundos, depois do 
fechamento da chave, ocorrerá o arco no 
centelhador? 


Figura P7.86 
4k0 
BAVAVAVO 
Rui 
40 V 12 kO$ Bis somH 'Cente- 
A 


7.87 


Pspice 
Multisim 


O capacitor no circuito mostrado na Figura 
P787 está carregado com 20 V, no instante em 
que a chave é fechada. Se o dielétrico do capa- 
citor se rompe (perde suas características iso- 
lantes) quando a tensão em seus terminais é 
igual ou superior a 20 kV, quanto tempo leva 
para isso acontecer? 
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Figura P7.87 
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7.88 A chave no circuito da Figura P788 esteve 


Pspice 


Multisim 


fechada por um longo tempo. A tensão máxima 
nominal do capacitor de 1,6 uF é 14,4 kV. Em 
quanto tempo, depois da abertura da chave, a 
tensão no capacitor alcança a tensão máxima? 
Figura P7.88 
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7.89 O circuito mostrado na Figura P789 é usado 


para fechar a chave entre a e b por um inter- 
valo de tempo predeterminado. O relé mantém 
seus contatos na posição inferior enquanto a 
tensão no enrolamento estiver acima de 5 V. 
Quando a tensão no enrolamento for igual 
a 5 V, os contatos do relé voltam à posição 
inicial, pela ação de uma mola mecânica. A 
chave entre a e b está inicialmente fechada, 


Seção 7.7 


Botão de acionamento 


porque o botão de acionamento foi momenta- 
neamente pressionado. Suponha que o capa- 
citor esteja totalmente carregado, quando o 
botão é acionado pela primeira vez. A resis- 
tência do enrolamento do relé é 25 k e sua 
indutância, desprezível. 


a) Por quanto tempo a chave entre a e b 
permanece fechada? 


b) Escreva a expressão numérica para i desde 
o instante em que os contatos do relé são 
abertos pela primeira vez até o instante em 
que o capacitor está totalmente carregado. 


c) Quantos milissegundos (depois que o 
circuito entre a e b é interrompido) são 
necessários para a tensão do capacitor 
alcançar 85% de seu valor final? 


Figura P7.89 
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7.90 A energia armazenada no capacitor do cir- 
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cuito mostrado na Figura P790 é igual a zero, 
no instante em que a chave é fechada. O 
amplificador operacional ideal chega à satu- 
ração em 15 ms. Qual é o valor numérico de 
R em quilo-ohms? 
Figura P7.90 
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No instante em que a chave é fechada no cir- 
cuito da Figura P790,o capacitor é carregado 
até 6 V, positivo no terminal da direita. Se o 
amplificador operacional ideal atingir a satu- 
ração em 40 ms, qual será o valor de R? 

O pulso de tensão mostrado na Figura P792(a) 
é aplicado ao amplificador-integrador ideal 
da Figura P792(b). Deduza as expressões 
numéricas para v (1), supondo v (0) =0, para 
os intervalos de tempo 


a) t<0. 
b) 0=1=2s. 
c) 2s=<=t=<4s. 


d) 4s=<t. 
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Figura P7.92 
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75 


= 
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(b) 


7.93 Repita o Problema 792, com um resistor de 4 
Pspice | MO colocado em paralelo com o capacitor de 
Multisim , E 
realimentação de 250 nF. 
7.94 Não há nenhuma energia armazenada nos capa- 
Pspice | citores do circuito mostrado na Figura P7.94, no 
Multisim . a 
instante em que as duas chaves são fechadas. 
Suponha que o amp op é ideal. 
a) Determine v em função de v ,v,,ReC. 


b) Com base no resultado obtido em (a), 
descreva o funcionamento do circuito. 

c) Quanto tempo levará para a saturação do 
amplificador se v = 40mV;v, = 15 mV; R 
=50k0,C=10nFeV.=6V? 

Figura P7.94 


7.95 No instante em que a chave da Figura P795 é 


Pspice | fechada, a tensão no capacitor é 56 V. Admita 


Multisim . . . 
um amplificador operacional ideal. Em quantos 


milissegundos, depois do fechamento da chave, 


a tensão de saída v será igual a zero? 


Figura P7.95 


=. 56 V = 


7.96 A fonte de tensão no circuito da Figura 


Pspice 
Multisim 


P796(a) gera a forma de onda triangular mos- 
trada na Figura P796(b). Suponha que a ener- 
gia armazenada no capacitor seja nula em t= 
0 e o amp op seja ideal. 


a) Deduza as expressões numéricas para v (t), 
para os seguintes intervalos de tempo: O = 
t=luslussts=3uselus=t=44s. 

b) Esboce a forma de onda de saída entre O 
ec4us. 

c) Se a tensão de entrada triangular conti- 
nuar a se repetir para t > 4 us, qual valor 
de tensão de saída poderemos esperar? 
Explique. 


Figura P7.96 
800 pF 
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7.97 Ocircuito mostrado na Figura P797 é conhe- 


Pspice 
Multisim 


cido como um multivibrador monoestável. 
O adjetivo monoestável é usado para des- 
crever o fato de o circuito ter somente um 
regime permanente. Isto é,se nada interferir, 
a chave eletrônica T, estará no estado ON 
e T, no estado OFF. (O funcionamento da 
chave transistorizada ideal é descrito no 
Problema 7.99.) T, pode ser desligada, 
fechando-se momentaneamente a chave S. 
Após S retornar à posição aberta, T, retor- 
nará ao estado ON. 


a) Mostre que, se T, estiver no estado ON, T, 
estará no estado OFF e assim continuará. 

b) Explique por que T, é desligada quando 
S é momentaneamente fechada. 


c) Mostre que T, permanecerá desligada 
durante o intervalo RC=2s. 


Figura P7.97 


7.98 Os valores dos parâmetros no circuito da 


Figura P797 são V.c=6V;R,=5,0k0;R, = 
20k0; C=250pFe R=23.083 0. 


a) Faça um gráfico de v,, em função de 
t, admitindo que, depois de momenta- 
neamente fechada, S permanece aberta 
até que o circuito atinja seu estado per- 
manente. Admita que S seja fechada 
em t= 0. Faça o gráfico para o inter- 
valo —5S =t=10us. 


b) Repita (a) para i,, em função de t. 


7.99 O circuito mostrado na Figura P799 é conhe- 


Pspice 
Multisim 


cido como um multivibrador astável e encontra 
ampla aplicação em circuitos de pulso. A fina- 
lidade deste problema é relacionar a carga e 
descarga dos capacitores com o funciona- 
mento do circuito. O segredo para analisar o 
circuito é entender o comportamento das cha- 
ves transistorizadas ideais T, e T,. O circuito 
é projetado de modo que as chaves se alter- 
nem automaticamente entre o estado 
LIGADO (ON) e o estado DESLIGADO 
(OFF). Quando, está no estado OFF, T, está 
no estado ON e vice-versa. Assim, na análise 
desse circuito, supomos que uma chave esteja 
ou no estado ON ou no estado OFF Também 
admitimos que uma chave transistorizada 
ideal possa mudar de estado instantanea- 
mente. Em outras palavras, ela pode passar 
repentinamente do estado OFF para o estado 
ON e vice-versa. Quando uma chave transis- 
torizada está no estado ON, (1) a corrente de 
base i, é maior do que zero, (2) a tensão ter- 
minal v,. é iguala zero e (3) a tensão terminal 
vV..éiguala zero. Portanto, quando uma chave 
transistorizada está no estado ON, existe um 
curto-circuito entre os terminais b,e e c,e. 
Quando uma chave transistorizada está no 
estado OFF, (1) a tensão terminal v, é nega- 
tiva, (2) a corrente de base é iguala zero, e (3) 
há um circuito aberto entre os terminais c,e. 
Sendo assim, quando uma chave transistori- 
zada está no estado OFF, existe um circuito 
aberto entre os terminais b,e e c,e. Suponha 
que T, estivesse ligada e tenha acabado de 
passar abruptamente para o estado OFF, 
enquanto T, estava no estado OFF e acabou 
de passar repentinamente para o estado ON. 
Você pode supor que, nessa circunstância, C, 
esteja carregado com tensão de alimentação 
V.ce acarga em C seja nula. Admita também 
queC—CeR -R,-10R,. 

a) Determine a expressão para v, .. durante o 

intervalo em que T, esteja no estado OFF. 


b) Determine a expressão para v..., durante o 
intervalo em que T, esteja no estado OFF. 
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c) Determine o tempo em que T, perma- 
nece no estado OFF. 


d) Determine o valor de v,., ao final do 


intervalo em que T, está no estado OFF. 


Determine a expressão para i,,, durante o 


intervalo em que T, está no estado OFF. 


e) 


f) 


Determine o valor de i,, ao final do inter- 
valo em que T, está no estado OFF. 


g) Faça um gráfico de v., em função de 
t durante o intervalo em que T, está no 


estado OFF. 


h) Faça um gráfico de i, em função de t 
durante o intervalo em que T, está no 
estado OFF 


Figura P7.99 


7.100 Os valores dos componentes do circuito da 


Figura P799 são Vc=O Vi :—3 kQ; C = 
C=2nFieR =R,=18k0. 
a) Por quanto tempo T, permanece no 


estado OFF, durante um ciclo de 
funcionamento? 


Por quanto tempoT, permanece no estado 
ON, durante um ciclo de funcionamento? 


Repita (a) para T.. 
Repita (b) para T.. 


No primeiro instante após T, passar para 
o estado ON, qual é o valor de i,,? 


No instante imediatamente anterior a T, 
passar para o estado OFF, qual é o valor 
de 1,,? 


7101 


7102 


7108 


Perspectiva 
Prática 


g) Qual é o valor de v, , no instante imediata- 
mente antes de T, passar para o estado ON? 
Repita o Problema 7100 com €C =3 nFe C, 
=2,8nF. Os valores de todos os outros com- 
ponentes permanecem inalterados. 
O multivibrador astável da Figura P799 deve 
satisfazer os seguintes critérios: (1) uma chave 
transistorizada deve estar no estado ON 
durante 48 us e no estado OFF durante 36 us 
para cada ciclo; (2) R, =2k0; (3) V =5 V; 
()R|=R,e(5)6R, =R = 50R,. Quais são 
os valores limite para os capacitores C e €,? 
O relé representado na Figura P7103 conec- 
tará o gerador cc de 30 V ao barramento cc 
enquanto a corrente do relé for maior do que 
0,4 A. Se a corrente do relé cai para 0,4 A ou 
menos, o relé, acionado por mola, conecta ime- 
diatamente o barramento cc à bateria em 
standby de 30 V. A resistência do enrolamento 
do relé é de 60 O. A indutância do enrola- 
mento do relé deve ser determinada. 


a) Suponha que o acionamento do gera- 
dor cc de 30 V desacelera abruptamente, 
fazendo a tensão gerada cair repentina- 
mente para 21 V. Qual valor de L asse- 
gura que a bateria em standby será conec- 
tada ao barramento cc em 0,5 segundo? 

b) Usando o valor de L determinado em (a), 

verifique quanto tempo vai levar para o 

relé funcionar, se a tensão gerada cair 

abruptamente a zero. 


Figura P7.103 
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7104 Deduza a expressão para a frequência car- 


díaca em batimentos por minuto, dados os 
valores de R e C e assumindo-se que o capa- 
citor se descarrega quando sua tensão atinge 
75% da fonte de tensão V.. Para sua conve- 
niência, repetimos, a seguir, a expressão dada 
na Perspectiva prática: 


60 


H=RCn025 


[batimentos por minuto]. 


7.105 Use uma expressão semelhante àquela que 


foi deduzida no Problema 7104 para calcu- 
lar a frequência cardíaca em batimentos por 
minuto para R = 150k0, C=6 uF, se o capa- 
citor sofrer descarga quando a tensão atingir 
60% da tensão da fonte V.. 


7.106 


7107 


Mostre que a resistência necessária para obter 
uma frequência cardíaca H, em batimentos 
por minuto, é dada pela equação 


—60 
nte , 
Y 
onde Cé a capacitância, V, é a tensão da fonte 


eV | representa a tensão do capacitor em 
max 
que a descarga ocorre. 


R= 


HC in(1 = 


Use a expressão deduzida no Problema 7106 
para calcular a resistência necessária à obten- 
ção de uma frequência cardíaca de 70 bati- 
mentos por minuto utilizando uma capacitân- 
cia de 2,5 q F e assumindo que o capacitor se 
descarrega quando a tensão atinge 68% da 
tensão da fonte. 
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SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


8.1. Introdução à resposta natural de um circuito 8.4 Respostas natural é a um degrau de um cir- 
ALC em paralelo cuito RLC em série 


8.2 Formas de resposta natural de um circuito 8.5 Circuitos com dois amplificadores-integradores 
RLC em paralelo 


8.3 Resposta a um degrau de um circuito ALC 
em paralelo 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber determinar a resposta natural e a resposta a um degrau de circuitos RLC em paralelo. 
2. Saber determinar a resposta natural e a resposta a um degrau de circuitos ALC em série. 


Neste capítulo, a discussão da resposta natural e da resposta a um degrau de circuitos que contêm indutores, 
bem como capacitores, está limitada a duas estruturas simples: o circuito RLC em paralelo e o circuito ALC em série. 
Determinar a resposta natural de um circuito RLC em paralelo consiste em determinar a tensão criada nos ramos em 
paralelo pelo fornecimento de energia armazenada no indutor ou no capacitor ou em ambos. A tarefa é definida em 
termos do circuito mostrado na Figura 8.1. A tensão inicial no capacitor, V,, representa a energia inicial armazenada 
no capacitor. A corrente inicial que passa pelo indutor, !, representa a energia inicial armazenada no indutor. Se as 
correntes de ramo individuais forem de interesse, você poderá determiná-las após definir a tensão terminal. 


: a E Deduzimos a resposta a um degrau de um circuito RLC 
Figura 8.1 Circuito usado para ilustrar a resposta 


natural de um circuito ALC em paralelo. em paralelo usando a Figura 8.2. Estamos interessados na 
tensão que aparece nos ramos paralelos como resultado da 
1d E a ã 
. : + aplicação repentina de uma fonte de corrente cc. Pode ha- 
ic e [55 IR 


A 


CV, L | bh R ver ou não energia armazenada no circuito quando a fonte 
- de corrente é aplicada. 

. Determinar a resposta natural de um circuito RLC em 

série consiste em determinar a corrente gerada nos elementos 
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ligados em série pelo fornecimento da energia inicialmente armazenada Figura 8.2 Circuito usado para ilustrar a resposta a um 
no indutor, no capacitor ou em ambos. A tarefa é definida pelo circuito degrau de um circuito RLC em paralelo. 


mostrado na Figura 8.3. Como antes, a corrente inicial no indutor, /,, o 
e a tensão inicial no capacitor, Y,, representam a energia armazenada sei 1 ã 
inicialmente. Se qualquer das tensões nos elementos individuais for de f O c L R v 
interesse, você poderá determiná-la após definir a corrente. li E 


Descrevemos a resposta a um degrau de um circuito RLC em 
série em termos do circuito mostrado na Figura 8.4. Estamos inte- 
ressados na corrente resultante da aplicação repentina da fonte de tensão cc. Pode haver ou não energia 
armazenada no circuito quando a chave é fechada. 

Se você não estudou equações diferenciais ordinárias, a determinação das respostas natural e a um 
degrau de circuitos RLC em paralelo e em série pode ser um pouco difícil de entender. Contudo, os resultados 
são importantes o bastante para justificar sua apresentação neste momento. Começamos com a resposta na- 
tural de um circuito RLC em paralelo e abordamos esse material em duas seções: uma para discutir a solução 
da equação diferencial que descreve o circuito e outra para apresentar as três formas distintas que a solução 
pode tomar. Após apresentarmos essas três formas, mostramos que elas se aplicam à resposta a um degrau 
de um circuito RLC em paralelo, bem como às respostas natural e a um degrau de circuitos RLC em série. 


Figura 8.3 Circuito usado para ilustrar a resposta natural de um Figura 8.4 Circuito usado para ilustrar a resposta a um 
circuito ALC em série. degrau de um circuito ALC em série. 
R E R A E 
ANA INN INN 


AMA 
h + a 
2 C>AVi (O) ) =" € 


Perspectiva prática 


Sincronização do relógio do computador 


Os circuitos digitais encontrados na maioria dos 
computadores requerem uma base de tempo que sincro- 
nize o funcionamento dos circuitos. Pense em um laptop 
que tenha um processador com velocidade de 2 GHz. Isso 
significa que a unidade de processamento central desse 
computador pode executar cerca de 2 X 10º operações 
simples por segundo. 

Normalmente, a base de tempo, produzida por um 
chip, é uma onda quadrada com a frequência necessária. 
A onda quadrada é obtida de uma onda senoidal com a 
frequência necessária. De modo geral, a onda senoidal é 


Scanrail/fotolia 
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gerada por meio de uma tensão aplicada por um cristal de quartzo, cortado com precisão. O cristal produz uma frequência muito 
estável, adequada à sincronização de circuitos digitais. 

No entanto, também podemos gerar uma onda senoidal usando um circuito com um indutor e um capacitor. Ao escolhermos 
os valores de indutância e capacitância, podemos criar uma senoide com determinada frequência. Vamos analisar tal projeto 
após apresentarmos os conceitos fundamentais dos circuitos de segunda ordem. 


it “Cristal de quartzo 


a Conversão A/D 
“(analógico-digital) 


David J. Green/Alamy 


8.1 Introdução à resposta natural de um circuito ALC em paralelo 


A primeira etapa para obter a resposta natural do circuito mostrado na Figura 8.1 é obter 
a equação diferencial que a tensão v deve satisfazer. Preferimos determinar a tensão em pri- 
meiro lugar, porque ela é a mesma para cada componente. Depois disso, pode-se determinar 
uma corrente de ramo usando a relação corrente-tensão para o componente do ramo. Pode- 
mos obter facilmente a equação diferencial para a tensão somando as correntes que saem do 
nó superior, no qual cada corrente é expressa como uma função da tensão desconhecida v: 


vo 1/ dv 
=> od thÃto—-=6 81 
R E var ta (8.1) 


Eliminamos a integral da Equação 8.1 diferenciando uma vez em relação a t e, como 1, é 
uma constante, obtemos 


1 dv v d?v 
Jeso sÉ = 0. 8.2 
Rd L CR (82) 


Agora, dividimos todos os termos da Equação 8.2 pela capacitância C e arranjamos as 
derivadas em ordem decrescente: 
d?v 1 dv v 
dee REM LC 


A comparação da Equação 8.3 com as equações diferenciais determinadas no Capítulo 


= 0. (8.3) 


7 revela que a diferença entre elas é a presença do termo que envolve a derivada de segunda 
ordem. A Equação 8.3 é uma equação diferencial ordinária de segunda ordem, com coeficien- 
tes constantes. Como os circuitos neste capítulo contêm indutores, bem como capacitores, a 
equação diferencial que descreve seus comportamentos é de segunda ordem. Assim, costuma- 
mos denominá-los circuitos de segunda ordem. 
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Solução geral da equação diferencial de segunda ordem 


Não podemos resolver a Equação 8.3 fazendo a separação de variáveis e a integração, 
como fizemos com as equações de primeira ordem no Capítulo 7. A abordagem clássica para 
resolver a Equação 8.3 é admitir que a solução seja da forma exponencial, isto é, admitir que 
a tensão seja da forma 


v= Ae, (8.4) 


em que A e s são constantes desconhecidas. 

Antes de mostrar como essa premissa leva à solução da Equação 8.3, precisamos mostrar 
que ela é razoável. O argumento mais forte que podemos propor em favor da Equação 8.4 é 
observar, pela Equação 8.3, que a derivada de segunda ordem da solução, mais uma constante, 
vezes a derivada de primeira ordem, mais uma constante, vezes a própria solução, deve ser 
igual a zero para todos os valores de t. Isso só pode ocorrer se derivadas de ordem mais alta 
da solução tiverem a mesma forma da solução. A função exponencial satisfaz esse critério. Um 
segundo argumento em favor da Equação 8.4 é que as soluções de todas as equações de pri- 
meira ordem que derivamos no Capítulo 7 eram exponenciais. Parece razoável admitir que a 
solução da equação de segunda ordem também envolva a função exponencial. 

Se a Equação 8.4 for uma solução da Equação 8.3, ela deve satisfazer a Equação 8.3 para 
todos os valores de t. Substituir a Equação 8.4 na Equação 8.3 gera a expressão 


As Aes 
2.st TD st — 
Asíe" + RC* + LC 0, 
ou 
A st 2 4 s + 1 =0 
els a RC" LC » (8.5) 


que só pode ser satisfeita para todos os valores de t se A for igual a zero ou o termo entre 
parênteses for igual a zero, porque e” * O para valores finitos de st. Não podemos usar 
A = 0 como uma solução geral porque isso implica que a tensão seja nula o tempo todo — 
uma impossibilidade física se alguma energia estiver armazenada no indutor ou no capacitor. 
Assim, para que a Equação 8.4 seja uma solução da Equação 8.3, 0 termo entre parênteses da 
Equação 8.5 deve ser igual a zero, ou 


Ra Eis 0. (8.6) 


s2 + = 
REBEL E: 


A Equação 8.6 é denominada equação característica da equação diferencial porque as 
raízes dessa equação quadrática determinam o caráter matemático de v(1). 


As duas raízes da Equação 8.6 são 


ais galo de Er 
OT aRC 2RC Lo (8.7) 


1 1Y 1 
“2 CC SRC (she) LC' (bis) 


«4 Equação 
característica, 
circuito ALC em 
paralelo 
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Frequência > 
de Neper, 
circuito ALC 
paralelo 


Se qualquer das raízes for substituída na Equação 8.4, a solução admitida satisfaz a equa- 
ção diferencial dada, isto é, a Equação 8.3. Observe, pela Equação 8.5, que esse resultado se 
mantém independentemente do valor de A. Assim, ambas, 


v=— Age! e 
v = Age! 


satisfazem a Equação 8.3. Chamando essas duas soluções v, e v,, respectivamente, podemos 
mostrar que a soma delas também é uma solução. Especificamente, se fizermos 


= Ui + va = Are + Ape, (8.9) 
então 
dv sit sat 
“de = Arsçe Ls Ass,e a (8.10) 
d? 
e = Aysje'! + Asse”, (8.11) 


Substituindo as equações 8.9-8.11 na Equação 8.3, temos 


1 1 1 
—s, + E + Ape (s + Ro? + ) = (0. (8.12) 


Ages" | sj + — 
RC LC LC 


No entanto, cada termo entre parênteses é nulo porque, por definição, s, e s, são raízes 
da equação característica. Daí, a resposta natural do circuito RLC em paralelo mostrado na 
Figura 8.1 é da forma 


v = Ae! + Age”. (8.13) 


A Equação 8.13 é uma repetição da premissa adotada para a Equação 8.9. Mostramos que 
v, é uma solução, v, é uma solução e v, + v, é uma solução. Assim, a solução geral da Equação 
8.3 tem a forma dada na Equação 8.13. As raízes da equação característica (s, e s,) são deter- 
minadas pelos parâmetros de circuito R, L e €. As condições iniciais determinam os valores 
das constantes 4, e 4,. Observe que a forma da Equação 8.13 deverá ser modificada se as duas 
raízes s, e s, forem iguais. Discutiremos essa modificação quando abordarmos a resposta criti- 
camente amortecida, na Seção 8.2. 

O comportamento de v(t) depende dos valores de s, e s,. Assim, a primeira etapa para defi- 
nir a resposta natural é determinar as raízes da equação característica. Voltemos às equações 
8.7 e 8.8 e as escrevamos novamente usando uma notação de ampla utilização na literatura: 


s=a+ Vo — qb, (8.14) 
s=-a— Voe — qb, (8.15) 


em que 


E (8.16) 
PRE: 
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1 
= E (8.17) «4 Frequência 
j angular de 
Esses resultados estão resumidos na Tabela 8.1. pagas 
circuito ALG 
em paralelo 


Tabela 8.1 Parâmetros da resposta natural do circuito ALC em paralelo. 


Parâmetro Terminologia Valor em resposta natural 
815) Raízes características ss= a + Vo? — à 
tg A 
a Frequência de Neper al 
“2RC 
q, Frequência angular de ressonância e 
CO VLC 


O expoente de e deve ser adimensional e, portanto, ambas, s, e s, (e, por consequência, 
«e ),), devem ter a dimensão do recíproco do tempo, ou frequência. Para distinguir entre as 
frequências s,, s,, & e w,, usamos a seguinte terminologia: s, e s, são denominadas frequências 
complexas, a é denominada frequência de Neper e w, é a frequência angular de ressonância. O 
significado dessa terminologia se tornará mais claro à medida que formos progredindo pelos 
capítulos restantes deste livro. Todas essas frequências têm a dimensão de frequência angu- 
lar. A frequência complexa, a frequência de Neper e a frequência angular de ressonância têm 
como unidade o radiano por segundo (rad/s). A natureza das raízes s, e s, depende dos valores 
de a e w,, Há três resultados possíveis. Primeiro, se wj < a?, ambas as raízes serão reais e dis- 
tintas. Por razões que discutiremos mais adiante, diz-se que, nesse caso, a resposta de tensão é 
superamortecida. Em segundo lugar, se vj > a”, ambas, s, € s,, serão complexas e, além disso, 
serão conjugadas uma da outra. Nessa situação, diz-se que a resposta de tensão é subamorte- 
cida. O terceiro resultado possível é se wj — a”. Nesse caso, s, e s, serão reais e iguais e diz-se 
que a resposta de tensão é criticamente amortecida. Como veremos, o amortecimento afeta o 
modo como a resposta de tensão atinge seu valor final (ou de regime permanente). Discutire- 
mos cada caso separadamente na Seção 8.2. 

O Exemplo 8.1 ilustra como os valores numéricos de s, e s, são determinados a partir dos 
valores de R,Le €. 


EXEMPLO 8.1 Determinação das raízes da equação característica de um circuito RLC em paralelo. 


a) Determine as raízes da equação característica que des- 
creve o comportamento transitório da tensão mostrado 
na Figura 8.5,se R=2000,L=50mHe C=0,2 uF. 


Figura 8.5 Circuito usado para ilustrar a resposta 
natural de um circuito RLC em paralelo. 


b) A resposta será superamortecida, subamortecida ou cri- ic] + ir | ir | 
ticamente amortecida? CHa Vo L [ho R 
c) Repita (a) e (b) para R=312,5 O. E 


o 


d) Que valor de R faz com que a resposta seja criticamente 
amortecida? 


Circuitos elétricos 


Solução 
a) Para os valores dados de R,L e C, 


E O 
É 2RC” (400/02) 


=:1,25 = 10" rad/s, 


> 1º (oo) + 
“TLC” (5002) 


10? rad?/ss. 


Pelas equações 8.14 e 8.15, 


s1= 1,25 X 10º + N1,5625 X 108 — 108 


= —12.500 + 7.500 = —5.000 rad/s, 


—1,25 X 10! — V1,5625 X 108 — 108 


S2 
b) A resposta é superamortecida porque w; < a?. 
c) Para R=312,5 O, 


109 


=-—“2 0 -g000rad 
* (625)(0,2) aa 


02 = 64 X 10º = 0,64 X 108 rad?/s?. 
Como wi permanece em 108 rad?/s?, 
s; = —8.000+ 6.000 rad/s, 


s2 = —8.000 — 76.000 rad/s. 


(Em engenharia elétrica, o número imaginário V—1 é representado pela letra j, porque a letra i 
representa corrente.) 


Nesse caso, a resposta é subamortecida, visto que vp > a”. 


d) Para amortecimento crítico, o = wi, e então 


E E | 
—= |) =—. = 10, 
2RC LC 


ou 
1 
05 = 10º 
2RC i 
e 
10º 


R=>"D"5"— =2500. 
(2 x 10%(0,2) 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber determinar a resposta natural e a resposta a um degrau de circuitos RLC em paralelo. 


81 A resistência e a indutância do circuito na Figura 8.5 são 100 O e 20 mH, respectivamente. 


a) Determine o valor de C que torna a resposta de tensão criticamente amortecida. 


b) Se C for ajustada para produzir uma frequência de Neper de 5 krad/s, determine o valor de C e as raízes 


da equação característica. 


c) Se C for ajustada para produzir uma frequência de ressonância de 20 krad/s, determine o valor de C e as 


raízes da equação característica. 
Resposta: (a) 500 nF; 

(b) C=1 ur, 
sy =5.000 + 5.000 rad/s, 
5, =—5.000 — 5.000 rad/s; 

(0) C=bSmE 
Si ==. 399 tad/s, 
s,=—74.641 rad/s. 


NOTA: tente resolver também o Problema 8.4, apresentado no final deste capítulo. 


8.2 Formas de resposta natural de um circuito RLG em paralelo 


Até aqui vimos que o comportamento de um circuito RLC de segunda ordem depende 
dos valores de s, e s, que, por sua vez, dependem dos parâmetros de circuito R, L e C. Por con- 
seguinte, a primeira etapa para determinar a resposta natural é calcular esses valores e deter- 
minar se a resposta é superamortecida, subamortecida ou criticamente amortecida. 

Para completar a descrição da resposta natural, é necessário determinar dois coeficientes 
desconhecidos, como 4, e 4, na Equação 8.13. Para isso, o método usado é compatibilizar a 
solução para a resposta natural e as condições iniciais impostas pelo circuito, que são o valor 
inicial da corrente (ou tensão) e o valor inicial da derivada de primeira ordem da corrente (ou 
tensão). Observe que essas mesmas condições iniciais, mais o valor final da variável, também 
serão necessários para determinar a resposta a um degrau de um circuito de segunda ordem. 

Nesta seção, analisaremos a forma da resposta natural para cada um dos três tipos de amorte- 
cimento, começando com a resposta superamortecida. Como veremos, as equações das respostas, 
bem como as equações para o cálculo dos coeficientes desconhecidos, são ligeiramente diferentes 
para cada uma das três configurações de amortecimento. É por isso que devemos determinar, logo 
no início do problema, se a resposta é superamortecida, subamortecida ou criticamente amortecida. 


A resposta superamortecida 


Quando as raízes da equação característica são reais e distintas, diz-se que a resposta de 
tensão de um circuito RLC em paralelo é superamortecida. A solução para a tensão tem a forma 


v = Ae” + Ape”, (8.18) 
em ques, es, são as raízes da equação característica. As constantes 4, e 4, são determinadas 


pelas condições iniciais, especificamente pelos valores de v(0*) e dv(0*)/dt que, por sua vez, 
são determinados pela tensão inicial no capacitor, V,, e pela corrente inicial no indutor, 7,. 


«4 Resposta natural 
de tensão — 
circuito ALG 
em paralelo 
superamortecido 


Circuitos elétricos 


A seguir, mostramos como usar a tensão inicial no capacitor e a corrente inicial no indu- 
tor para determinar 4, e 4,. Em primeiro lugar, observamos pela Equação 8.18 que 


v(O)=A,+A,, (8.19) 
dv(0!) 
dt = s1Ã41 + s2A,. (8.20) 


Se conhecermos s, e s,, a tarefa de determinar 4, e 4, reduz-se a determinar v(0*) e 
dv(0)/dt. O valor de v(0!) é a tensão inicial no capacitor, Vo. Obtemos o valor inicial de dv/dt 
determinando, em primeiro lugar, a corrente no ramo do capacitor em t = 0". Então, 

dv(0') — i(0?) 


8.21 
dt Cc dia 


Usamos a lei das correntes de Kirchhoff para determinar a corrente inicial no ramo do 
capacitor. Sabemos que a soma das três correntes de ramo em t = 0* deve ser igual a zero. A 
corrente no ramo resistivo em t= 0" é a tensão inicial V, dividida pela resistência, e a corrente 
no ramo indutivo é 1,. Usando o sistema de referência apresentado na Figura 8.5, obtemos 

Y 


i(09) = Sae E (8.22) 


Depois de determinar o valor numérico de i(0"), usamos a Equação 8.21 para determi- 
nar o valor inicial de dv/dt. 

Podemos resumir o processo para determinar a resposta superamortecida, v(t), da 
seguinte forma: 


1. Determine as raízes da equação característica, Ss, € s,, usando os valores de R,Le C. 
Determine v (0%) e dv(0*)/dt usando a análise de circuitos. 


Determine os valores de 4, e A, resolvendo as equações 8.23 e 8.24 simultaneamente: 


v(O!)=A,+A,, (8.23) 
dv(0') — ic(0) 
dt — C = sjÃ, + S2Ã». (8.24) 


4. Substitua os valores de s,,s,, A, e 4, na Equação 8.18 para determinar a expressão 
para v(t) para t = 0. 


Os exemplos 8.2 e 8.3 ilustram como determinar a resposta superamortecida de um cir- 
cuito RLC em paralelo. 


EXEMPLO 8.2 Determinação da resposta natural superamortecida de um circuito RLC em paralelo. 


Para o circuito na Figura 8.6, (0) =12V ei, (0)=30 ma. 


a) Determine a corrente inicial em cada ramo do Figura 8.6 Circuito para o Exemplo 8.2. 


circuito. a 
b) Determine o valor inicial de dv/dt. ic [ + iz ir| ki 
c) Determine a expressão para v(t). 0,2 uE >= Vo 50 mH Ho Aa é 
d) Faça um gráfico de v(t) no intervalo O = 1 = 250 ms. [ . R 
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Solução 


a) Como o indutor impede uma variação instantânea em sua corrente, o valor inicial da corrente no 
indutor é 30 mA: 


(0) =i,(0)=i,(0')=30mA. 


O capacitor mantém a tensão inicial, nos elementos em paralelo, em 12 V. Assim, a corrente inicial 
no ramo resistivo, i ao). é 12/200, ou 60 mA. Pela lei das correntes de Kirchhoff, a soma das cor- 
rentes que saem do nó superior é igual a zero em todo instante. Daí, 


140") =, (0) — à (0*) =—90 mA. 


Observe que, se admitimos que a corrente no indutor e a tensão no capacitor atingem seus valo- 
res cc no instante em que a energia começa a ser fornecida, i (0 ) = 0. Em outras palavras, há uma 
variação instantânea na corrente do capacitor em t = 0. 


b) Como i. = C(dv/dt), 
dv(0)  —90 x 10% 
= = —450kV/s. 
dt 0,2 x 10% / 
c) As raízes da equação característica são determinadas pelos valores de R, L e €. Para os valores 


especificados e pelas equações 8.14 e 8.15, juntamente com 8.16 e 8.17, 


sy = —1,25 X 10! + V1,5625 X 10º — 108 


= —12.500 + 7.500= —5.000 rad/s, 


54 = —1,25 X 10º — 41,5625 X 10º — 108 
= —12.500 — 7.500= —20.000 rad/s. 


Como as TaZEs são reais é distintas, sabemos que a Figura8:7 Fesposta de tensão paro Exemplo 82. 
resposta é superamortecida e, portanto, tem a forma 

da Equação 8.18. Determinamos os coeficientes A, ui) (V) 

e 4, pelas equações 8.23 e 8.24. Já determinamos 


515, V(0?) e du(0)/dt, assim, = 
I2=A,+A, o 
—450 X 10º=—5.0004, — 20.0004,. 8 


Resolvemos as duas equações para 4, e 4, de modo 6 
aobter 4, =—14 Ve A, = 26 V. Substituindo esses 
valores na Equação 8.18 temos a resposta de tensão 
superamortecida: 2 


v(t) = (—14e 5900 + 266 200009 V, 4 = 0, 0 I I I | | t(us) 
O 100 150 200 250 


Para verificar esses cálculos, observamos que, de E qm 
acordo com a solução, v(0) = 12 V e dv(0)/dt = 
—450.000 V/s. —4 


d) A Figura 8.7 mostra o gráfico de v(t) no intervalo 
0=<t=250ms. 


Circuitos elétricos 


EXEMPLO 8.3 Cálculo das correntes de ramo na resposta natural de um circuito ALC em paralelo. 


Determine as expressões que descrevem as três correntes de ramo ip, i, e i- no Exemplo 8.2 (Figura 
8.6) durante o tempo em que a energia armazenada está sendo liberada. 


Solução 


Sabemos qual é a tensão nos três ramos pela solução do Exemplo 8.2, ou seja, 
v(t) = (—14e 5000 + 26620000), p=, 
Então, a corrente no ramo resistivo é 


t 
iR(t) = no = (—700 890 4 1300 200 ymA, + =0. 


Há dois modos para determinar a corrente no ramo indutivo. Um deles é usando a relação integral 
que existe entre a corrente e a tensão nos terminais de um indutor: 


1 t 
ir(t) = a! vr(x) dx + Do. 


Uma segunda abordagem consiste em determinar a corrente no ramo capacitivo em primeiro lugar e, 
então, usar o fato de que ip + i, + i— O. Vamos usar essa abordagem. A corrente no ramo capacitivo é 


: dv 
it) = € Es 
= 0,2 X 10*(70.000€ >! — 520.000e 20000) 


= fdp A = 104 +00) ma, t => 0. 


Observe que i (0?) =—90 mA, o que está de acordo com o resultado no Exemplo 8.2. 
Agora, obtemos a corrente no ramo indutivo pela relação 


PO) = il) io) 
— feto q — 266 CINUM ma, t>0. 


Deixamos para você mostrar, no Problema para avaliação 8.2, que a relação integral a que aludimos 
leva ao mesmo resultado. Observe que a expressão para i, está, como deveria, de acordo com a cor- 
rente inicial no indutor. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber determinar a resposta natural e a resposta a um degrau de circuitos RLC em paralelo. 


8.2 Use a relação integral entre i, e v para determinar a expressão para i, na Figura 8.6. 
Resposta: i, (1) = (56€3:000 — 26e-20000 mA, t = 0, 
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8.3 Os valores dos elementos no circuito mostrado são R=2k0,L=250mHe C=10nF. A corrente inicial 
1 no indutor é —4 A e a tensão inicial no capacitor é O V. O sinal de saída é a tensão v. Determine (a) 
iR(0'): (Db) à (0): (c) du(0')/di; (d) A; (e) A, e (£) v(t) quando t = 0. 

Resposta: (a) 0; 


(DJ4A; : a 
AE: + 

(c) 4X 108 V/s; E | 7 a | : il 
CAS E | = R 
(d) 13.333 V; E a 
(12) ESB) VA e 


(£) iss (elo) a emo Vi 


NOTA: tente resolver também os problemas 8.5 e 8.13, apresentados no final deste capítulo. 


A resposta subamortecida 


Quando wZ > a?, as raízes da equação característica são complexas e a resposta é suba- 
mortecida. Por conveniência, expressamos as raízes s, e s, como 


ss=0c+ Vw — a?) 
BR 


= -a+ ju (8.25) 
52 = O — jwa, (8.26) 
em que 
v;= Vowj— a. (8.27) «4 Frequência 


angular 
O termo w, é denominado frequência angular amortecida. Explicaremos mais adiante a amortecida 
razão dessa terminologia. 


A resposta de tensão subamortecida de um circuito RLC em paralelo é 


v(t) = B,eT“cos w t+ Be" sen q f, (8.28) «4 Resposta natural 
de tensão — 
que decorre da Equação 8.18. Na transição da Equação 8.18 para a Equação 8.28, usamos a circuitos ALC 
identidade de Euler: em paralelo 


subamortecidos 
eso = cos 6 +j sen 0. (8.29) 


Assim, 


v(t) = A joe ant Ee Age ont 
=A e "eloa ae Age eo 
= e “(A,coswgt + jA sen wjt + As cos wgt — jAo sen mal) 


= e“I(A, + As) coswgt + j(A, — Ao) sen og). 


Circuitos elétricos 


Nesse ponto da transição da Equação 8.18 para a Equação 8.28, substitua as constantes 
arbitrárias 4, + A, e j(A, — A,) por novas constantes arbitrárias denotadas B, e B, para obter 


v=e“(Bicoswgt + Bsen vt) 


= Bi “coswyt + B,e “sen wat. 


As constantes B, e B, são reais, não complexas, porque a tensão é uma função real. Não 
se deixe enganar pelo fato de que B,=j(A, — A,). Neste caso subamortecido, A, e A, são con- 
jugadas complexas e, por isso, B, e B, são reais. (Veja os problemas 8.12 e 8.13.) A razão para 
definir a resposta subamortecida em termos dos coeficientes B, e B, é que isso resulta em uma 
expressão mais simples para a tensão v. Determinamos B, e B, pela energia inicial armaze- 
nada no circuito, do mesmo modo que determinamos 4, e 4, para a resposta superamortecida: 
avaliando v e sua derivada em t = 0*. Assim como s, e s,,a e w , são fixadas pelos parâmetros 
de circuito R,Le C. 


Para a resposta subamortecida, as duas equações simultâneas que determinam B, e B, são 
VV h, (8.30) 


dv(0) 140%) 
dt =— C = aB + waB>. (8.31) 


Vamos examinar a natureza geral da resposta subamortecida. Em primeiro lugar, as funções 


trigonométricas indicam que essa resposta é oscilatória; isto é, a tensão alterna-se entre valores 
positivos e negativos. A frequência de oscilação da tensão é fixada por w,. Em segundo lugar, a 
amplitude da oscilação diminui exponencialmente. A rapidez com que as oscilações diminuem 
é determinada por «. Por isso, a é também denominado fator de amortecimento ou coeficiente 
de amortecimento. Isso explica por que w é denominada frequência angular amortecida. Se não 
houver nenhum amortecimento, a = 0 e a frequência de oscilação será w,. Sempre que houver um 


elemento dissipativo, R, no circuito, a é diferente de zero e a frequência de oscilação, w , é menor 


dº 
do que w,. Assim, quando a é diferente de zero, diz-se que a frequência de oscilação é amortecida. 

O comportamento oscilatório é possível por causa dos dois tipos de elemento armaze- 
nador de energia no circuito: o indutor e o capacitor. (Uma analogia mecânica desse circuito 
elétrico é uma massa suspensa por uma mola, em que a oscilação é possível porque a ener- 
gia pode ser armazenada tanto na mola quanto na massa em movimento.) Falaremos mais 
sobre as características da resposta subamortecida depois da análise do Exemplo 8.4, que exa- 
mina um circuito cuja resposta é subamortecida. Em suma, observe que o processo global 
para determinar a resposta subamortecida é o mesmo que para a resposta superamortecida, 
embora as equações da resposta e as equações simultâneas usadas para determinar as constan- 
tes sejam ligeiramente diferentes. 


EXEMPLO 8.4 Determinação da resposta natural subamortecida de um circuito RLC em paralelo. 


No circuito mostrado na Figura 8.8, V,=0e 1,=—12,25mA. Figura 8.8 Circuito para o Exemplo 8.4. 


a) Calcule as raízes da equação característica. o 
b) Calcule v e dv/dtem t= 07. ic E iz ir] Ni 
c) Calcule a resposta de tensão para t = 0. 0,125 E -=Vo 8H Ho to º 
d) Faça um gráfico de v(t) para o intervalo de tempo o. a 


0O=t=1ims. 
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Solução 


a) Visto que 


1 10º 
oe - 
2RC 2(20)10%0,125) 


o A ua 
= JLC É (8)(0,125) — 1º rad/s, 


= 200 rad/s, 


temos 


wa > a 


Por conseguinte, a resposta é subamortecida. Agora, 


ws= Vog— o = 10º — 4 X 10º = 10096 
= 979,80 rad/s, 
ss=—a + jwy = —200 + [979,80 rad/s, 
ss=-—a — jwg = —200 — [979,80 rad s. 
Para o caso subamortecido, de modo geral não calculamos s, e s, porque não as usamos expli- 


citamente. Contudo, esse exemplo enfatiza por que s, e s, são conhecidas como frequências 
complexas. 


b) Como v é a tensão nos terminais de um capacitor, temos 
v(O) = v(0) = Vo =0. 


Como v(0*) = 0, a corrente no ramo resistivo é nula em t = 07. Daí, a corrente no capacitor em 
t=0" é o negativo da corrente no indutor: 


i(0*) =—(—12,25) = 12,25 mA. 
Assim, o valor inicial da derivada é 


dv(0") — (12,25)(10*) 


= = 98.000 V/s. 
dt (0,125) (10º) / 
c) Pelas equações 8.30e 8.31,B, = 0 e 
98.000 
2 = = 100 V. 
Va 


Substituindo os valores numéricos de a, w,, B, e B, na expressão para v(t), temos 


v(t) = 100e 00 sen 979,80t V, t = 0. 


Circuitos elétricos 


d) A Figura 8.9 mostra o gráfico de v(t) para os primeiros 11 ms depois que a energia armazenada é 
liberada. O gráfico indica claramente a natureza oscilatória amortecida da resposta subamortecida. 
A tensão v(t) aproxima-se de seu valor final, alternando-se entre valores que são maiores e menores 
do que o valor final. Além disso, essas flutuações em torno do valor final diminuem exponencial- 
mente com o tempo. 


Figura 8.9 Resposta de tensão para o Exemplo 8.4. 


v(V) 


80 — 


Características da resposta subamortecida 


A resposta subamortecida tem várias características importantes. A primeira é que, 
à medida que as perdas dissipativas no circuito diminuem, a persistência das oscilações 
aumenta e a frequência delas aproxima-se de w, Em outras palavras, à medida que R > oo, 
a dissipação no circuito da Figura 8.8 aproxima-se de zero porque p = v?/R. Quando R > oo, 
a — 0,0 que nos informa que w, — w,. Quando a = 0, a amplitude máxima da tensão per- 
manece constante; assim, a oscilação com frequência w, é sustentada. No Exemplo 8.4, se R 
aumentasse até o infinito, a solução para v(t) seria 


v(t) = 98 sen 1.000 V, t = 0. 


Assim, nesse caso a oscilação é sustentada, a amplitude máxima da tensão é 98 V e a fre- 
quência de oscilação é 1.000 rad/s. 

Podemos agora descrever qualitativamente a diferença entre uma resposta subamor- 
tecida e uma superamortecida. Em um sistema subamortecido, a resposta oscila, ou “rico- 
cheteia”, em torno de seu valor final; essa oscilação também é denominada ringing.! Em 
um sistema superamortecido, a resposta aproxima-se de seu valor final sem ringing, ou de 
um modo que às vezes é descrito como “lerdo? Ao especificar a resposta desejada de um 
sistema de segunda ordem, pode ser que você queira que o sistema alcance seu valor final 
no tempo mais curto possível e talvez nem esteja preocupado com pequenas oscilações em 
torno daquele valor final. Se for esse o caso, então você deve projetar os componentes do 
sistema para obter uma resposta subamortecida. Por outro lado, pode ser que você esteja 
preocupado em assegurar que a resposta não passe de seu valor final, talvez para garantir 
que os componentes não sejam danificados. Nesse caso, você projetaria os componentes do 
sistema para obter uma resposta superamortecida e teria de aceitar um crescimento relati- 
vamente lento até o valor final. 


IN. do R.T: Ringing aqui se refere ao toque de campainha, que é produzido pela oscilação de uma haste 
metálica entre duas peças também metálicas. Ao tocar ora em uma, ora em outra peça, a 
haste produz o som da campainha. 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber determinar a resposta natural e a resposta a um degrau de circuitos RLC em paralelo. 


8.4 Um indutor de 10 mH, um capacitor de 1 uF e um resistor variável estão ligados em paralelo no circuito 
mostrado. O resistor é ajustado de modo que as raízes da equação característica sejam —8.000 + ;6.000 
rad/s. A tensão inicial no capacitor é 10 V e a corrente inicial no indutor é 80 mA. Determine 
a) R; 

b) du(0 dt; 

c) B, e B, na solução para V; e 

d) i,(D. 

Resposta: (a) 62,5 O; 
(b) —240.000 V/s; 
(0) 15 = Vá 12 =—SUBINA 
(d) i, (1) = 1089908 cos 6.000t + (82/3) sen 6.000] mA quando t = 0. 


NOTA: tente resolver também os problemas 8.6 e 8.11, apresentados no final deste capítulo. 


A resposta criticamente amortecida 


O circuito de segunda ordem da Figura 8.8 é criticamente amortecido quando wg = a? ou 
w, = a. Quando um circuito é criticamente amortecido, a resposta está prestes a oscilar. Ade- 
mais, as duas raízes da equação característica são reais e iguais; isto é, 


1 
=9=-04=-—A:. 8.32 
S1 = S2 a 2RC ( ) 
Quando isso ocorre, a solução para a tensão não assume mais a forma da Equação 8.18. 


Essa equação não mais se aplica se s, = s, = —a, pois ela prevê que 
V=(A, FAjC = Ae, (8.33) 


em que A, é uma constante arbitrária. A Equação 8.33 não pode satisfazer duas condições 
iniciais independentes (V,, 19) com apenas uma constante arbitrária, A,. Lembre-se de que os 
parâmetros de circuito R e €C determinam a. 

A origem desse dilema é a premissa de que a solução toma a forma da Equação 8.18. 
Quando as raízes da equação característica são iguais, a solução para a equação diferencial 
toma uma forma diferente, a saber, 


v(s) = Dyte "+ De“. (8.34) « Resposta natural 
de tensão — 

Assim, no caso de uma raiz repetida, a solução envolve um termo exponencial simples, circuito RLC 
mais o produto entre um termo linear e um termo exponencial. Deixamos a justificativa da | em paralelo 
Equação 8.34 para um curso introdutório de equações diferenciais. Determinar a solução sig- criticamente 
nifica obter D, e D,, seguindo o mesmo processo dos casos superamortecido e subamortecido: | amortecido 
usamos os valores iniciais da tensão e da derivada da tensão em relação ao tempo para escre- 
ver duas equações envolvendo D, e/ou D,. 


Circuitos elétricos 


Pela Equação 8.34, as duas equações simultâneas necessárias para determinar D, e D, são 
v(0)=Vo=D,, (8.35) 


dv(0) id) | 
dt C 

Como podemos ver, no caso de uma resposta criticamente amortecida, a equação para v(t), 
bem como as equações simultâneas para as constantes D, e D,, são diferentes das equações para 
respostas superamortecidas e subamortecidas, mas a abordagem geral é a mesma. Raramente você 
encontrará sistemas criticamente amortecidos na prática, em grande parte porque w, deve ser exa- 
tamente igual a a. Essas duas quantidades dependem de parâmetros de circuito e, em um circuito 
real, é muito difícil escolher valores de componentes que satisfaçam uma relação de igualdade exata. 


D, — aD,. (8.36) 


O Exemplo 8.5 ilustra a abordagem para determinar a resposta criticamente amortecida 
de um circuito RLC em paralelo. 


EXEMPLO 8.5 Determinação da resposta natural criticamente amortecida de um circuito RLC em paralelo. 


a) Para o circuito do Exemplo 8.4 (Figura 8.8), determine o valor de R que resulta em uma resposta 
de tensão criticamente amortecida. 

b) Calcule v(t) para t = 0. 

c) Faça um gráfico de v(t) para0 <= t=7 ms. 


Solução 
a) Pelo Exemplo 8.4, sabemos que wg = 10º. Assim, para o amortecimento crítico, 


1 


=10' = A 
E 2RC* 


ou 
Figura 8.10 Resposta de tensão para o Exemplo 8.5. 


109 
R = — = = 4.0000. 
(2.000)(0,125) É v(V) 


b) Pela solução do Exemplo 8.4, sabemos que v(0*) 40 
=0e dv(0")/dt = 98.000 V/s. Pelas equações 8.35 e 32 H 
8.36, D,=0 e D, = 98.000 V/s. Substituindo esses 54 
valores para a, D, e D, na Equação 8.34, temos 


v(t) = 98.000te 1000! V, 4 = 0. 8 


| | | | | 
c) A Figura 8.10 mostra um gráfico de v(t) no intervalo 0 12345 67% FU) 


0O=t=7ms. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber determinar a resposta natural e a resposta a um degrau de circuitos RLC em paralelo. 


8.5 O resistor no circuito do Problema para Avaliação 8.4 é ajustado para amortecimento crítico. Os valo- 


res da indutância e da capacitância são 0,4 H e 10 uF, respectivamente. A energia inicial armazenada 
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no circuito é 25 mJ, e se distribui igualmente entre o indutor e o capacitor. Determine (a) R; (b) Vo; (c) 
Ty (d) D, e D, na solução para v; e (e) ip, t = 0º. 
Resposta: (a) 100 O; 

(b) 50 V; 

(c) 250 mA; 

(d) —50.000 V/s, 50 V; 

(e) in(t) = (—500te 500 + 0,50€500) A, 4 = 07. 


NOTA: tente resolver também os problemas 8.7 e 8.12, apresentados no final deste capítulo. 


Um resumo dos resultados 


Concluímos nossa discussão da resposta natural do circuito RLC em paralelo com um 
resumo dos resultados. A primeira etapa para determinar a resposta natural é calcular as raízes 
da equação característica. Assim, você saberá imediatamente se a resposta é superamortecida, 
subamortecida ou criticamente amortecida. 


Se as raízes forem reais e distintas, o; < a”,a resposta será superamortecida, e a tensão será 
v(t) = Ape” + Age”, 


em que 


s4=—a + Val — vg, 


S9 = Am É — wi, 
1 

== 
2RC 
1 

E 

[60 LC 


Os valores de 4, e A, são determinados resolvendo-se as seguintes equações simultâneas: 


v(0”) = A1 + As, 


du(0') ic!) 
dt Cc 


= s1Ã1 + s2Ã». 


Se as raízes forem complexas e wj > a”, a resposta será subamortecida, e a tensão será 


v(t) — Bje “cos wat + Be “sent, 


em que 


Circuitos elétricos 


Figura 8.11 Circuito usado para descrever a resposta a um 


Os valores de B, e B, são determinados resolvendo-se as seguintes equações simultâneas: 


v(0”) = VW = Bi, 


dv(0)  i(09) 
dt = E = aB + waBo. 


Se as raízes da equação característica forem reais e iguais (wj = o”), a resposta de tensão será 
v(t) = Dite “ + De", 


em que a é como nas outras formas de solução. Para determinar valores para as constantes D, 
e D,, resolva as seguintes equações simultâneas: 


v(0') = W = Do, 


dv(0!) id(0) 
dt Cc 


D, E aD,. 


8.3 Resposta a um degrau de um circuito RLG em paralelo 


Determinar a resposta a um degrau de um circuito RLC em paralelo significa determinar 
a tensão nos ramos paralelos ou a corrente nos ramos individuais, como resultado da aplica- 
ção repentina de uma fonte de corrente cc. Pode ou não haver energia armazenada no circuito 
quando a fonte de corrente é aplicada. A situação é representada pelo circuito mostrado na 
Figura 8.11. Para desenvolver uma abordagem geral para a determinação da resposta a um 
degrau de um circuito de segunda ordem, calculamos a corrente no ramo indutivo (i,). Essa 
corrente é de particular interesse porque ela não se aproxima de zero à medida que t aumenta. 
Mais exatamente, depois de a chave ficar aberta por um longo tempo, a corrente no indutor 
iguala-se à corrente da fonte cc, 1. Como queremos desenvolver a técnica para determinar a 
resposta a um degrau, admitimos que a energia inicial arma- 
zenada no circuito seja igual a zero. Essa premissa simpli- 


degrau de um circuito ALC em paralelo. fica os cálculos e não altera o processo básico envolvido. No 


Exemplo 8.10 veremos como a presença de energia inicial- 


(D' 


e 
i dl : E i E + mente armazenada insere-se no procedimento geral. 


= 


Para determinar a corrente no indutor, i,, devemos 
resolver uma equação diferencial de segunda ordem com 


Lt 
E uma função forçante 1, que é deduzida como explicamos a 
seguir. Pela lei das correntes de Kirchhoff temos 


dE Tip dp 
ou 
tato! (8.37) 
Visto que 
v=L— (8.38) 
obtemos 


E =L (8.39) 
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Substituindo as equações 8.38 e 8.39 na Equação 8.37 temos 


L di, Eis 
- 8.40 
Wa PLC e (8.40) 


Por conveniência, dividimos tudo por LC e rearranjamos os termos: 
dir, Adir dp TI 
d? RC dt LC LC 


(8.41) 


Comparando a Equação 8.41 com a Equação 8.3, notamos que a presença de um termo 
diferente de zero do lado direito da equação altera o processo. Antes de mostrar como resol- 
ver a Equação 8.41 diretamente, obteremos indiretamente a solução. Quando conhecermos a 
solução da Equação 8.41, será mais fácil explicar a abordagem direta. 


A abordagem indireta 


Podemos calcular i, indiretamente, determinando em primeiro lugar a tensão v. Fazemos 
isso com as técnicas apresentadas na Seção 8.2, pois a equação diferencial que v deve satis- 
fazer é idêntica à Equação 8.3. Para mostrar isso, simplesmente voltamos à Equação 8.37 e 
expressamos i em função de v; assim, 

ii v dv 
— [vudr+S+C— =. 8.42 
L / R dt (E) 

Ao diferenciar a Equação 8.42 uma vez em relação a t, seu lado direito anula-se, pois 1 é 
uma constante. Assim, 

v 1 dv d?v 


| + =0 
L R dt To ú 


ou 
dv 1 dv v 
+ | = (. 8.43 
d? RC dt LC ( ) 


Como discutimos na Seção 8.2, a solução para v depende das raízes da equação caracte- 


rística. Assim, as três soluções possíveis são 


v = Age! + Age”, (8.44) 
v = Br “coswjt + Be “sen wa, (8.45) 
v = Dye“ + De”. (8.46) 


Uma advertência: como há uma fonte no circuito para t > 0, você deve levar em conta o 
valor da corrente da fonte em t = 0* quando avaliar os coeficientes das equações 8.44 — 8.46. 

Para determinar as três soluções possíveis para i, , substituímos as equações 8.44 — 8.46 na 
Equação 8.37, Depois disso, será possível verificar que as três soluções para i, serão 


ir=I+ASe! + Aset, (8.47) 
ir=1I+Bje“coswjt + Bie““senwt, (8.48) 
ir=I + Dite! + Die, (8.49) 


em que 41, 45, B1, B5, Di e D; são constantes arbitrárias. 


Circuitos elétricos 


Em cada caso, as constantes “com linha” podem ser determinadas indiretamente em ter- 
mos das constantes arbitrárias associadas à solução da tensão. Contudo, essa abordagem é 
complicada. 


A abordagem direta 


É muito mais fácil determinar as constantes “com linha” diretamente em termos dos valo- 
res iniciais da função resposta. Para o circuito que estamos discutindo, determinaríamos as 
constantes com linha” a partir de i, (0) e di, (0)/dt. 

A solução para uma equação diferencial de segunda ordem com uma função forçante 
constante é igual à resposta forçada mais uma função resposta cuja forma é idêntica à da 
resposta natural. Assim, sempre podemos escrever a solução para a resposta a um degrau na 
forma 


e fia função da mesma forma 
Ee que a resposta natural /* (8.50) 
ou 
= função da mesma forma 
Rs EE a resposta natural é (8.51) 


em que f fe V, representam o valor final da função resposta. O valor final pode ser igual a zero 
como foi, por exemplo, o caso da tensão v no circuito na Figura 8.8. 

Os exemplos 8.6-8.10 ilustram a técnica de determinação da resposta a um degrau de um 
circuito RLC em paralelo usando-se a abordagem direta. 


EXEMPLO 8.6 Determinação da resposta a um degrau superamortecida de um circuito ALC em paralelo. 


A energia inicial armazenada no circuito da Figura 8.12 é nula. Em + = 0, uma fonte de corrente cc de 
24 mA é aplicada ao circuito. O valor do resistor é 400 O. 


a) Qual é o valor inicial de i,? 


b) Qual é o valor inicial de di, /dt? 


c) Quais são as raízes da equação característica? 


d) Qual é a expressão numérica para i, (t) quando t = 0? 


Solução 


a) Como não há nenhuma energia armazenada no cir- 
cuito antes da aplicação da fonte de corrente cc,a Figura 8.12 Circuito para o Exemplo 8.6. 


corrente inicial no indutor é igual a zero. O indutor 
impede uma variação instantânea na corrente que dl ir | in 
o percorre; assim, i, (0) = O imediatamente após a 1 (1) e, ia nF $25mH $R 


abertura da chave. 


= 


b) A tensão inicial no capacitor é nula antes da aber- 


tura da chave; assim, será zero imediatamente 
depois. Agora, como v = Ldi,/dt, 


dir 
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c) Pelos elementos do circuito obtemos 
E 
LC (25)(25) 


E a 10º 
“2RC (2(400)(25) 


= 16 X 10º, 


og = 


[04 


=5 X 10º rad/s, 


ou 
0º =25X 108. 
2 b) 2 ae or = ; éh á 
Como wj < a”, as raízes da equação característica são reais e distintas. Assim, 


=X 10º + 3 X 10! = —20.000 rad/s, 


=X 104 — 3 X 10! = —80.000 rad/s. 


d) Como as raízes da equação característica são reais e distintas, a resposta será superamortecida. 
Assim, i, (t) toma a forma da Equação 8.47 ou seja, 


Corrente no indutor de um circuito 
ir=1, + Ajet + Abel, «4 RLCem paralelo, resposta a um 
degrau superamortecida 


Portanto, a partir dessa solução, as duas equações simultâneas que determinam Aj e A; são 
(O) = 1, + 44 + 45=0, 


di 
a (O) = 44! + 4) = 0, 


Calculando 4j e A; temos 
Aj=-32mAÃ e 4)=8mA. 
A solução numérica para i, (1) é 


iy(1) = (24 — 326 200004 8880000) mA, f = 0. 


EXEMPLO 8.7 Determinação da resposta a um degrau criticamente amortecida de um circuito RLC em paralelo. 
O resistor no circuito do Exemplo 8.6 (Figura 8.12) é aumentado para 625 ). Determine i, (t) para t = 0. 


Solução 

Como L e C permanecem fixos, wj tem o mesmo valor que tinha no Exemplo 8.6; isto é, wj = 16 X 108. 
O aumento de R para 625 O diminui a para 3,2 X 10º rad/s. Com wj > a”, as raízes da equação carac- 
terística são complexas. Daí, 


s/=32X10!+;2,4X 10º rad/s, 


5=>32X 104 — ;2,4X 10º rad/s. 


Circuitos elétricos 


Agora, a resposta de corrente é subamortecida e dada pela Equação 8.48: 


Corrente no indutor de um 
nto co Bije““coswat + Bbe “sen wt. «4 circuito RLC em paralelo, 
resposta a um degrau 


subamortecida 
Aqui, a é 32.000 rad/s, w,, é 24.000 rad/s e 1,é 24mA. 


Como no Exemplo 8.6, Bj e B> são determinadas pelas condições iniciais. Assim, as duas equações 
simultâneas são 
(0) = 1, + B/=0, 
di 
O = v1B; — aB! = 0. 


Então, 


A solução numérica para i, (t) é 


ir(8) = (24 — 246 3200 cos 24.000t —32e 32000 sen 24.0001) mA, t = 0. 


EXEMPLO 8.8 Determinação da resposta a um degrau criticamente amortecida de um circuito RLC em paralelo. 
O resistor no circuito do Exemplo 8.6 (Figura 8.12) está ajustado para 500 O. Determine i, para t = 0. 


Solução 
Sabemos que wj permanece em 16 X 108. Com R ajustado para 500 9, a torna-se 4X 10º s!, que cor- 
responde a um amortecimento crítico. Portanto, a solução para i, (t) toma a forma da Equação 8.49: 


Corrente no indutor de um 
i(t) = 1 + Dite + Dj“. «4 circuito ALC em paralelo, 

resposta a um degrau 

criticamente amortecida 


Novamente, Dj e D3 são calculadas a partir das condições iniciais, ou 
(O) =, + D,=0, 
O = Di — «D) = 0. 
Assim, 
D; = 960.000 mA/s e D;=—24mA. 
A expressão numérica para i, (t) é 


iy(1) = (24 — 960.000te "4000 — 248400000 mA, f = 0. 
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EXEMPLO 8.9 Comparação entre as três formas de resposta a um degrau. 


a) Plote em um único gráfico, usando uma faixa de O a 220 us, as respostas superamortecida, subamor- 
tecida e criticamente amortecida calculadas nos exemplos 8.6-8.8. 


b) Use os gráficos de (a) para determinar o tempo que i, leva para alcançar 90% de seu valor final. 


c) Com base nos resultados obtidos em (b), qual resposta você especificaria em um projeto que ofe- 
recesse alguma vantagem em alcançar 90% do valor final no menor tempo possível”? 


d) Qual resposta você especificaria em um projeto que tenha de garantir que o valor final da corrente 
nunca seja ultrapassado? 


Solução 
a) Veja a Figura 8.13. 


b) Como o valor final de i, é 24 mA, podemos ler diretamente no gráfico os tempos correspondentes 
ai,=21,6mA. Assim, £,, = 130 us 


? sup 


NT uselyp— 744. 
c) Como a resposta subamortecida alcança 90% do valor final no tempo mais rápido, ela é o tipo da 


resposta desejada quando a velocidade é a especificação de projeto mais importante. 

d) Pelo gráfico, você pode ver que a resposta subamortecida ultrapassa o valor final da corrente, ao 
passo que nem a resposta criticamente amortecida, nem a resposta superamortecida apresentam 
correntes acima de 24 mA. Embora qualquer das duas últimas respostas atenda às especificações 
de projeto, é melhor usar a resposta superamortecida. Não seria prático especificar, em um projeto, 
valores exatos de componentes que garantam uma resposta criticamente amortecida. 


Figura 8.13 Gráficos das correntes para o Exemplo 8.9. 
Subamortecida (R = 625 0) 


26 
22 
18 
14 
10 


| Superamortecida (R = 400 0) 
|Criticamente amortecida (R = 500 0) 


EXEMPLO 8.10 Determinação da resposta a um degrau de um circuito RLC em paralelo com energia inicial armazenada. 


Há energia armazenada no circuito do Exemplo 8.8 (Figura 8.12, com R = 500 Q) no instante em que 
a fonte de corrente cc é aplicada. A corrente inicial no indutor é 29 mA e a tensão inicial no capacitor 
é 50 V. Determine (a) i, (0): (b) di, (0)/dt; (c) i,(t) para t = 0; (d) v(t) para t = 0. 


Solução 


a) Como não pode haver uma variação instantânea de corrente em um indutor, o valor inicial de i,, 
no primeiro instante após a aplicação da fonte de corrente cc, deve ser 29 mA. 


Circuitos elétricos 


b) O capacitor mantém a tensão inicial no indutor em 50 V. Assim, 


dir 
LE(0*) = 50 
dt ( ) 4 
dit 50 ão 
a (0) = 55 X 10º = 2.000 A/S. 


c) Pela solução do Exemplo 8.8, sabemos que a resposta de corrente é criticamente amortecida. Por isso, 
ic(t) = 1 + Djte “+ Dye“, 
em que 


1 
2 =5RCT 40.000rad/s e 1 =24mA. 


Observe que o efeito da energia armazenada diferente de zero está no cálculo das constantes Di 
e Dj, que obtemos das condições iniciais. Em primeiro lugar, usamos o valor inicial da corrente no 
indutor: 


i(0)=1,+ D)/=29mA, 
do qual obtemos 
D;=29-24=5 mA. 
A solução para D4 é 
“(09 = Di; — aD5 = 2.000, 
ou 


D4 = 2.000+ aD) 


= 2.000+ (40.000)(5 X 10) 


= 2.200 A's = 2,2 X 10º mA/s. 
Assim, a expressão numérica para i, (1) é 
ir(t) = (24 +2,2 X 106te 40.000 + 5840000 mA, f > (), 
d) Podemos obter a expressão para v(t),t = 0, usando a relação entre a tensão e a corrente em um indutor: 


di 
v(t) = Le 


d 
= (25 x 10[(2,2 x 109)(—40.000)te “900 + 22 x 10% 40000 + (5)(—40.000)e 990] x 103 


= 22 x 108 CP sie MV 0 


Para confirmar esse resultado, verifiquemos se a tensão inicial no indutor é 50 V: 


v(0) =-2,2 x 10%0)(1) + 50(1) = 50 V. 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber determinar a resposta natural e a resposta a um degrau de circuitos RLC em paralelo. 


8.6 No circuito mostrado, R = 500 0, L = 0,64 H, 
C=1uFeIl=-—1A.A queda da tensão ini- 
cial no capacitor é 40 V e a corrente inicial no 
indutor é 0,5 A. Determine (a) ip(0'); (b) 1 (09); 
(c) di, (0)/dr; (d) s,, s;: (e) ij(t) para t = 0 e 
(£) v(t) para t > 01. 
Resposta: (a) 80 mA; 
(b)—1,58 A; 
(c) 62,5 A/s; 
(d) (—1.000 + 7750) rad/s, (—1.000 — j750) rad/s; 
(e) [1 + e 1900F7,5 cos 750t + 2,0833 sen 750f] A, para t = 0; 
(£) e 190040 cos 750t — 2.053,33 sen 750%) V, para t = 0". 


NOTA: tente resolver também os problemas 8.27-8.29, apresentados no final deste capítulo. 


8.4 Respostas natural e a um degrau de um 


Figura 8.14 Circuito usado para ilustrar a resposta 


circuito RLC em série natural de um circuito ALC em série. 
Os procedimentos para determinar a resposta natural ou a Aa BE 
um degrau de um circuito RLC em série são os mesmos usados A e 
para determinar a resposta natural ou a um degrau de um circuito 2 C>=Vo 
RLC em paralelo, pois ambos os circuitos são descritos por equa- — 


ções diferenciais que têm a mesma forma. Começamos somando 
as tensões ao longo do caminho fechado no circuito mostrado na 
Figura 8.14. Assim, 
ms LE + E [ia +Wh=0 (8.52) 
i — ++ | id = 0. o 
dt Ch : 


Agora, diferenciamos a Equação 8.52 uma vez em relação a t para obter 


di Pi ii 
Roca pe 8.53 
ra e (8.53) 
que podemos rearranjar como 
dt Rd, 


2 Ld + LC É 0. (8.54) 


Uma comparação entre a Equação 8.54 e a Equação 8.3 revela que elas têm a mesma 
forma. Portanto, para determinar a solução da Equação 8.54, seguimos o mesmo processo que 
nos levou à solução da Equação 8.3. 


Circuitos elétricos 


Pela Equação 8.54, a equação característica para o circuito RLC em série é 


; R 1 
Equação > s2 + TO Go 0. (8.55) 
característica 
— circuito 
ALC em série As raízes da equação característica são 
R Rj 
= + 8.56 
Hear (E) LO ES 
ou 
$S12 = QtV E — o. (8.57) 
A frequência de Neper (a) para o circuito RLC em série é 
Ee di R 
Frequência D TA rad/s, (8.58) 
de Neper — 
circuito ALC 
emséric ea expressão para a frequência angular de ressonância é 
Frequência > w = d rad/s. (8.59) 
angular de E MALI 


ressonância 


— circuito ALC 
em série 


Observe que a frequência de Neper do circuito RLC em série é diferente da do circuito 
RLC em paralelo, mas as frequências angulares de ressonância são as mesmas. 


A resposta de corrente será superamortecida, subamortecida ou criticamente amorte- 


2 = 


cida conforme w; < a?;wj > a? ou wj = a”, respectivamente. Assim, as três soluções possíveis 


para a corrente são as seguintes: 


Formas de > 
resposta 
natural de 
corrente em 
circuitos ALC 


em série 


i(t) = Age” + Açe” (superamortecida), (8.60) 
i(t) = Bye “cos mat + Be “sen wgt (subamortecida), (8.61) 
i(t) = Dite “ + Doe “ (criticamente amortecida). (8.62) 


Uma vez obtida a resposta natural de corrente, pode-se determinar a resposta natural de 


tensão em qualquer elemento do circuito. 


Figura 8.15 Circuito usado para ilustrar a resposta a um 
degrau de um circuito ALC em série. 


Ee 


t=0 
k VR vL 
A BA VAVAVa INN 
R É A 
C> vc 


Para verificar que o procedimento para determinar a res- 
posta a um degrau de um circuito RLC em série é o mesmo 
que para um circuito RLC em paralelo, mostramos que a 
equação diferencial que descreve a tensão no capacitor da 
Figura 8.15 tem a mesma forma da equação diferencial que 
descreve a corrente no indutor da Figura 8.11. Por conveniên- 
cia, admitimos que a energia armazenada no circuito no ins- 
tante em que a chave é fechada seja nula. 

Aplicando a lei das tensões de Kirchhoff ao circuito 
mostrado na Figura 8.15, obtemos 

di 


V= REL bee (8.63) 
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A corrente (i) está relacionada com a tensão no capacitor (v,.) pela expressão 


: dvc 
= Cc» (8.64) 
da qual 
di = Pvc 
o Ce (8.65) 


Substitua as equações 8.64 e 8.65 na Equação 8.63 e escreva a expressão resultante como 
dve R dvc Vc — V . (8.66) 
dt” L dt LC LC 


A Equação 8.66 tem a mesma forma da Equação 8.41; assim, o procedimento para deter- 
minar v, é o mesmo que para determinar i, . As três soluções possíveis para v,. são as seguintes: 


vc = V, + Ate“! + Ase“” (superamortecida), (8.67) 
vc = V; + Bje “cos wgt + Be “ senwgt (subamortecida), (8.68) 
vc = V; + Dite“ + Dye “ (criticamente amortecida), (8.69) 


em que V, é o valor final de v,.. Portanto, pelo circuito mostrado na Figura 8.15, o valor final 
de vp é a tensão V da fonte cc. 


Os exemplos 8.11 e 8.12 ilustram o mecanismo de se determinar a resposta natural e a res- 
posta a um degrau de um circuito RLC em série. 


EXEMPLO 8.11 Determinação da resposta natural subamortecida de um circuito RLC em série. 


4 Formas de 
resposta a 
um degrau 
da tensão no 
capacitor em 
circuitos ALC 
em série 


O capacitor de 0,1 uF,no circuito mostrado na Figura 8.16, Figura 8.16 Circuito para o Exemplo 8.11. 


é carregado até 100 V. Em t= 0,0 capacitor é descarregado 
por meio de uma combinação em série de um indutor de 
100 mH e um resistor de 560 O. 


a) Determine i(t) para t = 0. 


t=0 


b) Determine v,(t) para t = 0. 


Solução 


a) A primeira etapa para determinar i(t) é calcular as raízes da equação característica. Pelos valores 


dos elementos dados, 


1 

LC 
(10*)(10º) 

— (100)(0,1) 
R 

“E 

= 560 mp 
2(100) 

= 2.800 rad/s. 


= 
= 108 


[04 


Circuitos elétricos 


Em seguida, comparamos w e a? e observamos que wj > a”, pois 
oq? =784X 10º 
= 0,0784 X 108 


Neste ponto, sabemos que a resposta é subamortecida e que a solução para i(t) é da forma 
i(t) — Bje “cos vt + Be “ sent, 


em que a =2.800 rad/s e w, = 9.600 rad/s. Os valores numéricos de B, e B, vêm das condições ini- 
ciais. A corrente no indutor é igual a zero antes que a chave feche e, portanto, assim permanece 
imediatamente após. Logo, 


(0)=0=B,. 


Para determinar B,, avaliamos di(0*)/dt. Pelo circuito, observamos que, como i(0) =0 imediatamente 
após o fechamento da chave, não haverá nenhuma queda de tensão no resistor. Por isso, a tensão 
inicial no capacitor aparece nos terminais do indutor, o que resulta na expressão 


di(o”) 
E = 
Er Vo, 
ou 
di(O) VW 100 
i( ) s 0 = x 102 
dt L 100 
= 1.000 A/s. 
Como B,=0, 
di 
a = 4008, 2800"(24 cos 9.600t — 7sen9.6001). 
Assim, 
A 9.600 B 
dt o? 
1.000 
= = 01042. A. 
29600 O 


A solução para i(t) é 
i(t) = 0,1042e 2800 sen 9.600t A, t = 0. 


b) Para determinar v (t), podemos usar qualquer das seguintes relações: 


1 t 
Vc =—+ [ias + 100 ou 


di 
=IR+ALS. 
Ve l dt 


Qualquer que seja a expressão usada (recomendamos a segunda), o resultado é 


ve(t) = (100 cos 9.600t + 29,17 sen 9.6001)e 2800 V, £ = 0, 
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EXEMPLO 8.12 Determinação da resposta a um degrau subamortecida de um circuito ALC em série. 


Não há energia armazenada no indutor de 100 mH nem no capacitor de 0,4 uF, quando a chave no 
circuito mostrado na Figura 8.17 está fechada. Determine v (t) para t = 0. 


Solução 


As raízes da equação característica são 
Figura 8.17 Circuito para o Exemplo 8.12. 


a a 280 Y? 109 x 
Eua 02 (0,1)(0,4) 01H 280 


(=1.400 + 4.800) rad/s, ii (O) Ru T a 


s» = (—1.400— ;4.800) rad/s. 


| 


Como as raízes são complexas, a resposta de tensão é subamortecida. Assim, 


ve(t) = 48 + Bje 1490 cos 4.800t 


+ Bye 1400 sen 4.800, t = 0. 


Como inicialmente não há nenhuma energia armazenada no circuito, v (0) e dv (0)/dt são iguais a 
zero. Então, 


vAO) =0=48 + Bi, 


dvc(0!) 


= 0 = 4.800B; — 1.400B1. 
dt 2 1 


Calculando B/ e B5, temos 


Portanto, a solução para v (t) é 


vet) = (48 — 48e71400 cos 4.800t 


—14e 1400 sen 4.800%) V, t = 0. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber determinar a resposta natural e a um degrau de circuitos RLC em série. 


8.7 A chave no circuito mostrado esteve na 9kQ N +80 SmH 
posição a por um longo tempo. Em t = 0, ela RAY /8—ANN, : NES 
passa para a posição b. Determine (a) i(0*); t=0 

dU')lc) di (d) sy, sy: (e) i(t) para v. 2 nF 
Fá T 


Circuitos elétricos 


Resposta: (a) O; 
(b) 50 V; 
(c) 10.000 A/s; 
(d) (-8.000 + [6.000) rad/s, 
(—8.000 — ;6.000) rad/s; 
(e) (1,67€ 899 sen 6.0001) A para t = 0. 


8.8 Determine v,(t) para t = O para o circuito do Problema para avaliação 8.7, 
Resposta: [100 — e 8000:(50 cos 6.000t + 66,67 sen 6.000)] V para t = 0. 


NOTA: tente resolver também os problemas 8.49-8.51, apresentados no final deste capítulo. 


8.5 Circuitos com dois amplificadores-integradores 


Um circuito que contém dois amplificadores-integradores ligados em cascata? também é 
um circuito de segunda ordem; isto é, a tensão de saída do segundo integrador está relacionada 
com a tensão de entrada do primeiro por uma equação diferencial de segunda ordem. Come- 
çamos nossa análise de um circuito que contém dois amplificadores em cascata com o circuito 
mostrado na Figura 8.18. 


Figura 8.18 Dois amplificadores-integradores ligados em cascata. 


CG 


Admitimos que os amp ops são ideais. A tarefa é obter a equação diferencial que descreva 
a relação entre v e U o Começamos por somar as correntes no terminal inversor de entrada do 
primeiro integrador. Como o amp op é ideal, 


a AR (8.70) 
R, + Cri? Vol) = 0. . 
Pela Equação 8.70, 
dvo 1 
== . 8.71 
dt Ric o, 


Agora, somamos as correntes que saem do terminal inversor do segundo 
amplificador-integrador: 


0 — Va d 
+ 0 E 
= CO — vo) =0, (8.72) 


ou 


2 Em uma ligação em cascata, o sinal de saída do primeiro amplificador (v,, na Figura 8.18) é o sinal de 


entrada do segundo amplificador. 
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dv, 1 
=" Vol (8.73) 
dt RC, 
Diferenciando a Equação 8.73, obtemos 
dv, o 1 dva (8.74) 


dt? RC at 


Determinamos a equação diferencial que governa a relação entre v, e v, substituindo a 
Equação 8.71 na Equação 8.74: 
dv, L.d 


= 8.75 
E RGRO* (8:75) 


O Exemplo 8.13 ilustra a resposta a um degrau de um circuito que contém dois amplifica- 
dores-integradores em cascata. 


EXEMPLO 8.13 Análise de dois amplificadores-integradores em cascata. 


Ho Ha mentuma Ra pise a o Figura 8.19 Circuito para o Exemplo 8.13. 
cuito mostrado na Figura 8.19 quando a ten- 
são de entrada v, salta instantaneamente de 


O para 25 mV. 


0.1 uF 


a) Determine a expressão de v (t) para O = t 


= 
— Ear” 


b) Quanto tempo leva o circuito para saturar? 


Solução 


a) A Figura 8.19 indica que os fatores de escala 
do amplificador são 


11000 
RIC, (250)0,1) 


40, 


1 1.000 


R5G, (5001) 


Agora, como U, = 25 mV para t > 0,a Equação 8.75 torna-se 


dv, 3 
7 = (40)0)(25 X 10º) =2. 
dt 
Para calcular v,, fazemos 
dv, 
t = 
=" 
então, 
de() 


2 de(t) = 2dt. 
dt e (1) 


Circuitos elétricos 


Daí 
s(t) t 
/ dy =2 / dx, 
s(0) 0 
da qual 
(9) — g(0) = 21. 
Contudo, 


e(0) = Ce o, 


pois a energia armazenada no circuito é inicialmente igual a zero e os amp ops são ideais. (Veja o 
Problema 8.57). Então, 


dv, 
dt 


=%4 e v=+vl0). 


Porém, v (0) = 0 e, portanto, a expressão para v, torna-se 
= 
BOSS it 


b 


ne 


O segundo amplificador-integrador fica saturado quando v alcança 9V ouemt=3s.No entanto, 
é possível que o primeiro amplificador-integrador fique saturado antes de t=3s. Para explorar essa 
possibilidade, use a Equação 8.71 para determinar dv, /dt: 


dv 
dt 


= —40(25) X 10% = —1. 


Calculando v ., temos 


ol” 


ia É 


Assim,emt=3s,v,,=—3 V e, como a fonte de alimentação de tensão no primeiro amplificador- 
“integrador é +5 V, o circuito atinge a saturação quando o segundo amplificador fica saturado. 
Quando um dos amp ops fica saturado, não podemos mais usar o modelo linear para prever o com- 
portamento do circuito. 


NOTA: avalie o que entendeu desse material tentando resolver o Problema 8.63, apresentado no final deste capítulo. 


Dois amplificadores-integradores com resistores de realimentação 


A Figura 8.20 mostra uma variante do circuito da Figura 8.18. Lembre-se de que na Seção 
77 dissemos que a razão pela qual o amp op em um amplificador-integrador se satura é o acú- 
mulo de carga no capacitor de realimentação. Aqui, um resistor é colocado em paralelo com 
cada capacitor de realimentação (C, e C,) para resolver esse problema. Deduzimos nova- 
mente a equação para a tensão de saída, ve determinamos o impacto causado por esses resis- 
tores de realimentação nos amplificadores-integradores do Exemplo 8.13. 
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Figura 8.20 Amplificadores-integradores em cascata com resistores 
de realimentação. 


R; 
AM 


Começamos a dedução da equação diferencial de segunda ordem que relaciona v,, a U a 
somando as correntes no nó da entrada inversora do primeiro integrador: 
0—-v O 


| “a d Ex 
R; T Rj + Cri? Vol) =). (8.76) 


Simplificando a Equação 8.76, temos 


dv 1 —Ug 


dt Í Re = RE, . (8.77) 
Por conveniência, fazemos 7, = R,C, e escrevemos a Equação 8.77 como 
dv Vvo1 — TVs (8.78) 
dt mn RC , 
A próxima etapa é somar as correntes no terminal inversor do segundo integrador: 
0 — Val 0 — Vo d 
+ + C—L(0 = 0. 
Rg R; 22760 — vo) (8.79) 
Escrevemos novamente a Equação 8.79 como 
dv, Vo “Vo 
SE = 5 
E 2 RG! (8.80) 
onde 7, = R,C,. Diferenciando a Equação 8.80 obtemos 
d? 1 dv, 1 d 
op Do cai (8.81) 
dt To dt RG, dt 
Pela Equação 8.78, 
d — v 
Vol — Vot 8 (8.82) 
dt tm RC 
e pela Equação 8.80, 
o dv, RG, 
Vo — R$G dt 72 Vo (8.83) 


Usamos as equações 8.82 e 8.83 para eliminar dv,,/dt da Equação 8.81 e obter a relação 
desejada: 


1º 1Ndv 1 Vg 
+ Ode =>—— So 8.84 
dt? (a 1) dt (ro RGRhG Re) 


Circuitos elétricos 


Pela Equação 8.84, a equação característica é 


1 1 1 
s2 + ( + > + =), (8.85) 
to o” 7172 
As raízes da equação característica são reais, a saber, 
—- 
S1 = o (8.86) 
—- 
So = q (8.87) 
72 


O Exemplo 8.14 ilustra a análise da resposta a um degrau de dois amplificadores-inte- 
gradores em cascata, quando os capacitores de realimentação são colocados em paralelo com 
resistores de realimentação. 


EXEMPLO 8.14 Análise de dois amplificadores-integradores em cascata com resistores de realimentação. 


Os parâmetros para o circuito mostrado na Figura 8.20 são R, = 100k0, R| = 500k0,C,=0,1 uF R, 
=25k0,R,=100k0e C,=1 uF. As tensões de alimentação para cada amp op são +6 V. A tensão de 
entrada (v É para os amplificadores-integradores em cascata salta de O para 250 mV em t = 0. Não há 
nenhuma energia armazenada nos capacitores de realimentação no instante em que o sinal é aplicado. 


a) Determine a expressão numérica da equação diferencial para v,. 
b) Determine v (1) para t > 0. 
c) Determine a expressão numérica da equação diferencial para v,,. 


d) Determine v, (t) para t = 0. 
Solução 


a) Pelos valores numéricos dos parâmetros de circuito, temos 7, = R,C,=0,05s;7,= R,C,=0,10se 
V/R,C,R$C,= 1.000 V/s?. Substituindo esses valores na Equação 8.84, temos 


dv, P 300 
dt? dt 


+ 200v, = 1.000. 


b) As raízes da equação característica são s, =—20 rad/s e s,=—10 rad/s. O valor final de v, é a tensão 
de entrada vezes o ganho de cada estágio, pois os capacitores comportam-se como circuitos abertos 
quando t > oo. Portanto, 


vo(00) = (250 X op a =. 


Assim, a solução para v, assume a forma: 


vo =5 + Afe 1 4 Abe 2, 


Com v (0)=0e dv (0)/dt=0, os valores de Aje A;são Aj=-—10V e A)=5V. Portanto, a solução 
para v, é 


v,(t) = (5 — 10e 104 + 5e-20) V,t = 0. 
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A solução pressupõe que nenhum amp op fique saturado. Já observamos que o valor final de v, é 
5 V, valor menor que 6 V; dessa forma, o segundo amp op não fica saturado. O valor final de v,, é 
(250 x 103)(-500/100), ou —1,25 V. Assim, o primeiro amp op não fica saturado e nossas premissa 
e solução estão corretas. 


c) Substituindo os valores numéricos dos parâmetros na Equação 8.78, obtemos a equação diferencial 


desejada: 


dv 
dt 


+ 2004 = —25. 


d) Já conhecemos os valores inicial e final de v,,, juntamente com a constante de tempo 7. Assim, 


escrevemos a solução de acordo com a técnica desenvolvida na Seção 74: 
v,=—1,25 + [0— (—1,25)Je 20 


=125 41,250 V,t=0. 


NOTA: avalie sua compreensão desse material tentando resolver o Problema 8.64, apresentado no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Sincronização do relógio do computador 


Vamos analisar o circuito da Figura 8.21, onde a saída é a queda de tensão Figura 8.21 Resposta natural de um circuito LC. 
no capacitor. Para t = 0, o comportamento desse circuito se parece com uma 


R 
resposta natural de um circuito ALC em série como a mostrada na Figura 8.3, MW 
sem o resistor. Ao analisarmos esse circuito LC, descobriremos que sua saída + 
é uma senoide não amortecida, que poderia ser utilizada pelo gerador de base Ens 


de tempo de um computador, em vez do oscilador de cristal de quartzo con- 
vencional. Poderemos especificar a frequência do sinal selecionando os valores 
apropriados para o indutor e o capacitor. 

Comece escrevendo a equação LTK para o circuito da Figura 8.21, utilizando a corrente £, para t = O: 


eo ab e 
Ls 5 iO)dx = 0. 


dt 


Para eliminar o termo integral, derive ambos os lados com relação a / para obter 


dit) 1 
ih e = O: 
e 
A equação diferencial descrita é, portanto, 
di(t) 1 
evo AO 
o o O 


Qual função matemática podemos adicionar à sua segunda derivada para chegarmos a zero? Uma senoide na forma i() = 
A cos wnt vai funcionar: 


Circuitos elétricos 


dº 1 ii 
mes JP LC coswpt = —wjAcoswpt + Lt eoswnt = 0. 


Essa equação é satisfeita quando 


l 


pe ou quando wp=14/—— 
0 q 0 ne: 


IC: 
À frequência w, é a frequência angular de ressonância conhecida dos circuitos LC, tanto em série quanto em paralelo, 
cujas unidades são radianos/segundo. Note-se que o circuito LC não tem uma frequência de Neper, a. 
Escolhemos o valor de A para satisfazer a condição inicial para a corrente no indutor: 


i(0) = A coswo(0) + logo A = = 


Portanto, a corrente para o circuito da Figura 8.21 é 


1 
JO 
Podemos agora usar a expressão para a corrente no circuito de modo a encontrar a tensão do capacitor: 


Ee br 
vclt) = a i(x)dx = E x cosunrdr = E seno. 


Ao escolher valores para / e €, podemos usar o circuito na Figura 8.21 para gerar uma senoide não amortecida, quando 
t= 0, para o gerador do relógio de um computador. 

Se é assim, por que um cristal de quartzo é utilizado para gerar a senoide do gerador de clock em vez do circuito LC da 
Figura 8.21? Lembre-se de que nossa análise do circuito LC assumiu que o indutor e o capacitor são ideais. Mas isso não 
existe — indutores e capacitores reais possuem pequena resistência. Deixamos para você examinar o efeito dessa pequena 
resistência sobre o desempenho de um oscilador LC nos problemas do capítulo. 


V 
i(t) = = coswo(t), em que wo = 


NOTA: avalie sua compreensão da Perspectiva prática resolvendo os problemas 8.66-8.68 apresentados no final deste capítulo. 


Resumo 


e A equação característica para circuitos RLC em dos valores de a? e wg; tais respostas podem ser 


paralelo e em série tem a forma superamortecidas, subamortecidas ou critica- 
mente amortecidas. Esses termos descrevem o 


s2+2as + wj=0, 
impacto do elemento dissipador (R) sobre a res- 


em que a« = 1/2RC para o circuito em paralelo, 
a = R/2L para o circuito em série e wj = 1/LC 
para ambos os circuitos, em paralelo e em série. 


As raízes da equação característica são 


$42 => Ta + a = wa. 


(Seção 8.1.) 


A forma das respostas natural e a um degrau de 
circuitos RLC em série e em paralelo depende 


posta. A frequência de Neper, a, reflete o efeito 
de R. (Seção 8.1.) 


A resposta de um circuito de segunda ordem 
é superamortecida, subamortecida ou critica- 
mente amortecida, como mostra a Tabela 8.2. 


Para determinar a resposta natural de um cir- 
cuito de segunda ordem, começamos determi- 
nando se ele é superamortecido, subamorte- 
cido ou criticamente amortecido e, em seguida, 
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resolvemos as equações adequadas, como mos- e Quando dois amplificadores-integradores com 
tra a Tabela 8.3. amp ops ideais são ligados em cascata, a tensão 
de saída do segundo integrador está relacionada 
com a tensão de entrada do primeiro por uma 
equação diferencial ordinária de segunda ordem. 
Assim, as técnicas desenvolvidas neste capítulo 
podem ser usadas para analisar o comporta- 


* Para cada uma das três formas de resposta, os mento de um integrador em cascata. (Seção 8.5.) 
coeficientes desconhecidos (isto é, As, Bs e Ds) 


são obtidos avaliando-se o circuito para deter- 
minar o valor inicial da resposta, x(0), e o valor 
inicial da derivada de primeira ordem da res- 
posta, dx(0)/dt. 


e Para determinar a resposta a um degrau de um 
circuito de segunda ordem, aplicamos as equa- 
ções adequadas dependendo do amortecimento, 
como mostra a Tabela 8.4. 


e Podemos superar a limitação de um amplifica- 
dor-integrador simples — a saturação do amp op 
devida ao acúmulo de carga no capacitor de rea- 
limentação — colocando um resistor em paralelo 
com o capacitor de realimentação. (Seção 8.5.) 


Tabela 8.2 A resposta de um circuito de segunda ordem é superamortecida, subamortecida ou criticamente amortecida. 


O circuito é : Natureza qualitativa da resposta 
Superamortecido o > wj A tensão ou corrente aproxima-se de seu valor final sem oscilação 
p 
Subamortecido É < w A tensão ou corrente oscila em torno de seu valor final 
0 
Criticamente amortecido o = wo) A tensão ou corrente está prestes a oscilar em torno de seu valor final 


Tabela 8.3 Para determinar a resposta natural de um circuito de segunda ordem, começamos determinando se ele é superamortecido, 
subamortecido ou criticamente amortecido e, então, resolvemos as equações adequadas. 


Amortecimento Equações de resposta natural Coeficiente das equações 
Superamortecido x(t) = Ae" + Age” x(0) = A, + As; 
dx /dt(0) = Ars + Asso 
Subamortecido x(t) = (B, cos w;t + B, senm,t)e x(0) — By; 
dx /dt(0) = —aB| e waBo, 
em que o; = Voz — a? 
Criticamente amortecido x(t) = (Dt + Do)e x(0) = Do, 


dx/di(0) = Di — a D; 


Tabela 8.4 Para determinar a resposta a um degrau de um circuito de segunda ordem, aplicamos as equações adequadas dependendo do 
amortecimento. 


Amortecimento Equações de resposta a um degrau” Coeficiente das equações 
Superamortecido x(t) = X, + Ai e! + Abe x(0) = X, + Aj + 45; 
dx /dt(0) = A1 S1 + AS S2 


Subamortecido x(t) = X, + (Bi cos wgt + B5 senwat)e x(0) = X, + B1; 
dx/dt(0) = —aB4 + waB5 


Criticamente amortecido x(1) =X, + Dyte + Dye x(0) = X, + Do; 
dx/di(O) = D; — aD), 


*onde X,é o valor final de x(t). 
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Problemas 


Seções 8.1-8.2 


8.1 
Pspice 
Multisim 


8.2 


Pspice 
Multisim 


8.3 
Pspice 


Multisim 


8.4 


8.5 


8.6 


Os elementos de circuito no circuito da Figura 
8.1sãoR=1250,L=200mHe C=5uFA 
corrente inicial no indutor é —0,3 A e a tensão 
inicial no capacitor é 25 V. 

a) Calcule a corrente inicial em cada ramo 
do circuito. 

b) Determine v(t) para t = 0. 

c) Determine i, (t) para t = 0. 

A resistência no Problema 8.1 é reduzida para 

100 OQ. Determine a expressão para v(t) 

quando t = 0. 

A resistência no Problema 8.1 é reduzida para 

80 2. Determine a expressão para v(t) quando 

t=0. 

A resistência, indutância e capacitância de um 

circuito RLC em paralelo são 2.000 0,250 mH 

e 10 nF, respectivamente. 

a) Calcule as raízes da equação caracterís- 
tica que descreve a resposta de tensão do 
circuito. 

b) A resposta será superamortecida, suba- 
mortecida ou criticamente amortecida? 

c) Qualéo valor de R que resultará em uma 
frequência amortecida de 12 krads/s? 

d) Quais são as raízes da equação caracterís- 
tica para o valor de R determinado em (c)? 

e) Qualé o valor de R que resultará em uma 
resposta criticamente amortecida? 

Suponha que o indutor, no circuito mostrado 

na Figura 8.1, tenha um valor de 10 mH. A 

resposta de tensão para t = 0 é 

v(t) = 4019001 = 904000 V. 

a) Determine os valores numéricos de w,, a, 
CeR. 

b) Calcule ip(t), i, (1) e it) para t = 0º. 

A resposta natural do circuito na Figura 8.1 é 


v(t) = 120e*º% cos 300t + 80e “0! sen 300% V, 


quando o capacitor é de 250 uF. Determine 
(a) L:(b) Ri(c) Vi; (d) 1, e (6) à, (9. 


8.7 


8.8 
Pspice 
Multisim 


8.9 


8.10 
Pspice 
Multisim 


8.11 
Pspice 
Multisim 


Sabe-se que a resposta de tensão para o cir- 
cuito da Figura 8.1 é 

v(t) = Dte 8! + D,e 8, t = 0. 
A corrente inicial no indutor (1,) é —25 mA, 
e a tensão inicial no capacitor (V,) é 5 V. O 
resistor tem valor de 50 O. 


a) Determine o valor de C,L, De D,. 


b) Determine i(t) para + = 0º. 

No circuito mostrado na Figura 8.1, um indu- 

tor de 20 mH está em paralelo com um capa- 

citor de 500 nF, o resistor R está ajustado para 
amortecimento crítico e 1,= 120 mA. 

a) Calcule o valor numérico de R. 

b) Calcule v(t) para t = 0. 

c) Determine v(t) quando i(t) = 0. 

d) Qual é a percentagem da energia ini- 
cialmente armazenada que permanece 
armazenada no circuito no instante em 
que i(t) é igual a zero? 

Sabe-se que a resposta natural para o circuito 

mostrado na Figura 8.1 é 


v(t) =—11e-100 + 20e 490 Y, + = 0. 


SeC=2uFeL=12,5H, determine i,(0*) 
em miliampêres. 

A resistência do resistor no circuito do Exem- 
plo 8.4 é alterada para 3.200 O. 


a) Determine a expressão numérica para 
v(t) quando t = 0. 


b) Desenhe um gráfico de v(t) para o inter- 
valo de tempo O = t = 77 ms. Compare essa 
resposta com a do Exemplo 8.4 (R=20k0) 
e a do Exemplo 8.5 (R=4k0). Em particu- 
lar, compare os valores de pico de v(t) e os 
tempos em que esses valores ocorrem. 

As duas chaves no circuito visto na Figura 

P8.11 funcionam de modo sincronizado. 

Quando a chave 1 está na posição a, a chave 

2 está na posição d. Quando a chave 1 passa 

para a posição b, a chave 2 passa para a 


Capítulo 8 e Respostas natural e a um degrau de circuitos ALC 


posição c. A chave 1 esteve na posição a por 
um longo tempo. Em t = 0, as chaves passam 
para suas posições alternadas. Determine v (t) 
para t = 0. 


(Ds É ema 


Figura P8.11 
a b 
pa Es /d Ta 
t=0 x 
2500 + db 
500% v,(1) 100V 


8.12 
Pspice 
Multisim 

8.13 


Pspice 
Multisim 


8.14 
Pspice 
Multisim 


O resistor no circuito da Figura P8.11 é redu- 
zido de 50 ) para 40 ). Determine v (t) para 
t=0. 
O resistor no circuito da Figura P8.11 é redu- 
zido de 50 ) para 32 ). Determine v (t) para 
t=0. 


A chave no circuito da Figura P8.14 esteve na 
posição a por um longo tempo. Em t = 0, ela 
passa instantaneamente para a posição b. 
Determine v (t) para t = 0. 


Figura P8.14 


10ip 


+ 


vo3512mH $1500 


RE 


8.15 


8.16 


8.17 


8.18 


O indutor no circuito da Figura P8.14 é aumen- 
tado para 80 mH. Determine v (t) para t = 0. 
O indutor no circuito da Figura P8.14 é aumen- 
tado para 125 mH. Determine v,(t) para t = 0. 
a) Projete um circuito RLC em paralelo (veja 
a Figura 8.1) usando valores de compo- 
nentes do Apêndice H, com uma frequên- 
cia angular de ressonância de 5.000 rad/s. 
Escolha um resistor ou crie uma rede de 
resistores de modo que a resposta seja criti- 
camente amortecida. Desenhe seu circuito. 
b) Calcule as raízes da equação caracterís- 
tica para a resistência em (a). 
a) Altere a resistência para o circuito que você 
projetou no Problema 8.5 (a) de modo que 
a resposta seja subamortecida. Continue a 


60 O 


8.19 
Pspice 
Multisim 


8.20 
Pspice 
Multisim 


8.21 


8.22 


8.23 


utilizar os componentes do Apêndice H. 
Calcule as raízes da equação característica 
para essa nova resistência. 


b) Altere a resistência para o circuito que 
você projetou no Problema 8.5 (a), de 
modo que a resposta seja superamortecida. 
Continue a utilizar os componentes do 
Apêndice H. Calcule as raízes da equação 
característica para essa nova resistência. 

No circuito da Figura 8.1, R=5kO,L=8H, 

C=125nE V,-30Vel—6mA. 

a) Determine v(t) para t = 0. 

b) Determine os primeiros três valores de 
t para os quais dv/dt é igual a zero. Esses 
valores devem ser denotados como t,, t, e t,. 


c) Mostre que t,— 8 =T., 

d) Mostre que t,— 1, = T/2. 

e) Calcule v(t), v(t,) e v(t;). 

f) Faça um gráfico de v(t) para 0 = 1 < t,. 

a) Determine v(t) para t = O no circuito do 
Problema 8.19, se o resistor de 5 kQ for 
retirado do circuito. 

b) Calcule a frequência de v(t) em hertz. 

c) Calcule a amplitude máxima de v(t) 
em volts. 

Suponha que a resposta de tensão subamorte- 

cida no circuito da Figura 8.1 seja expressa por 
v(t) = (A, + As)e “cos wgt 

+HI(A, — Ave “ sen mat 


O valor inicial da corrente no indutor é 1, e 
o valor inicial da tensão no capacitor é V,. 
Mostre que 4, é o complexo conjugado de 
A, (Sugestão: use o mesmo processo descrito 
no texto para determinar 4, e 4,.) 

Mostre que os resultados obtidos no Problema 
8.21 — isto é, as expressões para 4, e 4, — são 
compatíveis com as equações 8.30 e 8.31 dotexto. 
O valor inicial da tensão v no circuito da Figura 
8.1 é igual a zero, e o valor inicial da corrente 
no capacitor, (07), é 45 mA. Sabe-se que a 
expressão para a corrente no capacitor é 


AO) = A po E Ago t > 0", 


quando R é 250 O. Determine 


Circuitos elétricos 


a) os valores de a, wy, L, C,A e A, 


$ — did0) dir(0')  din(0) 
ugestão: 7 = dé di 
= ou(O) 1 ic0) 
L R C 
Seção 8.3 


b) a expressão para v(t),t = 0, 
c) a expressão para i(t),t = 0, 


d) a expressão para i, (t),t = 0. 


8.24 a) Para o circuito do Exemplo 8.6, deter- 


Pspice mine, para t = 0, (a) v(t); (b) in(t) e (c) 
Multisim ; 
Lt). 
8.25 Para o circuito do Exemplo 8.7, determine, 
parat=0,(a) v(t) e (b) it). 
8.26 Parao circuito do Exemplo 8.8, determine v(t) 
Pspice | para t = 0. 
Multisim 
8.27 Admita que, no instante em que a fonte de 
Pspice | corrente cc de 2 A é aplicada ao circuito da 
is Figura P8.27, a corrente inicial no indutor de 
25 mH seja 1 A e a tensão inicial no capacitor 
seja 50 V (positiva no terminal superior). 
Determine a expressão para i, (1) para t = 0, 
se R for igual a 12,5 O. 
Figura P8.27 
2A in(O | 25 mH je uF &R 
8.28 A resistência no circuito da Figura P8.27 é 
Pspice | alterada para 8 9). Determine i, (t) para t = 0. 
Multisim 
8.29 A resistência no circuito da Figura P8.27 é alte- 
Pspice | rada para 10 O. Determine i, (t) para t = 0. 
Multisim 
8.30 A chave no circuito da Figura P8.30 esteve 
Pspice | aberta por um longo tempo antes de fechar 
Multisim 


av(D) 


em t=(0. No instante em que a chave é fechada, 
o capacitor não tem nenhuma energia arma- 
zenada. Determine v, para t = 0. 


Figura P8.30 
160 A 
AMA 
Z=0 + 
0,5 H vo = 312,5 uF 


8.31 
Pspice 
Multisim 


8.32 
Pspice 
Multisim 


8.33 
Pspice 
Multisim 


8.34 
Pspice 
Multisim 


8.35 
Pspice 
Multisim 


AMA 
[ i E 
60 V (O 31,25 uF Vo 50 mH 


A chave no circuito da Figura P8.31 esteve 
aberta por um longo tempo antes de fechar 
em t = 0. Determine i (t) para t = 0. 


Figura P8.31 


20 O 


1 Ê 


a) Para o circuito da Figura P8.31, determine 
v, para t = 0. 


b) Mostre que sua solução para v, é com- 
patível com a solução para i, no Pro- 
blema 8.31. 


Não há nenhuma energia armazenada no cir- 


cuito da Figura P8.33 quando a chave é 
fechada em t = 0. Determine i (t) para t = 0. 


Figura P8.33 
lo 
E 7 


t= - 


6,25 uF T vo 250 mH 


a) Para o circuito da Figura P8.33, determine 
v, para t = 0. 

b) Mostre que sua solução para v, é com- 
patível com a solução para i, no Pro- 
blema 8.33. 

A chave no circuito da Figura P8.35 esteve na 

posição esquerda por um longo tempo antes 

de passar para a posição direita em t = 0. 

Determine 


a) i(t)parat=0, 
b) volt) parat = 0. 
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Figura P8.35 
1kKQ 
AM . 
t=0 [169 
100 mA 


8.36 Considere o circuito da Figura P8.35 e 


8.37 A chave no circuito da Figura P8.37 esteve 
Pspice | aberta por um longo tempo antes de fechar 
Multisim nua 
em t= 0. Determine i, (t) para t = 0. 
Figura P8.37 
300 O 
er o 


36 v(T) il am 150 O ( 20 mA 


Pspice a) Determine a energia total fornecida ao 
Muitisim induior 8.38 As chaves 1 e 2 no circuito da Figura P8.38 
; : ; Pspice ão si Í 
b) Determine a energia total fornecida ao Multisim rá sincronizadas. Quando a chave 1 abre, a 
: chave 2 fecha e vice-versa. A chave 1 esteve 
resistor de 40 O. 
: ; : aberta por um longo tempo antes de fechar 
c) Determine a energia total fornecida ao e 
: em +=. Determine i, (t) para t = 0. 
capacitor. 
d) Determine a energia total fornecida pela Agua Soa 
fonte de corrente. 10 0 Es s t=0 
e) Verifique os resultados das partes (a) a A [ t=0 Chave 2 
(d) em relação ao princípio da conserva- é 80 V 5100 250uF in lómH $1k0 OU A 
ção de energia. Ê 
Seção 8.4 
8.39 Sabe-se que a corrente no circuito da Figura 8.3 é e) Qualéo valor máximo de ;, em miliampêres? 
i = Bye cos 1.500t+ Bye sen 1.5001, f) Determine v,(t) para t = 0. 
t =0. Figura P8.41 
O capacitor tem um valor de 80 nF; o valor R 
inicial da corrente é 75 mA, e a tensão inicial A Pita ã 
no capacitor é —30 V. Determine os valores id de 
de R,L,B, e B;. 31,25 nF L3 vr(t) 
8.40 Determine a tensão no capacitor de 80nF para E 
o circuito descrito no Problema 8.39. Admita o . ; : 
que a polaridade de referência para a tensão di No circuito da Figura P8.42, o resistor é ajus- 
no capacitor seja positiva no terminal superior. pn tado para amortecimento crítico. A tensão 
e nã ; inicial no capacitor é 15 V e a corrente inicial 
8.41 A energia inicial armazenada no capacitor de 


31,25 nF no circuito da Figura P8.41 é 9 uJ.A 

energia inicial armazenada no indutor é igual 

azero. As raízes da equação característica que 

descreve a resposta natural da corrente i são 

—4.000 st! e —16.000 s7. 

a) Determine os valores de Re L. 

b) Determine os valores de i(0) e di(0)/dt ime- 
diatamente após o fechamento da chave. 

c) Determine i(t) para t = 0. 

d) Quantos microssegundos depois que a 
chave é fechada a corrente alcança seu 
valor máximo? 


no indutor é 6 mA. 

a) Determine o valor de R. 

b) Determine os valores de i e de di/dt ime- 
diatamente após o fechamento da chave. 

c) Determine v (t) para t = 0. 


Figura P8.42 


A R 
MAAS 


ve 5320 nF 
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8.43 a) Projete um circuito RLC em série (veja a 


8.44 


8.45 


Pspice 
Multisim 


8.46 
Pspice 
Multisim 


b) 


b) 


Figura 8.3) usando valores de componen- 
tes do Apêndice H, com uma frequência 
angular de ressonância de 20 krad/s. Esco- 
lha um resistor ou crie uma rede de resis- 
tores de modo que a resposta seja critica- 
mente amortecida. Desenhe seu circuito. 


Calcule as raízes da equação caracterís- 
tica para a resistência em (a). 

Altere a resistência do circuito que você 
projetou no Problema 8.43 (a) de modo 
que a resposta seja subamortecida. Conti- 
nue a utilizar os componentes do Apêndice 
H. Calcule as raízes da equação caracterís- 
tica para essa nova resistência. 


Altere a resistência para o circuito que 
você projetou no Problema 8.43 (a), de 
modo que a resposta seja superamorte- 
cida. Continue a utilizar os componen- 
tes do Apêndice H. Calcule as raízes da 
equação característica para essa nova 
resistência. 


O circuito mostrado na Figura P8.45 esteve 
em funcionamento por um longo tempo. Em 
t=0,as duas chaves passam para as novas 
posições mostradas na figura. Determine 


a) 
b) 


iXt) para t = 0. 
vt) para t = 0. 


Figura P8.45 


A chave no circuito da Figura P8.46 esteve na 
posição a por um longo tempo. Em + = 0, ela 
passa instantaneamente para a posição b. 
Determine i(t) para t = 0. 


Figura P8.46 
Z 
Acto + 
' =0 == 200 uF 
(Ds mA $500 
80 mH 


8.47 A chave do circuito mostrado na Figura P8.47 
esteve fechada por um longo tempo. Ela se 
abre em t=0. Determine v (t) para t = 0”. 


Figura P8.47 
300 0 
AAA 
80 O 
—AAN——O e 
100 O 100 O 
ANN 
20 O + 
As 31,25 gF 200 mH vo 
100 V 
t=0 


8.48 A chave no circuito da Figura P8.48 esteve na 
Pspice posição a por um longo tempo. Em t= 0, ela 
Multisi . Ea 
Es passa instantaneamente para a posição b. 


a) Qual é o valor inicial de v,? 
b) Qual é o valor inicial de dv /dt? 


c) Qual é a expressão de v (t) para t = 0? 


Figura P8.48 
1000 q p 200 Ro 
ANN . ANN MAN 


t=0 
300 v (5) va $2mhH 
5 uF 
EN E 


8.49 A energia inicial armazenada no circuito da 
Pspice | Figura P8.49 é igual a zero. Determine v (t) 


100 V  Multisim 


para t = 0. 
Figura P8.49 
250 mH 
t=0 
+ 


80 mA 200 0 volt) 16 uF 


8.50 O resistor do circuito mostrado na Figura 
Pspice | P8.49 é trocado por um de 250 O. A energia 
Multisim .... . Za 
inicial armazenada ainda é igual a zero. Deter- 
mine v (t) para t = 0. 


Capítulo 8 e Respostas natural e a um degrau de circuitos ALC 


8.51 O resistor do circuito mostrado na Figura 
P8.49 é trocado por um de 312,5 0. A ener- 
gia inicial armazenada ainda é igual a zero. 
Determine v (1) para t = 0. 

8.52 A chave no circuito da Figura P8.52 esteve na 
Pspice 


posição a por um longo tempo. Em t = 0, ela 
Multisim 


passa instantaneamente para a posição b. 
Determine v,(t) para t = 0. 


Figura P8.52 
b 9600 
t='Ú 
1600 qa 480 Q 0,5 mH 
PAVAVAVA AAA INN 


8.53 O circuito mostrado na Figura P8.53 esteve 
Pspice 


em funcionamento por um longo tempo. Em 
Multisim 


t=0,a tensão da fonte cai repentinamente 
para 150 V. Determine v (t) para t = 0. 


Figura P8.53 
25 O 250 mH 
AAAr INN o 


oo v (O) 


2) mF 1 volt) 
Lo: 


8.54 As duas chaves no circuito visto na Figura 
Pspice | P8.54 funcionam de modo sincronizado. 
Multisim Quando a chave 1 está na posição a, a chave 
2 está fechada. Quando a chave 1 está na posi- 
ção b,a chave 2 está aberta. A chave 1 esteve 
na posição a por um longo tempo. Em t = 0, 
ela passa instantaneamente para a posição b. 
Determine v (t) para t = 0. 


Figura P8.54 
40 5 e 


E aqi E: 
Coy 20 fi 


60 V 


Es 


8.55 A chave do circuito mostrado na Figura P8.55 
esteve fechada por um longo tempo antes de 
ser aberta em t = 0. Admita que os parâme- 
tros de circuito sejam tais que a resposta seja 
subamortecida. 


a) Deduza a expressão para v (1) em função 
de Vo 0, WpCeRparat= 0. 


b) Deduza a expressão para o valor de + 
quando a amplitude de v, for máxima. 


Figura P8.55 
t=0 


+ 


Ve 1) volt) 


$ 


8.56 Os parâmetros de circuito no circuito da 
Pspice Figura P8.55 são R=4800,L=8mH,C= 
Multisim 


50 nF e v,=—24V. 


a) Expresse v (1) numericamente para t = 0. 


b) Quantos microssegundos depois da 
abertura da chave a tensão no indutor é 
máxima? 


c) Qual é o valor máximo da tensão no 
indutor? 

d) Repita (a)-(c) com R reduzido para 96 O. 

Suponha que a tensão no capacitor no cir- 


cuito da Figura 8.15 seja do tipo subamorte- 
cido. Suponha também que não haja nenhuma 


8.57 


energia armazenada nos elementos de circuito 
quando a chave é fechada. 
a) Mostre que 
dvc/dt = (wiy/w)Ve “sen wqt. 
b) Mostre que dv /dt=0 quando t=n7 /w,, 
em quen=0,1,2.... 
c) Set, =n7 / w,, mostre que 
vlt)=V— Viento, 
d) Mostre que 
1 In vc(ty) — a 
Ta vt) —V 


em que T,=t,—t,. 


Qa= 


333 
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8.58 Atensão em um capacitor de 100nF no circuito vez que a tensão passa de 100 V, ela alcança um 
da Figura 8.15, é descrita da seguinte forma: pico de 126,02 V. Esse segundo pico ocorre 377/7 
depois que a chave esteve fechada durante depois do fechamento da chave. No instante 
vários segundos, a tensão é constante em 100 em que a chave é fechada, não há nenhuma 
V. Na primeira vez que a tensão passa de 100 V, energia armazenada no capacitor, nem no indu- 
ela alcança um pico de 163,84V. Isso ocorre 77/7 tor. Determine os valores de Re L. (Sugestão: 
ms depois do fechamento da chave. Na segunda resolva primeiro o Problema 8.57.) 

Seção 8.5 

8.59 Mostre que, se não há nenhuma energia arma- a) Determine as expressões numéricas para 
zenada no circuito mostrado na Figura 8.19 v;(t) e v,,(t) para os intervalos de tempo 
no instante em que v, salta de valor, dv /dt é QEt=03s0035S Sia 
igual a zero em 1 = 0. b) Calcule o valor de t,... 

1 ã << 
8.60 a) Determine a equação de v,(t) para 0=t Figura P8.63 
Pspice S ly NO circuito mostrado na Figura 8.19, 
Multisim 
sev,(0)=5Vev(0)=8V. vg (mV) 
b) Quanto tempo leva para o circuito atingir 
a saturação? od 
8.61 a) Resolva novamente o Exemplo 8.14 sem | t(s) 
os resistores de realimentação R, e R,. —40 Ea ! 
b) Resolva novamente o Exemplo 8.14 com 
vi(O)=-2Vev(0)=4V. (a) 
8.62 a) Deduzaa equação diferencial que relaciona 
a tensão de saída com a tensão de entrada 
para o circuito mostrado na Figura P8.62. 100 kO 


b) Compare o resultado com a Equação 8.75 
quando RC, = R,4C, = RC na Figura 8.18. 


c) Qual é a vantagem do circuito mostrado 
na Figura P8.622 


Figura P8.62 


2" OQ 
2" O 


8.63 
Pspice 
Multisim 


am T . 


2C 
Va 


a) O sinal de tensão da Figura P8.63(a) é 
aplicado aos amplificadores-integradores 
em cascata mostrados na Figura P8.63(b). 
Não há nenhuma energia armazenada nos 
capacitores no instante em que o sinal é 
aplicado. 


“O 


v 


8.64 
Pspice 
Multisim 


8.65 


O circuito na Figura P8.63(b) é modificado com 
a adição de um resistor de 1 MO) em paralelo 
com o capacitor de 500 nF e um resistor de 5 
MO em paralelo com o capacitor de 200 nF. 
Como no Problema 8.63, não há nenhuma 
energia armazenada nos capacitores no ins- 
tante em que o sinal é aplicado. Calcule as 
expressões de v (1) e de v,(t) para os inter- 
valos de tempo 0 =t=0,5set=05s. 
Agora, queremos ilustrar como vários circui- 
tos amp op podem ser interligados para resol- 
ver uma equação diferencial. 


a) Deduza a equação diferencial para o sis- 
tema mola-massa mostrado na Figura 
P8.65(a). Admita que a força exercida pela 


AU) 


b) 
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mola seja diretamente proporcional ao 
deslocamento da mola, que a massa é cons- 
tante e que a força de atrito é diretamente 
proporcional à velocidade da massa. 


Reescreva a equação diferencial dedu- 
zida em (a) de modo que a derivada de 
ordem mais alta seja expressa como uma 
função de todos os outros termos da equa- 
ção. Agora, admita que uma tensão igual 
a xd? esteja disponível e, por integra- 
ções sucessivas, gere dx/dt e x. Podemos 
obter os coeficientes nas equações a partir 


dos fatores de escala dos amplificadores e 
combinar os termos necessários para gerar 
dxldê usando um amplificador soma- 
dor. Com essas ideias em mente, analise a 
interligação mostrada na Figura P8.65(b). 
Em particular, descreva a função de cada 
área sombreada no circuito e o sinal nos 
pontos rotulados B, C, D, E e F, admitindo 
que o sinal em A represente dx/d?. Dis- 
cuta também os parâmetros R; R,, C,; R,, 
Cs; R$ Ry Rs, R$ € R,, Rg em termos dos 
coeficientes da equação diferencial. 


Figura P8.65 
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Seções 8.1-8.5 


8.66 


8.67 


a) Suponhamos que o circuito da Figura 8.21 
tenha um indutor de 5 nH e um capacitor 
de 2 pF. Calcule a frequência, em GHz, da 
saída senoidal para t = 0. 


b) A fonte de tensão cc e um resistor conec- 
tado em série na Figura 8.21 são usa- 
dos para estabelecer a energia inicial no 
indutor.SeV=-10Ve R=25 O, calcule a 
energia inicial armazenada no indutor. 


c) Qual é a energia total armazenada no cir- 
cuito LC para qualquer instante t = 02 
Analise o circuito oscilador LC na Figura 8.21. 

Admita que V=4V, R=100€eL=1nH. 


a) Calcule o valor de capacitância, C, que 
produz uma saída senoidal, com uma fre- 
quência de 2 GHz, para t = 0. 


b) Escreva a expressão para a tensão de 
saída, v (1), para t = 0. 


8.68 


Suponha que o indutor e o capacitor no osci- 
lador LC da Figura 8.21 não são ideais e apre- 
sentem uma pequena resistência que pode ser 
concentrada. Admita que V=10V,R=25 O, 
L=5nHe C=2 pF, assim como no Problema 
8.66. Admita também que a resistência asso- 
ciada ao indutor e ao capacitor seja 10 mO. 


a) Calcule os valores da frequência de 
Neper, a, e da frequência angular de res- 
sonância, w,. 


Z 


b) A resposta desse circuito é superamor- 
tecida, subamortecida ou criticamente 
amortecida? 


c) Qual é a frequência real de oscilação, em 
GHz? 


d) Por quanto tempo, aproximadamente, o 
circuito vai oscilar? 


Capítulo 
Análise do regime 
permanente senoidal 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


9.1 Fonte senoidal 9.7 Transformações de fonte e circuitos 
9.2 Resposta senoidal equivalentes de Thévenin-Norton 


9.3 O conceito de fasor 9.8 O método das tensões de nó 
9.4 Elementos passivos no domínio da frequência 9.9 O método das correntes de malha 
9.5 As eis de Kirchhoff no domínio da frequência 9:10 O transformador 


9.6 Associações em série, em paralelo e trans- 9.11 O transformador ideal 
formações A-Y 9.12 Diagramas fasoriais 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Entender o conceito de fasor e saber executar uma transformada fasorial e a transformada inversa. 
2. Saber transformar um circuito alimentado por uma fonte senoidal para o domínio da frequência usando o conceito de fasor. 
3. Saber como usar as seguintes técnicas de análise de circuitos no domínio da frequência: 
e Leis de Kirchhoff; 
e Associação de elementos em série, em paralelo e transformação A-Y; 
e Divisão de tensão e corrente; 
e Equivalentes de Thévenin e Norton; 
e Método das tensões de nó e 
e Método das correntes de malha. 
4. Saber analisar circuitos que contenham transformadores lineares usando métodos fasoriais. 


5. Entender as relações terminais do transformador ideal e saber analisar circuitos que contenham transformadores 
ideais usando métodos fasoriais. 


Até aqui, analisamos circuitos com fontes constantes; neste capítulo, temos condições de analisar circuitos 
energizados por fontes de tensão ou de corrente que variem com o tempo. Temos interesse específico em fontes nas 
quais o valor de tensão ou corrente varie senoidalmente. Fontes senoidais e seus efeitos sobre o comportamento 


Circuitos elétricos 


do circuito são uma importante área de estudo por várias razões. Em primeiro lugar, geração, transmissão, 
distribuição e consumo de energia elétrica ocorrem sob condições de regime permanente essencialmente 
senoidais. A segunda razão é que o entendimento do regime senoidal torna possível a previsão do compor- 
tamento de circuitos com fontes não senoidais. A terceira é que o comportamento de regime permanente 
senoidal costuma simplificar o projeto de sistemas elétricos. Assim, um projetista pode formular claramente 
suas especificações em termos de uma resposta de regime permanente senoidal desejável e projetar o cir- 
cuito ou o sistema para satisfazer essas características. Se o dispositivo atende às especificações, o projetista 
sabe que o circuito responderá satisfatoriamente a entradas não senoidais. 

Os próximos capítulos deste livro baseiam-se, em grande parte, no entendimento detalhado das técnicas 
necessárias para analisar circuitos excitados por fontes senoidais. Visto que, felizmente, as técnicas de aná- 
lise de circuitos e associação de elementos, que foram apresentadas pela primeira vez nos capítulos 1 a 4, 
funcionam tanto para circuitos com fontes senoidais quanto para circuitos com fontes cc, parte do material 
deste capítulo você já conhece bem. Dentre os desafios iniciais da análise senoidal estão a formulação ade- 
quada das equações de modelagem e os cálculos no âmbito dos números complexos. 


Perspectiva prática 


Um circuito de distribuição residencial 


Sistemas que geram, transmitem e distribuem energia elétrica 
são projetados para funcionar no regime permanente senoidal. O cir- 
cuito de distribuição padrão para residências nos Estados Unidos é 
o trifásico de 240/120 V mostrado na figura apresentada a seguir. ! 

O transformador é usado para reduzir a tensão de distribuição 
de 13,2 kV para 240 V. O tap central do enrolamento secundário pro- 
picia a tensão de 120 V. Nos Estados Unidos, a frequência de opera- 
ção de sistemas de potência é 60 Hz, porém em outros países são 
encontrados sistemas de 50 e 60 Hz. Os valores de tensão citados 
são eficazes (rms), e a razão para definir o valor eficaz de um sinal 
que varia com o tempo será explicada no Capítulo 10. 


Steve Cole/Photodisc/Getty Images, Inc. 


tN. do R.T.: No Brasil existem dois sistemas de tensão para as residências: 220/127 V e 380/220 V. Este último sistema existe nos seguintes estados: 
Alagoas, Brasília, Ceará, Mato Grosso, Goiás, Paraíba, Rio Grande do Norte, Santa Catarina, Piauí e Tocantins. 
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9.1 Fonte senoidal 


Uma fonte de tensão senoidal (independente ou dependente) produz uma tensão que 
varia senoidalmente ao longo do tempo. Uma fonte de corrente senoidal (independente ou 
dependente) produz uma corrente que varia senoidalmente ao longo do tempo. Ao analisar- 
mos a função senoidal, usaremos uma fonte de tensão, mas nossas observações também se 
aplicam a fontes de corrente. 

Podemos expressar uma função que varia senoidalmente por meio da função seno ou da 
função cosseno. Embora ambas funcionem igualmente bem, não podemos usá-las ao mesmo 
tempo. Usaremos a função cosseno em nossa discussão e, por conseguinte, escrevemos uma 
tensão que varia senoidalmente como 


v=V.cos (wt + d). (9.1) 


Para auxiliar a discussão sobre os parâmetros na 
Equação 9.1, mostramos o gráfico da tensão em função Figura 9.1 Tensão senoidal. 
de tempo na Figura 9.1. 

Observe que a função senoidal repete-se a interva- 
los regulares. Tal função é denominada periódica. Um 
parâmetro de interesse é o intervalo de tempo necessá- 


rio para que a função senoidal passe por todos os seus 
valores possíveis. Esse tempo é chamado de período da 
função, representado por Te medido em segundos. O 
recíproco de T é o número de ciclos por segundo, ou a 


frequência, da função seno (ou cosseno), sendo repre- 
sentado por f, ou 


f=>. (9.2) 


Um ciclo por segundo é denominado hertz, símbolo Hz. (O termo ciclos por segundo 
raramente é usado na literatura técnica contemporânea.) O coeficiente de t na Equação 9.1 
contém o valor numérico de T ou f. Ômega (w) representa a frequência angular da função 
senoidal, ou 


w=2nf=2a/T (radianos/segundo). (9.3) 


A Equação 9.3 se baseia no fato de que a função cosseno (ou seno) passa por um conjunto 
completo de valores cada vez que seu argumento, wt, percorre 27 rad (360º). Observe que, 
pela Equação 9.3, sempre que t for um inteiro múltiplo de T, o argumento wt será um múltiplo 
inteiro de 27 rad. 


O coeficiente V,, é a amplitude máxima da tensão senoidal. Como + 1 limita a função cos- 
seno, +V, limita a amplitude. A Figura 9.1 mostra essas características. 


O ângulo & na Equação 9.1 é conhecido como o ângulo de fase da tensão senoidal. Ele 
determina o valor da função senoidal em t = 0; portanto, fixa o ponto da onda periódica em 
que começamos a medir o tempo. A alteração do ângulo de fase & desloca a função senoidal 
ao longo do eixo dos tempos, mas não exerce nenhum efeito sobre a amplitude (V, ) ou sobre 
a frequência angular (w). Observe, por exemplo, que reduzir & a zero, na função senoidal 
apresentada na Figura 9.1, desloca a onda &/w unidades de tempo para a direita, como mos- 
tra a Figura 9.2. Observe também que, se & for positivo, a função senoidal desloca-se para a 
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Figura 9.2 Tensão senoidal da Figura 9.1 deslocada para a esquerda, ao passo que, se & for negativo, a função des- 


o. 


ireita quando & = 0. 


loca-se para a direita. (Veja o Problema 9.5.) 

Um comentário sobre o ângulo de fase se faz opor- 
tuno: wt e b devem ter as mesmas unidades porque são 
somados no argumento da função senoidal. Se wt for 
expressa em radianos, deve-se esperar que & também o 


Valor eficaz D 
(rms) de 
uma fonte 
de tensão 
senoidal 


seja. Contudo, normalmente q é dado em graus e wt con- 
vertida de radianos a graus antes que as duas quantida- 
des sejam somadas. Continuamos a adotar o ângulo de 
fase em graus. Lembre-se, de seu curso de trigonometria, 
de que a conversão de radianos para graus é dada por 


o 


180 
(número de graus) = —, (número de radianos). (9.4) 


Outra característica importante da tensão (ou corrente) senoidal é seu valor eficaz ou 
rms. O valor eficaz de uma função periódica é definido como a raiz quadrada do valor médio 
da função ao quadrado. Daí, se v = V, cos (wt + 4), o valor eficaz de v é 


LpitT 
Vá 1 V2 cos *wt + &) dt. (85) 
to 


Observe, pela Equação 9.5, que obtemos o valor médio da tensão ao quadrado integrando 
v? em um único período (isto é, de ya ty+ T) e, então, dividindo pelo intervalo de integração, T. 
Observe ainda que o ponto de partida para a integração, 1,, é arbitrário. 

A expressão sob o sinal de raiz na Equação 9.5 reduz-se para V2,/2. (Veja o Problema 
9.6.) Assim, o valor eficaz de v é 


Ve DE! (9.6) 


O valor eficaz da tensão senoidal depende somente da amplitude máxima de v,ou seja, V,,. 
O valor eficaz não é uma função da frequência nem do ângulo de fase. Ressaltamos a impor- 
tância do valor eficaz em relação aos cálculos de potência no Capítulo 10 (veja a Seção 10.3). 
Assim, podemos descrever completamente um sinal senoidal específico, se conhecermos 
sua frequência, ângulo de fase e amplitude (ou o valor máximo, ou o valor eficaz). Os exemplos 
9.1,9.2 e 9.3 ilustram essas propriedades básicas da função senoidal. No Exemplo 9.4, calcula- 
mos o valor eficaz de uma função periódica e, com isso, esclarecemos o significado de raiz da 


média quadrática (da sigla rms...root mean square). 


EXEMPLO 9.1 Determinação das características de uma corrente senoidal. 


Uma corrente senoidal tem amplitude máxima de 20 A. A corrente passa por um ciclo completo em 


I ms. O valor da correnteem t=0é 104. 


a) Qual é a frequência da corrente em hertz? 


b) Qual é a frequência em radianos por segundo? 


c) Escreva a expressão para i(t) usando a função cosseno. Expresse q) em graus. 


d) Qual é o valor eficaz (rms) da corrente? 
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Solução 

a) Pelo enunciado do problema, T = 1 ms; daí, f= 1/T = 1.000 Hz. 

b) o=27f=2.0007 rad/s. 

c) Temos i(t) = 1 cos (wt + b) = 20 cos(2.0007mt + &), mas i(0) = 10 A. Assim, 10 = 20 cos q e p = 60º. 
Portanto, a expressão para i(t) torna-se 


i(t) = 20 cos (2.0007t + 60º). 


d) Da dedução da Equação 9.6, o valor eficaz de uma corrente senoidal é 1, / V2;ou seja,20/V2,ou 14,144. 


EXEMPLO 9.2 Determinação das características de uma tensão senoidal. 


Uma tensão senoidal é dada pela expressão v = 300 cos (1207mt + 30º). 

a) Qual é o período da tensão em milissegundos? 

b) Qual é a frequência em hertz? 

c) Qual é a magnitude de vem t=2,778 ms? 

d) Qual é o valor eficaz de v? 

Solução 

a) Da expressão para v, w = 1207 rad/s. Como o =27/T, T=2alw = ds s, ou 16,667 ms. 


b) A frequência é 1/T, ou 60 Hz. 


c) De (a), w = 27/16,667; assim, em t = 2,778 ms, wt é aproximadamente 1,047 rad ou 60º. Portanto, 
v(2.778 ms) = 300 cos (60º + 30º) = 0 V. 
d) V,,=300/V2=212,13V. 


EXEMPLO 9.3 Transformação de uma função seno em uma função cosseno. 


Podemos transformar uma função seno em uma função cosseno subtraindo 90º (7/2 rad) do argu- 
mento da função seno. 


a) Confirme essa transformação mostrando que 
sen (wt+0)=cos (wt + 0 — 90º). 
b) Use o resultado de (a) para expressar sen (wt + 30º) como uma função cosseno. 


Solução 


a) A verificação envolve aplicação direta da identidade trigonométrica 
cos(a — 8) = cos a cos B+sen a sen f. 
Seja a = wt + 0 e 8 = 90º. Como cos 90º = 0 e sen 90º = 1, temos 
cos(a — 8) =sen a=sen(wt + 0) = cos(wt + 0 — 90º). 
b) De (a) temos 
sen(wt + 30º) = cos(wt + 30º — 90º) = cos(wt — 60º). 
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EXEMPLO 9.4 Cálculo do valor eficaz de uma onda triangular. 


Calcule o valor eficaz da corrente triangular periódica 


mostrada na Figura 9.3. Expresse sua resposta em ter- Figura 9.3 Corrente triangular periódica. 


mos da corrente de pico 1. 


1 
Solução É Fa 
Pela Equação 9.5, o valor eficaz de i é 
| | | p 
E = TIN -=T/4 T/4 T/N 3T/4 
I4=Al= Pdt. 
ef T q l 
=, 


Para determinar o valor eficaz, é útil interpretar a inte- 
gral do radicando como a área sob a curva do qua- Figura 9.4 ;2 em função de t 
drado da função dada, em um intervalo de um período. 


A função ao quadrado, com a área demarcada entre 0 
etc. 


e T, é mostrada na Figura 9.4. A figura também indica 
que, para essa função particular, a área sob o quadrado 
da corrente, para um intervalo de um período, é igual a 
quatro vezes a área sob o quadrado da corrente, para o 


intervalo O a T/4 segundos; isto é, 
W+T T/4 
/ dt = 4 / Pdt. 
to 0 


A expressão analítica para i no intervalo O a T/4 é 


| | | 
-T/2-T/4 01 T/4 T/2 3T/4 


dl 
= qb O<t< T/4. 


A área sob o quadrado da função para um único período é 


AR TA 1615 ENA 
, Pdt = ID) 5 Pdt =———. 
to 0 T 3 


O valor médio da função é simplesmente a área sob um único período dividida pelo período. Assim, 


CC abT ad, 
ma 73 O gp 


O valor eficaz da corrente é a raiz quadrada desse valor médio. Daí 


NOTA: avalie o que entendeu desse material tentando resolver os problemas 9.1, 9.3 € 9.7, apresentados no final deste capítulo. 
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9.2 Resposta senoidal Figura 9.5 Circuito AL excitado por uma fonte de 
tensão senoidal. 
Antes de analisarmos a resposta de regime permanente R 
a fontes senoidais, vamos analisar o problema em termos E ao fts 
mais amplos, isto é, em termos da resposta total. Essa visão io) 
geral ajuda a manter a solução de regime permanente em Ds O) jr 
perspectiva. O circuito mostrado na Figura 9.5 descreve a 


natureza geral do problema. Nesse circuito, v, é uma tensão 
senoidal, ou 


v,=V,cos (wt + q). (9.7) 


m 


Por conveniência, admitimos que a corrente inicial no circuito seja igual a zero e medi- 
mos o tempo desde o momento em que a chave é fechada. Pretende-se determinar a expressão 
para i(t), quando t = 0,0 que é semelhante a determinar a resposta a um degrau de um cir- 
cuito RL, como no Capítulo 7. A única diferença é que, agora, a fonte de tensão apresenta uma 
forma senoidal que varia com o tempo, em vez de ser constante, ou uma fonte cc. A aplicação 
direta da lei das tensões de Kirchhoff ao circuito, mostrado na Figura 9.5, resulta na equação 
diferencial ordinária 
di 


L 
dt 


+ Ri = Va cos (wt + db), (9.8) 


cuja solução formal é discutida em qualquer curso introdutório de equações diferenciais. Pedi- 
mos aos que ainda não estudaram equações diferenciais que aceitem que a solução para i seja 


i= —Ym cos (& 0)e (R/ Ui + Um 


VR + ol? VR? + ol? 


em que 0 é definido como o ângulo cuja tangente é wL/R. Assim, determina-se facilmente 6 
para um circuito excitado por uma fonte senoidal de frequência conhecida. 


cos (wt + & — 0), (9.9) 


Podemos verificar a validade da Equação 9.9, certificando-nos de que ela satisfaz a Equa- 
ção 9.8, para todos os valores de t = 0; deixamos que você faça essa verificação no Problema 9.10. 

A primeira expressão do lado direito da Equação 9.9 é denominada componente transitó- 
ria da corrente, porque se torna infinitesimal à medida que o tempo passa. A segunda expres- 
são do lado direito é conhecida como componente de regime permanente da solução e existirá 
enquanto a chave permanecer fechada e a fonte continuar a fornecer a tensão senoidal. Neste 
capítulo, desenvolvemos uma técnica para calcular diretamente a resposta de regime perma- 
nente, evitando assim o problema de resolver a equação diferencial. Contudo, ao usarmos essa 
técnica, deixamos de obter tanto a componente transitória quanto a resposta total, que é a 
soma das componentes de regime transitório e de regime permanente. 

Agora, vamos analisar a componente permanente da Equação 9.9. É importante lembrar 
as seguintes características da solução desse tipo de regime permanente: 


1. A solução de regime permanente é uma função senoidal. 


2. A frequência do sinal de resposta é idêntica à frequência do sinal da fonte. Essa condição 
é sempre verdadeira em um circuito linear no qual os parâmetros de circuito R,L e C são 
constantes. (Se as frequências nos sinais de resposta não estiverem presentes nos sinais 
das fontes, há um elemento não linear no circuito.) 
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3. De modo geral, a amplitude máxima da resposta de regime permanente é diferente da 
amplitude máxima da fonte. Para o circuito em discussão, a amplitude máxima do sinal de 
resposta é V,/V R? + w?L2, e a amplitude máxima do sinal da fonte é V,. 


4. Em geral, o ângulo de fase do sinal de resposta é diferente do ângulo de fase da fonte. 
Para o circuito em análise, o ângulo de fase da corrente é 4 — 0 e o da fonte de tensão é &. 


Vale a pena lembrar essas características porque elas ajudam a entender a motivação do 
método dos fasores, que apresentaremos na Seção 9.3. Em particular, observe que, uma vez 
tomada a decisão de determinar somente a resposta de regime permanente, a tarefa reduz-se 
a determinar a amplitude máxima e o ângulo de fase do sinal de resposta. A forma de onda e 
a frequência da resposta já são conhecidas. 


NOTA: avalie o que entendeu desse material tentando resolver o Problema 9.9, apresentado no final deste capítulo. 


9.3 O conceito de fasor 


Fasor é um número complexo que contém as informações de amplitude e ângulo de fase 
de uma função senoidal.? O conceito de fasor está fundamentado na identidade de Euler, que 
relaciona a função exponencial com a função trigonométrica: 


eso = cos 0 +j sen 6. (9.10) 


A Equação 9.10 é importante aqui porque nos dá outro modo de expressar as funções 
cosseno e seno. Podemos considerar a função cosseno como a parte real da função exponencial 
e a função seno como a parte imaginária da função exponencial; isto é, 


cos 0 = Rfe'?), (9.11) 


sen 6 = 3[e'?), (9.12) 


em que NR significa 'a parte real de” e 3 significa “a parte imaginária de” 

Como já optamos por usar a função cosseno na análise do regime permanente senoidal 
(veja a Seção 9.1), podemos aplicar a Equação 9.11 diretamente. Em particular, escrevemos a 
função tensão senoidal, dada pela Equação 9.1, na forma sugerida pela Equação 9.11: 


v = Vacos(wt + 4) 
= VR [eiletén 
= VR[e e. (9.13) 


Podemos movimentar o coeficiente V, dentro do argumento da parte real da função sem 
alterar o resultado. Também podemos inverter a ordem das duas funções exponenciais dentro 
do argumento e escrever a Equação 9.13 como 


v=V, Pelo. (9.14) 


2 Se você estiver um pouco inseguro em relação aos números complexos, consulte o Apêndice B. 


Capítulo 9 e Análise do regime permanente senoidal 345 


Observe que, na Equação 9.14, a quantidade V, e/” é um número complexo que contém 
informações sobre a amplitude e o ângulo de fase da função senoidal dada. Esse número com- 
plexo é, por definição, a representação do fasor, ou a transformada fasorial da função senoidal 
dada. Assim, 


V=Vye? = FfVncos(wt + Ph, (9.15) 


em que a notação F( V,, cos (wt + &)) é lida como “a transformada fasorial de V cos (wo t+ &)”? 
Assim, a transformada fasorial transfere a função senoidal do domínio do tempo para o domí- 
nio dos números complexos, que também é denominado domínio da frequência, visto que, de 
modo geral, a resposta depende de w. Como no caso da Equação 9.15, em todo este livro repre- 
sentaremos o fasor usando uma letra em negrito. 

A Equação 9.15 é a forma polar de um fasor, mas também podemos expressá-lo em forma 
retangular. Assim, reescrevemos a Equação 9.15 como 


V=-V,cos&+jV, sen q. (9.16) 


Ambas as formas, polar e retangular, são úteis em aplicações do conceito de fasor na aná- 
lise de circuitos. 

Ainda temos um comentário adicional sobre a Equação 9.15. A ocorrência frequente da 
função exponencial, e'*, resultou, com o tempo, em uma abreviação que simplifica sua expres- 
são textual. Essa abreviação é a notação angular 


1/6º = 1e?. 


Usamos essa notação extensivamente a seguir. 


Transformada fasorial inversa 


Até aqui enfatizamos a passagem da função senoidal para sua transformada fasorial. 
Contudo, também podemos inverter o processo. Isto é, podemos escrever, para um fasor, a 
expressão para a função senoidal. Assim, para V = 100/—26º, a expressão para v é 100 cos 
(wt — 26º), porque decidimos usar a função cosseno para todas as senoides. Observe que não 
podemos deduzir o valor de w a partir de um fasor porque ele contém apenas as informações 
de amplitude e fase. O ato de passar da transformada fasorial para a expressão no domínio 
do tempo é denominado obter a transformada inversa fasorial e é formalizado pela equação 


FHMVal?) = RiVye te, (9.17) 


em que a notação F E Vye * é lida como “a transformada fasorial inversa de Ve”: A Equa- 
ção 9.17 indica que, para determinarmos a transformada fasorial inversa, multiplicamos o fasor 
por e“! e, então, extraímos a parte real do produto. 

A transformada fasorial é útil em análise de circuitos porque reduz a tarefa de determinar 
a amplitude máxima e o ângulo de fase da resposta de regime permanente senoidal à álgebra 
de números complexos. As seguintes observações confirmam essa conclusão: 


1. A componente transitória desaparece à medida que o tempo passa e, portanto, a compo- 
nente de regime permanente da solução também deve satisfazer à equação diferencial. 
(Veja o Problema 9.10[b].) 


«4 Transformada 
fasorial 


Circuitos elétricos 


2. Em um circuito linear excitado por fontes senoidais, a resposta de regime permanente é 
também senoidal, e sua frequência é a mesma da fonte senoidal. 


3. Usando a notação apresentada na Equação 9.11, podemos postular que a solução de 
regime permanente é da forma N(Ae'Peivl, em que A é a amplitude máxima da resposta 
e Béo ângulo de fase da resposta. 


4. Quando substituímos a solução de regime permanente postulada na equação diferen- 
cial, o termo exponencial e'”' é cancelado, deixando a solução para A e B no domínio dos 
números complexos. 


Ilustramos essas observações com o circuito mostrado na Figura 9.5. Sabemos que a solu- 
ção de regime permanente para a corrente i é da forma 


il) = RL, elbeioa, (9.18) 


em que o índice rp enfatiza o fato de que estamos lidando com a solução de regime perma- 
nente. Quando substituímos a Equação 9.18 na Equação 9.8, geramos a expressão 


NJwLT, Pei) + MRI, Pei) = MV Pe). (9.19) 


Para deduzirmos a Equação 9.19, assumimos que tanto a diferenciação quanto a multipli- 
cação por uma constante pode ser executada na parte real de uma expressão. Também rees- 
crevemos o lado direito da Equação 9.8 usando a notação da Equação 9.11. Pela álgebra de 
números complexos, sabemos que a soma das partes reais é igual à parte real da soma. Assim, 
podemos reduzir o lado esquerdo da Equação 9.19 a um único termo: 


MGwL + RI, Bei!) = R(V, eiteion), (9.20) 


Lembre-se de que a decisão que tomamos de utilizar a função cosseno na análise da res- 
posta de um circuito no regime permanente nos leva à utilização do operador R para a dedu- 
ção da Equação 9.20. Se, ao contrário, tivéssemos preferido utilizar a função seno em nossa 
análise do regime permanente senoidal, teríamos aplicado a Equação 9.12 diretamente, no 
lugar da Equação 9.11, e o resultado seria a Equação 9.21: 


SGwL + RI, Pelo) = IV, Pelo). (9.21) 


Observe que as quantidades complexas de qualquer lado da Equação 9.21 são idênticas às 
de quaisquer lados da Equação 9.20. Quando a parte real e a parte imaginária de duas quanti- 
dades complexas são iguais, então as próprias quantidades complexas são iguais. Assim, pelas 
equações 9.20 e 9.21, 


GwL + RI, ef = Ve”, 
ou 
Vnel? 


A (9.22) 
R+jwL 


Int8 

Observe que e! foi eliminado da determinação da amplitude (1) e do ângulo de fase (B) 

da resposta. Assim, para esse circuito, a tarefa de determinar 1, e 8 envolve a manipulação 

algébrica das quantidades complexas V, e? e R + jwL. Observe que encontramos a forma 
polar e também a forma retangular. 

Cabe aqui uma advertência: a transformada fasorial, juntamente com a transformada 

fasorial inversa, permite-nos ir e vir entre o domínio do tempo e o domínio da frequência. 
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Por conseguinte, quando obtemos uma solução, estamos ou no domínio do tempo ou no domínio 
da frequência. Não podemos estar em ambos os domínios simultaneamente. Qualquer solução 
que contenha uma combinação de nomenclatura dos domínios do tempo e fasorial é absurda. 
A transformada fasorial também é útil em análise de circuitos porque ela se aplica direta- 
mente à soma de funções senoidais. Como a análise de circuitos, quase sempre, envolve a soma 
de correntes e tensões, a importância dessa observação é óbvia. Podemos formalizar essa pro- 
priedade da seguinte maneira: se 
v=v +tu+ +, (9:23) 


n 


em que todas as tensões do lado direito são tensões senoidais de mesma frequência, então 
VV, Yet Vo (9.24) 


Assim, a representação do fasor é a soma dos fasores dos termos individuais. Discutire- 
mos o desenvolvimento da Equação 9.24 na Seção 9.5. 

Antes de aplicarmos a transformada fasorial à análise de circuitos, ilustraremos sua utili- 
dade na resolução de um problema que você já conhece: somar funções senoidais via identi- 
dades trigonométricas. O Exemplo 9.5 mostra como a transformada fasorial simplifica muito 
esse tipo de problema. 


EXEMPLO 9.5 Soma de cossenos usando-se fasores. 


Se y, =20 cos (wt — 30º) e y, = 40 cos (wt + 60º), expresse y = y, + y, como uma única função senoidal. 
a) Resolva o problema usando identidades trigonométricas. 


b) Resolva o problema usando o conceito de fasor. 
Solução 
a) Em primeiro lugar, expandimos y, e y, usando o cosseno da soma de dois ângulos, para obter 

»Y, — 20 cos wi cos 30º + 20 sen wi sen 30º; 

Y, = 40 cos wi cos 60º — 40 sen wi sen 60º. 

Somando y, e y,, obtemos 
y = (20 cos 30 + 40 cos 60) cos wt 
+ (20 sen 30 — 40 sen 60) sen wt 
= 3732 cos wt — 24,64 sen wt 


Para combinar esses dois termos, tratamos os coeficientes do cos- 

seno e do seno como lados de um triângulo retângulo (Figura 9.6) Figura 9.6 Triângulo retângulo usado 
e, então, multiplicamos e dividimos o lado direito pela hipotenusa. na solução para y. 
Nossa expressão para y torna-se 


44,72 24,64 
37,32 6 , , 
y= sal cos wt sen ox) o 
44,72 44,72 de 
37,32 


= 44,72( cos 33,43º cos wt — sen 33,43" sen wi). 


Circuitos elétricos 


Mais uma vez, usamos a identidade que envolve o cosseno da soma de dois ângulos e escrevemos 
y=44,72 cos (wt + 33,43º). 
b) Podemos resolver o problema usando fasores da seguinte forma: como 
V=N +)» 
então, pela Equação 9.24, 


Y=Y+Y 


= 20/=30º + 40/60º 


= (17,32 — j10) + (20 + 34,64) 
= 37,32 + j24,64 


= 4472/3343". 


Uma vez conhecido o fasor Y, podemos escrever a função trigonométrica correspondente para y 
tomando a transformada fasorial inversa: 


y =F 44, ne = 9(44,720*8elon 
= 44,72 cos (wt + 33,43º). 


A essa altura, a superioridade do método de fasor para somar funções senoidais deve ser óbvia. 
Observe que o método pressupõe a capacidade de ir e vir entre as formas polar e retangular de 
números complexos. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender o conceito de fasor e saber executar uma transformada fasorial e uma transformada fasorial inversa. 


9.1 Determine a transformada fasorial de cada função trigonométrica: 
a) v=170 cos (377t — 40º) V. 
b) i=10sen (1.000 + 20º) A. 
c) i=[5 cos (wt + 36,87º) + 10 cos(wt — 53,13º)] A. 
d) v = [300 cos (20.0007mt + 45º) — 100 sen(20.000mt + 30º)] mV. 
Resposta: (a) 170/40" V; 
(b) 10/70" A; 
(o) BISA O SMRRAS 
(d) 339,90/61,51º mV. 
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9.2 Determine a expressão no domínio do tempo correspondente a cada fasor: 
a) V = 186/54" V. 
b) I= (20/45º — 50/-30º) ma. 
c) V = (20 +80 — 30/15º) V. 
Resposta: (a) 18,6 cos (wt — 54º) V; 
(b) 48,81 cos (wt + 126,68º) mA; 
(c) 72,79 cos (wt + 9708º) V. 


NOTA: tente resolver também o Problema 9.11, apresentado no final deste capítulo. 


9.4 Elementos passivos no domínio da frequência 


A aplicação sistemática da transformada fasorial à análise de circuitos pressupõe duas 
etapas. Primeiro, devemos estabelecer a relação entre a corrente fasorial e a tensão fasorial 
nos terminais dos elementos passivos do circuito. A seguir, devemos desenvolver a versão das 
leis de Kirchhoff no domínio fasorial, que discutimos na Seção 9.5. Nesta seção, estabelecemos 
a relação entre a corrente e a tensão fasoriais nos terminais do resistor, do indutor e do capa- 
citor. Começamos com o resistor e usamos a convenção passiva em todas as deduções. 


A relação V-I para um resistor 


Pela lei de Ohm, se a corrente em um resistor variar senoidalmente , e ; 
Figura 9.7 Elemento resistivo percorrido 


com o tempo — isto é,sei=1 cos (wt +60.) — a tensão nos terminais do por uma corrente senoidal. 
resistor, como mostra a Figura 9.7 será 
R 
pr e—NM——s 
v= RII, cos (wt+ 0] ks : há 
= RI [cos (wt+ 0)), (9.25) ! 
em que 7, é a amplitude máxima da corrente em amperes e 0, é o ângulo de fase da corrente. 
A transformada fasorial dessa tensão é 
V = Rime' = RIm/ 0;. (9.26) 
Mas 1,,/0; é a representação fasorial da corrente senoidal, e assim podemos escrever a 
Equação 9.26 como a expressão 
V=RI, (9.27) «4 Relação 


entre tensão 
que mostra que a tensão fasorial nos terminais de um resistor é simplesmente a resistência e corrente 


vezes a corrente fasorial. A Figura 9.8 mostra o diagrama do circuito para um resistor no domí-  fasoriais para 
nio da frequência. um resistor 
As equações 9.25 e 9.27 contêm outra informação importante, ou 


j nos terminais de um resistor não há nenhum deslocamento ; ah . 
Se sd de reis a Figura 9.8 Circuito equivalente de um resistor 


de fase entre a corrente e a tensão. A Figura 9.9 demonstra essa relação no domínio da frequência. 
de fase, na qual o ângulo de fase das formas de onda da tensão é 60º. 

Diz-se que os sinais estão em fase porque ambos alcançam valores E a : 
correspondentes em suas respectivas curvas ao mesmo tempo (por RS o 


exemplo, ambos estão em seus máximos positivos no mesmo instante). 
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Figura 9.9 Gráfico mostrando que a tensão e a corrente 
nos terminais de um resistor estão em fase. 


A relação V-I para um indutor 


Deduzimos a relação entre o fasor corrente e o fasor 
tensão nos terminais de um indutor admitindo uma cor- 
rente senoidal e usando Ldi/dt para calcular a tensão cor- 
respondente. Assim, para i = 1, cos (wt + 0,), a expressão 
para a tensão é 


di 
v = ba =-— wLL, sen(wt + 06). 


Agora, reescrevemos a Equação 9.28 usando a função 


(9.28) 


cosseno: 


A representação fasorial da tensão, dada pela Equação 9.29, é 


Relação entre > 
o fasor tensão 
e o fasor 
corrente para 
um indutor 


v=-—wLI, cos (wt + 6,— 90º). (9.29) 
V = wLI pe) 
= —wLI pele 1 
= joLI me)" 
= juLI. (9.30) 


Observe que, para deduzir a Equação 9.30, usamos a identidade 


Figura 9.10 Circuito equivalente no domínio da 
frequência para um indutor. 


jul 
es 
e a E 
I 


Figura 9.11 Gráfico mostrando a relação entre as fases 
da corrente e da tensão nos terminais de 
um indutor (9,= 60º). 


Ea y 


90º 


e = cos 90º — j sen 90º = —j. 


Segundo a Equação 9.30, o fasor tensão nos terminais de 
um indutor é igual a jwL vezes o fasor corrente. A Figura 9.10 
mostra o circuito equivalente no domínio da frequência para 
o indutor. É importante observar que a relação entre o fasor 
tensão e o fasor corrente para um indutor aplica-se também 
à indutância mútua em um enrolamento devido à corrente 
que flui em outro enrolamento mutuamente acoplado. Isto é, 
o fasor tensão nos terminais de um enrolamento de um par de 
enrolamentos mutuamente acoplados é igual a juM vezes o 
fasor corrente no outro enrolamento. 


Podemos reescrever a Equação 9.30 como 
V=(wL/90)1,,/0; 
= wLI, /(0; + 90)', 


o que indica que a tensão e a corrente estão defasadas em 
exatamente 90º. Em particular, a tensão está adiantada 90º 


(9.31) 


em relação à corrente ou, o que é equivalente, a corrente está 
atrasada 90º em relação à tensão. A Figura 9.11 ilustra esse 
conceito de tensão adiantada em relação à corrente ou corrente 
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atrasada em relação à tensão. Por exemplo, a tensão atinge seu pico negativo exatamente 90º 
antes que a corrente alcance seu pico negativo. A mesma observação pode ser feita em relação 
aos pontos de passagem de valores negativos para positivos ou ao pico positivo. 


Também podemos expressar o deslocamento de fase em segundos. Uma defasagem de 
90º corresponde a um quarto de período; daí, a tensão está adiantada T/4 em relação à cor- 
rente, ou a segundo. 


A relação V-| para um capacitor 


Obtemos a relação entre o fasor corrente e o fasor tensão nos terminais de um capacitor 
de forma semelhante à usada para a obtenção da Equação 9.30. Em outras palavras, se obser- 
varmos que, para um capacitor, 


e admitirmos que 
v=V, cos (wt+60 ), 
então, 
I=jwCV. (9.32) 


Agora, se resolvermos a Equação 9.32 para a tensão como uma função da corrente, 
obtemos 


1 
= a (9.33) «4 Relação entre 
J o fasor tensão 
e o fasor 


A Equação 9.33 demonstra que o circuito equivalente para o capacitor no domínio faso- 
corrente para 


rial é como mostra a Figura 9.12. : 
um capacitor 


A tensão nos terminais de um capacitor está atrasada exata- 
mente 90º em relação à corrente. Podemos mostrar essa relação com 


facilidade reescrevendo a Equação 9.33 como Figura 9.12 Circuito equivalente de um capacitor 


no domínio da frequência. 


V= Es /—90ºIm / 0; 1/joC 
WC m 1 
+ V = 
I cc 
= mL (6 90, (9.34) À 
(09) 
O modo alternativo de expressar a relação de fase da Figura 9.13 Gráfico mostrando a relação entre as fases 


da corrente e da tensão nos terminais de um 
capacitor (9,= 60º). 


Equação 9.34 é dizer que a corrente está adiantada 90º em 
relação à tensão. A Figura 9.13 mostra a relação entre as 
fases da corrente e da tensão nos terminais de um capacitor. 


Impedância e reatância 


Concluímos esta discussão com uma observação 
importante. Quando comparamos as equações 9.27, 9.30 e 
9.33, observamos que elas são todas da forma 
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Definição de > V-2Z, (9.35) 
impedância 

em que Z representa a impedância do elemento de circuito. Resolvendo a Equação 9.35 para 
Z, pode-se ver que a impedância é a razão entre o fasor tensão de um elemento de circuito e 
seu fasor corrente. Assim, a impedância de um resistor é R, a de um indutor é jwL, a da indu- 
tância mútua, jwM, e a de um capacitor, é 1/jwC. Em todos os casos, a impedância é medida em 
ohms. Observe que, embora a impedância seja um número complexo, ela não é um fasor. Lem- 
bre-se de que um fasor é um número complexo que aparece como o coeficiente de ei“. Por 
isso, embora todos os fasores sejam números complexos, nem todos os números complexos 
são fasores. 


Impedância no domínio da frequência é a quantidade aná- 


Tabela 9.1 Valores de impedância e reatância. loga à resistência, indutância e capacitância no domínio do tempo. 
E ; A parte imaginária da impedância é denominada reatância. Os 

emento o ns , Rus a É 
Impedância Reatância valores de impedância e reatância para cada um dos componentes 


de circuito : Ê ; 
; passivos estão reunidos na Tabela 9.1. 
Resistor R — 


Por fim, um lembrete. Se o sentido de referência para a cor- 
Indutor JoL wL 


rente em um elemento passivo estiver no sentido da elevação da 
Capacitor * (1wC) —Mwc tensão no elemento, devemos inserir um sinal negativo na equa- 
ção que relaciona a tensão com a corrente. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber transformar um circuito alimentado por uma fonte senoidal para o domínio da frequência usando o conceito de fasor. 


9.3 A corrente no indutor de 20 mH é 10 cos (10.000t + 30º) mA. Calcule (a) a reatância indutiva; (b) a 
impedância do indutor; (c) o fasor tensão V e (d) a expressão de regime permanente para v(t). 
Resposta: (a) 200 O; 

(b) 7200 O; 
(o) 2,/120º V; 
(d) 2 cos (10.000t + 120º) V. 


20 mH 


9.4 A tensão nos terminais do capacitor de 5 uF é 30 cos (4.000t + 25º) V. Calcule (a) a reatância capacitiva; 
(b) a impedância do capacitor; (c) o fasor corrente Te (d) a expressão de regime permanente para i(t). 
Resposta: É Es 5 uF 

= ; A ( : 
(c) 0,6/115º A; Su o = 
(d) 0,6 cos (4.000t + 115º) A. 5 


NOTA: tente resolver também os problemas 9.12 e 9.13, apresentados no final deste capítulo. 


9.5 As leis de Kirchhoff no domínio da frequência 


Na Seção 9.3, dissemos, com referência às equações 9.23 e 9.24, que a transformada faso- 
rial é útil na análise de circuitos porque se aplica à soma de funções senoidais. Ilustramos 
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essa utilidade no Exemplo 9.5. Agora, formalizamos essa observação desenvolvendo as leis de 
Kirchhoff no domínio da frequência. 


Lei das tensões de Kirchhoff no domínio da frequência 


Começamos admitindo que v, — v representam tensões ao longo de um caminho fechado 
em um circuito. Admitimos também que o circuito está funcionando em um regime perma- 
nente senoidal. Assim, a lei das tensões de Kirchhoff requer que 


Dee 0 =0, (9.36) 
expressão que, no regime permanente senoidal, torna-se complexa 
Va Cos (mt + 04) + Vapcos (wt + 02) + --- + Va, cos (wt + 0,) = 0. (9.37) 
Agora, usamos a identidade de Euler para escrever a Equação 9.37 como 
RV Ne + REV Rel + + RV rel (9.38) 
que reescrevemos como 
RV tel + Vai + + Vo er =0, (9.39) 
Fatorando o termo ei“ de cada termo, obtemos 
RV! + Val + + Va Med =0, 
ou 
RM EW+ o +HV)eN =0. (9.40) 
Mas e'º! <(, portanto 
Vet VA, to ai == (9.41) 


que é o enunciado da lei das tensões de Kirchhoff como aplicada às tensões fasoriais. Em 
outras palavras, a Equação 9.36 aplica-se a um conjunto de tensões senoidais no domínio do 
tempo e a Equação 9.41 é o enunciado equivalente no domínio da frequência. 


Lei das correntes de Kirchhoff no domínio da frequência 


Uma dedução semelhante aplica-se a um conjunto de correntes senoidais. Assim, se 


nti+t+i=0 (9.42) 
então, 

Nate e = (9.43) 
em que I,,L,-:-,1I, são as representações fasoriais das correntes individuais 1, i,,-: -,i,. 


As equações 9.35, 9.41 e 9.43 formam a base para a análise de circuitos no domínio da 
frequência. Observe que a Equação 9.35 tem a mesma forma algébrica da lei de Ohm e que 
as equações 9.41 e 9.43 enunciam as leis de Kirchhoff para quantidades fasoriais. Por conse- 
guinte, podemos usar todas as técnicas desenvolvidas para análise de circuitos resistivos para 
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determinar correntes e tensões fasoriais. Não é necessário aprender nenhuma técnica analítica 
nova; todas as ferramentas básicas de análise de circuitos e as combinações em série e para- 
lelo de elementos discutidas nos capítulos 2 a 4 podem ser aplicadas para analisar circuitos no 
domínio da frequência. A análise de circuitos fasoriais divide-se em duas etapas fundamentais: 
(1) saber construir o modelo de um circuito no domínio da frequência e (2) saber manipular 
algebricamente quantidades e/ou números complexos. Ilustramos esses aspectos da análise 
fasorial na discussão apresentada a seguir, começando com associações em série, em paralelo 
e transformações A-Y. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber como usar técnicas de análise de circuitos para resolver um circuito no domínio da frequência. 


9.5 Quatro ramos terminam em um nó de referência. O sentido de referência de cada corrente de ramo (i,, 
iy, is e i,) é em direção ao nó. Se 
i,= 100 cos (wt +25) A, 
i; = 100 cos (wt + 145º) A ea 
is = 100 cos (wt — 95º) A, determine i,. 
Resposta: i, = O. 


NOTA: tente resolver também o Problema 9.15, apresentado no final deste capítulo. 


9.6 Associações em série, em paralelo e transformações A-Y 


As regras para associar impedâncias em série ou em paralelo e para fazer transformações 
A-Y são as mesmas que para resistores. A única diferença é que associações de impedâncias 
envolvem a manipulação algébrica de números complexos. 


Combinação de impedâncias em série e em paralelo 


Impedâncias em série podem ser transformadas em uma única 


Figura 9.14 Impedâncias em série. impedância pela simples soma das impedâncias individuais. O cir- 


cuito mostrado na Figura 9.14 define o problema em termos gerais. 
ao e os. a o 
a As impedâncias Z,, Z,,: :-, Z, estão ligadas em série entre os termi- 
Va I nais a e b. Impedâncias em série conduzem o mesmo fasor corrente I. 
Pela Equação 9.35, a queda de tensão em cada impedância é Z|I, 
be Zj,--:,Z/ Xe, pela lei das tensões de Kirchhoff, 


Vo ZI+Z]++ZA 
=(4,+L++Z)L (9.44) 


A impedância equivalente entre os terminais a e b é 
Vab 


Zoo LP=+M++Zp (9.45) 


O Exemplo 9.6 ilustra uma aplicação numérica da Equação 9.45. 


EXEMPLO 9.6 Combinação de impedâncias em série. 
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Um resistor de 90 O, um indutor de 32 mH e um capacitor de 5 uF estão ligados em série aos termi- 
nais de uma fonte de tensão senoidal, como mostra a Figura 9.15. A expressão de regime permanente 


para a tensão da fonte v, é 750 cos (5.000t + 30º) V. 


a) Construa o circuito equivalente no domínio da frequência. 


b) Calcule a corrente de regime permanente i pelo método fasorial. 


Solução 


a) Pela expressão de v,, temos w = 5.000 rad/s. Por conseguinte, a impedância do indutor de 32 mH é 


Z, = jwoL = j(5.000)(32 X 10º) = 160 O, 
e a impedância do capacitor é 


Lo. 16 
"oC! (5.000) 


Ze = =-;40 0. 


A transformada fasorial de v, é 
V, = 750/30" V. 
A Figura 9.16 mostra o circuito equivalente no domí- 


nio da frequência do circuito da Figura 9.15. 


b) Calculamos o fasor corrente pela simples divisão da 
tensão da fonte pela impedância equivalente vista 
dos terminais a e b. Pela Equação 9.45, 


Zap = 90 + [160 — ;40 


Figura 9.15 Circuito para o Exemplo 9.6. 
90 0, 32 mH 


Figura 9.16 Circuito equivalente no domínio da frequência 
para o circuito da Figura 9.15. 
a 900 j1600 


—+ 


I 


rage) 1 a 


nd 
= 90 + 120 = 150/53,13º O. b 
Assim, 
750 /30º 
I= = 2313" A. 
1507534130 — > Z 2818 


Agora, podemos escrever diretamente a expressão de regime permanente para i: 


i=5 cos (5.000t — 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


ASA, 


Objetivo 3 Saber como usar técnicas de análise de circuitos para resolver um circuito no domínio da frequência 


9.6 Usando os valores de resistência e indutância do circuito na Figura 9.15, sejam V, = 125/-60º V e 


«wo = 5.000 rad/s. Determine: 


Circuitos elétricos 


a) O valor da capacitância que resulta em uma corrente de saída de regime permanente i com um ângulo de 
fase de —105º. 
b) A amplitude da corrente de saída de regime permanente i. 
Resposta: (a) 2,86 uF; 
(b) 0,982 A. 


NOTA: tente resolver também o Problema 9.17, apresentado no final deste capítulo. 


Impedâncias ligadas em paralelo podem ser reduzidas a uma única impedância equiva- 
lente pela relação recíproca 


Es al E sie (9.46) 


Figura 9.17. Impedâncias em paralelo. A Figura 9.17 ilustra a ligação em paralelo de impedâncias. 


I Observe que, quando impedâncias estão em paralelo, elas têm 
a mesma tensão em seus terminais. Deduzimos a Equação 9.46 
diretamente da Figura 9.17 pela simples utilização da lei das cor- 
K| b| L| rentes de Kirchhoff em combinação com a versão fasorial da lei 
de Ohm, isto é, a Equação 9.35. Pela Figura 9.17, 


I=L+L+ +, 


ou 
V Vo v V 
=" = ae o 9.47 
Lab Z1 Z, Zn ) 
Eliminando o termo comum da tensão da Equação 9.47 obtemos a Equação 9.46. 
Da Equação 9.46, para o caso especial de apenas duas impedâncias em paralelo, 
Z1Zo 
E + Za. 
Também podemos expressar a Equação 9.46 em termos de admitância, definida como a 
recíproca da impedância e denotada por Y. Assim, 


Zab = (9.48) 


1 
Y= Zo G + ;B (siemens). (9.49) 


É claro que a admitância é um número complexo cuja parte real, G, é denominada con- 
dutância e a parte imaginária, B, é denominada susceptância. Assim como a admitância, 
medem-se a condutância e a susceptância em siemens (S). Usando a Equação 9.49 na Equação 
9.46, obtemos 


Tabela 9.2 Valores de admitância e susceptância. Fa Rr e (9.50) 
Elemento de Admitância (Y) Susceptância Vale observar também a admitância de cada um 
circuito dos elementos passivos ideais, que está resumida na 
Resistor G (condutância) — Tabela 9.2. 
Indutor UwL) —AwL O Exemplo 9.7 ilustra a aplicação das equações 


Capacitor ra vC 9.49 e 9.50 a um circuito específico. 
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EXEMPLO 9.7 Associação de impedâncias em série e em paralelo. 


A fonte de corrente senoidal no circuito mostrado na 
Figura 9.18 fornece a corrente i = 8 cos 200.0007 A. 


a) Determine o circuito equivalente no domínio da 
frequência. 


b) Calcule as expressões de regime permanente para v, 
Libyed 


Solução 


a) A transformada fasorial da fonte de corrente é 8 /0': 
os resistores são transformados diretamente para o 
domínio da frequência como 10 e 6 9); indutor de 
40 uH tem uma impedância de ;8 O na frequência 
dada de 200.000 rad/s e, nessa frequência, o capacitor 
de 1 yF tem uma impedância de —j5 O. A Figura 9.19 
mostra o circuito equivalente no domínio da frequên- 
cia e os símbolos que representam as transformadas 
fasoriais das incógnitas. 
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Figura 9.18 Circuito para o Exemplo 9.7. 


Figura 9.19 Circuito equivalente no domínio da frequência. 


b) O circuito mostrado na Figura 9.19 indica que podemos obter, com facilidade, a tensão na fonte de 


corrente uma vez conhecida a impedância equivalente dos três ramos em paralelo. Além disso, uma 
vez conhecida V, podemos calcular as três correntes fasoriais I,, L e L, usando a Equação 9.35. Para 
determinar a impedância equivalente dos três ramos, em primeiro lugar determinamos a admitância 
equivalente simplesmente somando as admitâncias de cada ramo. A admitância do primeiro ramo é 


1 
Y=-— =018, 
ET , 
a admitância do segundo ramo é 
gel SO o0=)0nas 
E on ADD Oo AR 
e a admitância do terceiro ramo é 
1 
s=—.=;028. 


A admitância equivalente dos três ramos é 


Y=K+6+B 
= 0,16 + j0,12 
= 02/36,87'5. 


A impedância vista pela fonte de corrente é 


1 
Z == 


Y 5/-36,87' O. 


Circuitos elétricos 


A Tensão V é 
V=21=40/-36,87" V. 
Daí 
40 /—36,87º 
10 =4/-36,87] =32 —j244A, 
40/ —36,87º 
L = =4/-90º = —j4 A 
20 6+j8 a Pesa 
e 
40 /—36,87º 
E=—D000 8/5313 =48 +j;64A. 
3 5  —90º 2 2 J b) 


Verificamos os cálculos neste ponto, confirmando que 
L+L+L=I 
Especificamente, 
32-24-j4+48+)6,4=8+)0. 

As expressões de regime permanente correspondentes no domínio do tempo são 

v = 40 cos (200.000: — 36,87º) V, 

à, =4 cos (200.000t — 36,87º) A, 

i;,=4 cos (200.000t — 90º) A, 


i;=8 cos (200.000t + 53,13º) A. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber como usar técnicas de análise de circuitos para resolver um circuito no domínio da frequência. 


97 Um resistor de 20 O está ligado em paralelo com um indutor de 5 mH. Essa combinação em paralelo 
está ligada em série com um resistor de 5 O e um capacitor de 25 uF. 
a) Calcule a impedância dessa interligação se a frequência for 2 krad/s. 
b) Repita (a) para uma frequência de 8 krad/s. 
c) Em qual frequência finita a impedância da interligação torna-se puramente resistiva? 
d) Qual é a impedância na frequência determinada em (c)? 


Resposta: (a) 9 — ;12 O; 
(b)21 +93 O; 
(c) 4 krad/s; 
(d) 15 O. 
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9.8 A mesma combinação de elementos, descrita no Problema para avaliação 9.7 está ligada aos terminais de 
uma fonte de tensão de v = 150 cos 4.000t V. Qual é a amplitude máxima da corrente no indutor de 5 mH? 
Resposta: 707 A. 


NOTA: tente resolver também os problemas 9.29, 9.34 e 9.35, apresentados no final deste capítulo. 


Transformações A-Y 


: , Figura 9.20 Transformações AY. 
A transformação A-Y, que discutimos na Seção 3.7 em relação 


a circuitos resistivos, também se aplica a impedâncias. A Figura 9.20 


mostra três impedâncias ligadas em A com o circuito equivalente em Y. 
As impedâncias em Y, como funções das impedâncias em A, são 


nz 

Z = 51 

| Z+tB+HZ fio, 
Lda 

Z = 52 

2 L+tZ+AZ Ni, 
Zalb 

Z,= ; 9.53 

É Z+ZA4Z. (2a) 


A transformação A-Y também pode ser aplicada em sentido inverso; isto é, podemos ini- 
ciar com a estrutura Y e substituí-la por uma estrutura equivalente A. As impedâncias em A 
como funções das impedâncias em Y são 


Z = Z1Z, + Z5Z3 + Z544 


a Z4 2 (9.54) 
Z17, + 2025 + 252 
Z, = 1292 223 3 im (9.55) 
Z2 
Z1Z) + 7025 + Z5Z 
Z="E2 Dto ct, (9.56) 


c Z 


O processo usado para obter as equações 9.51 a 9.53 ou as equações 9.54-9.56 é o mesmo 
usado para obter as equações correspondentes para circuitos resistivos puros. Na verdade, uma 
comparação entre as equações 3.44 a 3.46 e as equações 9.51 a 9.53 e entre as equações 3.47 a 
3.49 e as equações 9.54 a 9.56 revela que o símbolo Z substituiu o símbolo R. Talvez você ache 
interessante revisar o Problema 3.62, que trata da transformação A-Y. 


O Exemplo 9.8 ilustra a utilidade da transformação A-Y na análise de circuitos fasoriais. 


EXEMPLO 9.8 Uso da transformação A-Y no domínio da frequência. 


Use a transformação A-Y de impedâncias para determinar 1, 1,, L, L, L, I; e V, e V, no circuito da 
Figura 9.21. 

Solução 

Em primeiro lugar, observe que, do modo como está agora, o circuito não se presta à simplificação 
por associações em série ou em paralelo. Uma transformação A-Y de impedância permite determinar 


Circuitos elétricos 


Figura 9.21 Circuito para o Exemplo 9.8. 


— (20 + j6o)(10) 


todas as correntes de ramo sem recorrer ao método 
das tensões de nó nem ao método das correntes de 
malha. Se substituirmos o delta superior (abc) ou o 
inferior (bcd) por seu Y equivalente, podemos simpli- 
ficar ainda mais o circuito resultante por associações 
em série e em paralelo. Para decidir qual delta substi- 
tuir, vale a pena verificar a soma das impedâncias ao 
longo de cada delta porque essa quantidade forma o 
denominador para as impedâncias do Y equivalente. 
Como a soma ao longo do delta inferior é 30 + j40, 
optamos por eliminá-lo do circuito. A impedância Y 
ligada ao terminal b é 


E agaayo o IR: 
a impedância Y ligada ao terminal c é 
CEO apa 
e a impedância Y ligada ao terminal d é 
e (20 + ;60)(—720) -8-;40. 


30 + ;40 


Inserindo as impedâncias do Y equivalente no circuito, obtemos o circuito mostrado na Figura 9.22, 
que agora simplificamos por associações em série e em paralelo. A impedância do ramo abn é 


Zan 2+jA-j4=120, 


e a impedância do ramo acn é 


Figura 9.22 Circuito mostrado na Figura 9.21, com o delta 
inferior substituído por seu Y equivalente. 


O 
—+ 


-;4 O 


(Oro v b 


120 


e = 63,2 +j2,4 — 24 — 3,2 = 60 O. 


Observe que o ramo abn está em paralelo com o ramo 
acn. Por conseguinte, podemos substituir esses dois 
ramos por um único ramo com uma impedância de 


— CO) 


10 O. 
an 72 


Associar esse resistor de 10 O com a impedância entre 
n e d reduz o circuito da Figura 9.22 ao mostrado na 
Figura 9.23. Por esse último circuito, 


120 /0º 


= =4/5313º =24+j32A. 
1 18=J2A ns ea 
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Conhecida I,, podemos seguir o caminho inverso e trabalhar nos circuitos equivalentes para determi- 
nar as correntes de ramo no circuito original. Começamos observando que I, é a corrente no ramo nd 
da Figura 9.22. Assim, 


Va (8—249)L,=96—32V. 


Agora, podemos calcular a tensão V,, pois 


Ae Va Ei Naa 
e ambas, V e V,, são conhecidas. Assim, 
: ; Figura 9.23 Versão simplificada do circuito 
Van = 120— 96 +32 =24 +32 V. mostrado na Figura 9.22. 
Agora, calculamos as correntes de ramo 1, el. bj a 
AFI O .8 18 0 
Mm AMET da E é 
-;24 0 
24 +;32 4 8 
len= = tite A. 
60 10 15 


Em termos das correntes de ramo definidas na Figura 9.21, 


.8 
L = hm =2 +54, 


4 .8 
b = Le = "175 A. 


Verificamos os cálculos de I, e L, observando que 
L+L=24+;32=1, 


Para determinar as correntes de ramo L,, I, e I,, devemos calcular, em primeiro lugar, as tensões V, e 
V,. Com referência à Figura 9.21, observamos que 


28 
V, = 120/0º — (—j4) = e +j8V, 


104 
Vo = 12070" — (63,2 + 24) = 96 =; V. 


Agora, calculamos as correntes de ramo L, I, e I;: 


VW 4 128 
L = = doi A 
3 10 a rioa CE 


Vi 2 
L=>—1  =Í-16A 
1 ogpo à 4 


VW 26 
2 =" +jS8A. 


I == == 
> 20 15 


Circuitos elétricos 


Verificamos os cálculos observando que 


2 2 
L+L=5 +55 116 +48 =24 +32 =, 


AD, OB 
ie 


6=2+]5-1, 


4 4 128 8 2 
Lb= sa sd = 
Ar do dd CM cia 


+j48 = E. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber como usar técnicas de análise de circuitos para resolver um circuito no domínio da frequência. 


9.9 Use uma transformação A-Y para determinar a corrente Ino circuito mostrado. 
Resposta: I = 4 /28,07º A. 


RO) 


$400 $100 


NOTA: tente resolver também o Problema 9.42, apresentado no final deste capítulo. 


9.7 Transformações de fonte e circuitos equivalentes de 
Thévenin-Norton 


As transformações de fonte apresentadas na Seção 4.9 e os circuitos equivalentes de Thé- 
venin-Norton discutidos na Seção 4.10 são técnicas analíticas que também podem ser aplicadas 
a circuitos no domínio da frequência. Provamos a validade dessas técnicas seguindo o mesmo 
processo utilizado nas seções 4.9 e 4.10, exceto pela substituição da impedância (Z) pela resis- 
tência (R). A Figura 9.24 mostra uma transformação de 

Figura 9.24 Transformação de fonte no domínio da fonte com a nomenclatura do domínio da frequência. 
frequência. A Figura 9.25 ilustra a versão de um circuito equiva- 
a ” lente de Thévenin no domínio da frequência. A Figura 9.26 
Ê mostra um circuito equivalente de Norton no domínio da 
frequência. As técnicas para determinar a tensão e a impe- 
dância equivalentes de Thévenin são idênticas às usadas 
ob para circuitos resistivos, com exceção de que o circuito equi- 
valente no domínio da frequência envolve a manipulação de 
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Figura 9.25 Circuito equivalente de Thévenin no domínio da Figura 9.26 Circuito equivalente de Norton no domínio da 
frequência. frequência. 
ea a ea 
Circuito linear no Circuito linear no 
domínio da domínio da 
frequência; pode => e Vm frequência; pode 
conter fontes conter fontes 
independentes independentes b 
e dependentes. º b b e dependentes. º 


quantidades complexas. O mesmo se aplica à determinação da corrente e impedância equivalen- 
tes de Norton. 

O Exemplo 9.9 demonstra a aplicação da transformação de fontes à análise no domínio 
da frequência. O Exemplo 9.10 ilustra detalhes da determinação de um circuito equivalente de 
Thévenin no domínio da frequência. 
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EXEMPLO 9.9 Transformações de fonte no domínio da frequência. 


Use o conceito de transformação de fonte para deter- Figura 9.27 Circuito para o Exemplo 9.9. 


minar o fasor tensão V, no circuito mostrado na . : 
' 10 3º 020 1060 


Figura 9.27. ANN, DONO A—ANN INN N o 
+ 
Solução di $ ii $ 
Podemos substituir a combinação em série da fonte de 
tensão (40 /0º) com a impedância de 1 + j3 O pela aa Vo 
combinação em paralelo de uma fonte de corrente 
com a impedância de 1 +3 O. A fonte de corrente é =30 += =119 0 
40 40 o +— 
I= =—"(1-;3) =4-j124A. 
T+ 73 — 19113) à 


Assim, podemos substituir o circuito da Figura 9.27 pelo mostrado na Figura 9.28. Observe que a refe- 
rência de polaridade da fonte de 40 V determina a direção de referência para I. 


Em seguida, combinamos os dois ramos em paralelo 
Figura 9.28 Primeira etapa na redução do circuito 


em uma única impedância, mostrado na Figura 9.27 


1+/3O — j3 0,6 0) 
o DD 184240, ML] pa 
10 + 
que está em paralelo com a fonte de corrente de4—;12 A. o 5 aa na 5 
Outra transformação de fonte converte essa combina- (1) 4-;12 pr 
ção em paralelo em uma combinação em série, consis- A E 
tindo em uma fonte de tensão em série com a impedân- 30 RO «sob 
cia de 1,8+ 72,4 O.A tensão da fonte de tensão é o 
bd e e 


V=(4-j;12)(18+2,4)=36—j12V. 


Usando essa transformação, redesenhamos o circuito como na Figura 9.29. Observe a polaridade da 
fonte de tensão. Incluímos a corrente I, no circuito para facilitar a solução para V.,. 


Circuitos elétricos 


Note também que reduzimos o circuito a um simples 


Figura 9.29 Segunda etapa na redução do circuito circuito em série. Calculamos a corrente I, dividindo a 
mostrado na Figura 9.27. tensão da fonte pela impedância total em série: 
2,4 O 0,6 O . , 
E di e nes o a N ” I 56 = 12 o 12(3 — j1) 
Io ” O 12-j;16 43-74) 
100% 
39 + ;27 ] 
36 — j12 =>. = 1,56 +jLOSA. 
AYÁ Vo 25 
= Agora, obtemos o valor de V, multiplicando I, pela 
impedância 10 — ;19: 
e 


Vo = (1,56 + 1,08)(10 — 19) = 36,12 — 18,84 V. 


EXEMPLO 9.10 Determinação de um equivalente de Thévenin no domínio da frequência. 


Determine o circuito equivalente de Thévenin, em relação ia 
nao RSA ; Figura 9.30 Circuito para o Exemplo 9.10. 
aos terminais a,b, para o circuito mostrado na Figura 9.30. 


º -;40 O 
Solução I( 
Em primeiro lugar, determinamos a tensão equivalente 
de Thévenin, que é a tensão de circuito aberto que apa- 
rece nos terminais a,b. Escolhemos a referência para a 120 120 O 


tensão de Thévenin como positiva no terminal a. Para 

simplificar o circuito, podemos fazer duas transforma-  120/0º o v. 260 q 6 10Y 
ções de fonte na malha constituída pela fonte de 120 IV É 
Ve os resistores de 12 O e 60 O. Ao mesmo tempo, = 


essas transformações devem preservar a identidade 
da tensão de controle V., por causa da fonte de tensão 
dependente. 


Determinamos as duas transformações de fonte subs- Figura 9.31 Versão simplificada do circuito mostrado na 


sa nd j E Figura 9.30. 

tituindo, em primeiro lugar, a combinação em série da 

fonte de 120 V e do resistor de 12 O por uma fonte de =;40 0 

corrente de 10 A em paralelo com 12 O. Em seguida, 
substituímos a combinação em paralelo dos resistores ra 

de 12 e 60 O por um único resistor de 10 O. Por fim, 

substituímos a fonte de 10 A em paralelo com 10 O por Ea 120 0 

uma fonte de 100 V em série com 10 O. A Figura 9.31 po GR 


mostra o circuito resultante. (O Va S 10 V. Vm 


Incluímos a corrente I à Figura 9.31 para auxiliar a 
discussão. Observe que, conhecida a corrente I, pode- há ob 


mos calcular a tensão de Thévenin. Determinamos I 
somando as tensões ao longo do caminho fechado, no 
circuito mostrado na Figura 9.31. Daí 


100 = 101 — ;401 + 1201 + 10V = (130 — ;40)1+ 10V.. 
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Relacionamos a tensão de controle V, com a corrente I observando, pela Figura 9.31, que 
V,=100— 101. 
Então, 
p= eo DA: 
30 — ;40 


Agora, calculamos V. : 
+ = 100 — 180 /—126,87º = 208 + j144 V. 
Por fim, observamos, pela Figura 9.31, que 


Vm = 10V, + 1201 
= 2.080+ j1.440+ 120(18) /—126,87º 
= 784 — [288 = 835,22 /-20,17º V. 


Para obter a impedância de Thévenin, podemos usar qualquer das técnicas anteriormente usadas para 
determinar a resistência de Thévenin. Neste exemplo, ilustramos o método da fonte auxiliar. Lembre- 
-se de que, quando usamos esse método, desativamos todas as fontes independentes do circuito e, 
então, aplicamos uma fonte de tensão auxiliar ou uma fonte de corrente auxiliar aos terminais de inte- 
resse. A razão entre a tensão e a corrente na fonte é a impedância de Thévenin. A Figura 9.32 mostra 
o resultado da aplicação dessa técnica ao circuito da Figura 9.30. Observe que escolhemos uma fonte 
de tensão auxiliar V,. Observe também que desativamos a fonte de tensão independente com um cur- 
to-circuito adequado e preservamos a identidade de V.. 


As correntes de ramo I, e I, foram adicionadas ao cir- Figura 9.32 Circuito para calcular a impedância 


cuito para simplificar o cálculo de I,. Aplicando as leis equivalente de Thévenin. 
de Kirchhoff, você poderá verificar as seguintes relações: ua 
=! 
Vr IC 
L=———— V. = 10, =-— 
* 10-;400 + É K, 
pede 120 poa | dr 
120 JE BRAZ : 
k, 
= ENO dA) 600$V. Ou ve vr(O) 
120(1 — j4) * b 
= é o 
I-=L+1, 
Vr 9+j4 . o == 
= 10 — ;40 1 12 Figura 9.33 Equivalente de Thévenin para o circuito 
J mostrado na Figura 9.30. 
— NrG-54) a o 
12(10 — j40)º AN ( ea 
Vr 784 — 288 
Zm = — = 912 — [384 0. 
Th K J vV o 
ob 


A Figura 9.33 representa o circuito equivalente de 
Thévenin. 


Circuitos elétricos 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber como usar técnicas de análise de circuitos para resolver um circuito no domínio da frequência. 


9.10 Determine a expressão de regime perma- 


nente para v (t) no circuito mostrado, usando 15 mH 20 O, 


a técnica de transformações de fonte. As fon- 


tes de tensão senoidais são 


25/6 uF (4) 
v, = 240 cos (4.000t + 53,13º) V, 1 


v, = 96 sen 4.000 V. 
Resposta: 48 cos (4.000t + 36,87º) V. 


9.11 Determine o circuito equivalente de Thévenin 
em relação aos terminais a,b para o circuito 
mostrado. 


Resposta: Yrmm = Vap = 10/45º V; 
Zm =5 —j5 0. 


NOTA: tente resolver também os problemas 9.44, 9.45 e 9.48, apresentados no final deste capítulo. 


9.8 O método das tensões de nó 


Nas seções 4.2 a 4.4, apresentamos os conceitos básicos do método das tensões de nó para a 
análise de circuitos. Os mesmos conceitos aplicam-se quando usamos esse método para analisar 
circuitos no domínio da frequência. O Exemplo 9.11 ilustra a aplicação de tal método. O Problema 
para avaliação 9.12 e muitos dos problemas apresentados no final do capítulo lhe darão a oportuni- 
dade de usar o método das tensões de nó para determinar respostas de regime permanente senoidal. 


EXEMPLO 9.11 Uso do método das tensões de nó no domínio da frequência. 


Use o método das tensões de nó para determinar Figura 9.34 Circuito para o Exemplo 9.11. 
as correntes de ramo I,, I, e I, no circuito mos- 
trado na Figura 9.34. 


Solução 10.5/0º 
Podemos descrever o circuito em termos de duas A 


tensões de nó porque ele contém três nós essen- 


ciais. Como quatro ramos terminam no nó essen- 
cial que se estende pela parte inferior da Figura 
9.34, ele será usado como nó de referência. Os Figura 9.35 Circuito mostrado na Figura 9.34, com as tensões de 


dois nós remanescentes são rotulados como 1 e 2, nó definidas. 
e as tensões de nó correspondentes são V, e V;. 1 10 29 5 50 
A Figura 9.35 ilustra a situação. dd X A 
Somando as correntes que saem do nó 1, temos o L 
100%$V, Vo>=—;5 0 
Vo W-—V 


10  1+j2 
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Multiplicando por 1 + j2 e colocando em evidência os coeficientes de V, e V,, chega-se à expressão 
V(1,1+70,2) = V, = 10,6 + 21,2. 


Somando as correntes que saem do nó 2, temos 


A corrente de controle I, é 


Substituindo essa expressão por I,, na equação do nó 2, multiplicando por 1 + j2 e colocando os coe- 
ficientes de V, e V, em evidência, obtemos a equação 


—SV, + (4,8 +j0,6)V, = 0. 
As soluções para V, e V, são 


V,=68,40— ;16,80 V, 


V,=68—;26V. 
Daí, as correntes dos ramos são 
V, 
IL =-— =6,84 —j1,68A 
a 10 6,8 J 68 , 
= UNO -376 +j168A 
E E GR di 
V; — 201, 
L=— = AM-jULSA, 
Y 
I.=—==52 +j1364A. 


Para verificar nosso trabalho, observamos que 


L+1,=684—/1,68+3,76+j1,68= 10,64, 


L=1,+1,=-1,4—;11,92+52+5136=3,76+jL684A. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber como aplicar as técnicas de análise de circuitos em circuitos no domínio da frequência. 


9.12 Use o método das tensões de nó para deter- 20 0 
AMA 


ee 100 uH (Do 


minar a expressão de regime permanente Er 


para v(t) no circuito mostrado. As fontes 
pa ENE i 
senoidais são 1, = 10 cos wt A e v, = 100 sen i Be nt) 


wt V, em que w = 50 krad/s. — 
Resposta: v(t) = 31,62 cos(50.000t — 71,57º) V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 9.54 e 9.58, apresentados no final deste capítulo. 


Circuitos elétricos 


9.9 O método das correntes de malha 


Também podemos usar o método das correntes de malha para analisar os circuitos no 
domínio da frequência. Os procedimentos utilizados, para aplicações no domínio da frequ- 
ência, são os mesmos usados na análise de circuitos resistivos. Nas seções 4.5 a 4.7, apresenta- 
mos as técnicas básicas do método das correntes de malha; demonstraremos a extensão desse 
método para circuitos no domínio da frequência no Exemplo 9.12. 


EXEMPLO 9.12 Uso do método das correntes de malha no domínio da frequência. 


Use o método das correntes de malha para determi- 
nar as tensões V,., V, e V, no circuito mostrado na — Figura 9.36 Circuito para o Exemplo 9.12. 


Figura 9.36. Em Vie ira Vi AT 
Solução 10 PO + 10 30 
Como o circuito tem duas malhas e uma fonte de tensão 12 0$ 

dependente, devemos escrever duas equações de cor- 150/0º 

rente de malha e uma equação de restrição. O sentido (o) V Va Ee e. O 
de referência para as correntes de malha I, e L é o horá- -“n60 

rio, como mostra a Figura 9.37 Conhecidas I, e L,, pode- 

mos determinar, com facilidade, as tensões desconhe- + 


cidas. Somando as tensões ao longo da malha 1, temos 


Figura 9.37 Correntes de malha usadas para resolver o 


150= (1 +, + (12 =, E L), circuito mostrado na Figura 9.36. 
ou 109 20 10 ;30 
AAA, INN e BA VAVAVA INN. 
150 = (13 — j14)1, — (12 — j16)L. o $ L 
Somando as tensões ao longo da malha 2, obtemos a (O 301 
equação D +) : 
150/0º E 
>= —j1 
0= (12-19) -1D+H(1+3)L +39, é ! 


A Figura 9.37 revela que a corrente de controle I, é a 
diferença entre I, e L; isto é, a restrição é 


L=1,—L. 
Substituindo essa restrição na equação da malha 2 e simplificando a expressão resultante, obtemos 
0= (27 +16), — (26 +j13)L. 
Resolvendo para I, e L, temos 
IL =-26-j524A, 
L=-24-—j58A, 


L="2+j6A. 
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As três tensões são 

V,=(1+;2),=78—;104V, 

Y, = (D= 16), =72+)104V, 

Y = U+B)L = 150=7130V. 
Além disso, 

391, = —78 + 9234 V. 
Verificamos esses cálculos somando as tensões ao longo dos caminhos fechados: 
—150+V, + V,=—150+ 78 — [104 +72 +7104=0, 
—V, + V, 4391, =—72 — [104 4150 —;130— 78 +;234=0, 


—150+V, + V, +39, =—150 +78 —;104+150—;130—78+234=0. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber como usar técnicas de análise de circuitos para resolver um circuito no domínio da frequência. 


9.13 Use o método das correntes de malha para determi- 1 ;2 0 
202 08º 


nar o fasor corrente Ino circuito mostrado. VV re 


I 
Resposta 9D 907 AS SAS 


NOTA: tente resolver também os problemas 9.60 e 9.64, apresentados no 
final deste capítulo. 


9.10 O transformador 


Um transformador é um dispositivo baseado em acoplamentos magnéticos, usado tanto 
em circuitos de comunicação quanto de energia. Em circuitos de comunicação, o transforma- 
dor é usado para ajustar impedâncias e eliminar sinais cc de partes do sistema. Em circuitos de 
energia, destina-se a estabelecer níveis de tensão ca que facilitem a transmissão, a distribuição 
e o consumo de energia elétrica. É preciso conhecer o comportamento de regime permanente 
senoidal do transformador para analisar ambos os sistemas. Nesta seção, discutiremos o com- 
portamento de regime permanente senoidal do transformador linear, encontrado primordial- 
mente em circuitos de comunicação. Na Seção 9.11, trataremos do transformador ideal, usado 
para modelar o transformador de núcleo ferromagnético encontrado em sistemas de energia. 

Antes de iniciar, segue uma observação útil. Quando analisar circuitos que contenham 
indutância mútua, use o método da corrente de malha ou de laço para escrever equações 
de circuito. Usar o método das tensões de nó é complicado quando há indutância mútua 


Circuitos elétricos 


envolvida, porque não é possível escrever as correntes nos vários enrolamentos por inspeção, 
como funções das tensões de nó. 


Análise do circuito de um transformador linear 


Figura 9.38 Modelo de circuito, no domínio da frequência, Um transformador simples é formado quando dois 
para um transformador usado para ligar uma enrolamentos envolvem um único núcleo, assim garantindo 
carga a uma fonte. um acoplamento magnético. A Figura 9.38 mostra o modelo 
de circuito no domínio da frequência de um sistema que 
R, ; R, 
pe | e 
- L analisarmos esse circuito, designaremos o enrolamento do 
(O) vai joLy EioL, transformador ligado à fonte como enrolamento primário e 


aquele ligado à carga como enrolamento secundário. Com 


oa 


usa um transformador para ligar uma carga a uma fonte. Ao 


eo 


A A : ; A saia 
Tons b Transformador dq Carga base nessa terminologia, os parâmetros de circuito do trans- 


formador são: 
R,= a resistência do enrolamento primário; 


R, = a resistência do enrolamento secundário; 


2 


L, = a autoindutância do enrolamento primário; 


L, = a autoindutância do enrolamento secundário; 


M = a indutância mútua. 


A tensão interna da fonte senoidal é V, e a impedância interna da fonte é Z,. A impe- 
dância Z, representa a carga ligada ao enrolamento secundário do transformador. Os faso- 
res corrente I, e IL, representam as correntes primárias e secundárias do transformador, 
respectivamente. 

A análise do circuito da Figura 9.38 consiste em determinar I, e L como funções dos 
parâmetros de circuito V, Z, R,,L,,L,,R,,M,Z, e w. Além disso, estamos interessados em 
determinar a impedância do transformador vista a partir dos terminais a,b. Para determinar 
I e L, em primeiro lugar escrevemos as duas equações de corrente de malha que descrevem 
o circuito: 


V,=(Z+R, +joLJL — joML, (9.57) 
0=—joMI, + (R,+jwL, + Z)L. (9.58) 
Para facilitar a manipulação algébrica das equações 9.57 e 9.58, fazemos 


Zn = LHR+HjoL, (9.59) 


s 


Zy = R,+jwL,+2Z,, (9.60) 


em que Z,, é a autoimpedância total da malha que contém o enrolamento primário do trans- 


formador e Z,,, a que contém o enrolamento secundário. Com base na notação apresentada 


22 
nas equações 9.59 e 9.60, as soluções para I, e L, pelas equações 9.57 e 9.58, são 


z 
2 Vo. (9.61) 


L=>.— 
i VATV A) + oM? 
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joM joM 
is =. (9.62) 


b = . 
2 ZuZa + M? Zn 


Para a fonte de tensão interna V,, a impedância aparece como V/I,, ou 


v, ZuZy + wM* M* 
= Zint & = Zy + ; 9.63 
I, int Ps 14 E ( ) 
A impedância nos terminais da fonte é Z,.,— Z, portanto, 

2112 2142 

wM wM 
Zr=>Zu+tos—o—Z=R|j+jwL, 4 ; 9.64 
ab u EAR s 1TJWUL1 (BF jubs Ed) ( ) 


Observe que a impedância Z,, é independente da polaridade magnética do transforma- 
dor. A razão disso é que a indutância mútua aparece na Equação 9.64 como uma quantidade 
ao quadrado. Essa impedância é de particular interesse porque mostra como o transformador 
afeta a impedância da carga vista pela fonte. Sem o transformador, a carga estaria ligada dire- 
tamente à fonte, e esta veria uma impedância de carga de Z,; com o transformador, a carga é 
ligada à fonte por meio dele, e a fonte vê uma versão modificada de Z, ,como mostra o terceiro 
termo da Equação 9.64. 


Impedância refletida 


O terceiro termo da Equação 9.64 é denominado impedância refletida (Z,), porque cor- 
responde à impedância equivalente do enrolamento secundário e da impedância de carga 
transferidos ou refletidos, para o primário do transformador. Observe que a impedância refle- 
tida deve-se exclusivamente à existência da indutância mútua; isto é, se as duas bobinas forem 
desacopladas, M passará a ser igual a zero, assim como Z,,e Z,, será reduzida à autoimpedân- 
cia do enrolamento primário. 

Para analisar a impedância refletida com mais detalhes, em primeiro lugar expressamos a 
impedância da carga em forma retangular: 


Z=Ri+HX, (9.65) 


em que a reatância da carga X, leva consigo o próprio sinal algébrico. Em outras palavras, 
X, será um número positivo se a carga for indutiva, e negativo se ela for capacitiva. Agora, 
usamos a Equação 9.65 para escrever a impedância refletida em forma retangular: 


o w2M? 
R5 + RL + J(wL, Sie X1) 


Zr 


 MA(Ro + Ri) — j(wL, + X1)] 
(R, + Ri) + (ol, + X) 


wM? 
= Zn [(R, + Ri) — j(wL, + X1)]. (9.66) 
2 


A dedução da Equação 9.66 leva em conta o fato de que, quando Z, é escrita em forma 
retangular, a autoimpedância da malha que contém o enrolamento secundário é 


Zn = R,+Ry+j(wWL,+X,). (9.67) 


Circuitos elétricos 


Observe agora que, pela Equação 9.66, a autoimpedância do circuito secundário é refle- 
tida no circuito primário por meio de um fator de escala de (wM/|Z,,|)? e que o sinal do com- 
ponente reativo (wL, + X, ) é invertido. Assim, o transformador linear reflete para o primário 
o conjugado da autoimpedância do circuito secundário (Z>) multiplicado por um fator de 
escala. O Exemplo 9.13 ilustra a análise de correntes de malha para um circuito que contém 
um transformador linear. 


EXEMPLO 9.13 Análise de um transformador linear no domínio da frequência. 


Os parâmetros de certo transformador linear são R|,=200 0,R,=1000,L,=9H,L,=4Hek=0,5. 
O transformador acopla uma impedância, que consiste em um resistor de 800 O em série com um 
capacitor de 1 uF, a uma fonte de tensão senoidal. A fonte de 300 V (rms) tem uma impedância 
interna de 500 + 100 Q e uma frequência de 400 rad/s. 


a) Construa um circuito equivalente do sistema no domínio da frequência. 

b) Calcule a autoimpedância do circuito primário. 

c) Calcule a autoimpedância do circuito secundário. 

d) Calcule a impedância refletida no enrolamento primário. 

e) Calcule o fator de escala para a impedância refletida. 

f) Calcule a impedância vista a partir dos terminais primários do transformador. 
g) Calcule o equivalente de Thévenin em relação aos terminais c,d. 

Solução 


a) A Figura 9.39 mostra o circuito equivalente no domínio da frequência. Observe que a tensão interna 
da fonte serve como fasor de referência e que V, e V, representam as tensões terminais do trans- 
formador. Para construir o circuito da Figura 9.39, fizemos os seguintes cálculos: 


jwL, = j(400)(9) = ;3.6000, 
iwL, = j(400)(4) = ;1.6000, 
M =0,5V(9)(4) = 3H, 


iwM = ;(400)(3) = 1.200 9, 


1 10º 
- = — 2.500 0. 
joC j400 ! 


Figura 9.39 Circuito equivalente no domínio da frequência para o Exemplo 9.13. 


500 O 1000 4 2000 100 O 800 O 


1.200 
ui 
o 


000º v() 


— 2.500 O 


b) A autoimpedância do circuito primário é 
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Z,| = 500 + 100 + 200 + 3.600 = 700 + 3.700 O. 
c) A autoimpedância do circuito secundário é 
Z», = 100 + ;1.600 + 800 — ;2.500 = 900 — 7900 O. 


d) A impedância refletida para o enrolamento primário é 


1.200 


2 
Z, =|) (900 + 900 
(anos) Na 


8 
= q (900 + 5900) = 800 + ;800 9. 


e) O fator de escala pelo qual (Z5») é refletida é 8/9. 


f) A impedância vista a partir dos terminais primários do transformador é a impedância do enrola- 
mento primário mais a impedância refletida; assim, 


Z p= 200 + ;3.600 + 800 + ;800 = 1.000 + 4.400 O. 


d 


g) A tensão de Thévenin será igual ao valor de circuito aberto de V 4, que será igual a [1.200 vezes o 


valor de circuito aberto de I,. O valor de circuito aberto de I, é 


| = 20020º 
1700 + ;3.700 


= 79,67 /—719,29' mA. 
Logo, 
Vrn = 1.200(79,67 /—79,29º) x 10? 
= 95,60 /10,71º V. 


A impedância de Thévenin será igual à impedância do enrolamento secundário mais a impedância 
refletida do primário, quando a fonte de tensão for substituída por um curto-circuito. Assim, 


1.200 
700 + ;3.700I 


= 171,09 + ;1.224260. 


2 
Zm = 100 + ;1.600+ ( ) (700 — ;3.700) 


O equivalente de Thévenin é mostrado na Figura 9.40. 


Figura 9.40 Circuito equivalente de Thévenin para o 
Exemplo 9.13. 


171,09 O 71.224,26 O 
AMA 


INN Oc 
95,60/10,71º (O 
V 


ed 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 4 Saber analisar circuitos que contêm transformadores lineares usando métodos fasoriais. 


9.14 Um transformador linear acopla uma carga, que consiste em um resistor de 360 O em série com um indu- 
tor de 0,25 H a uma fonte de tensão senoidal, como mostra o circuito. A fonte de tensão tem uma impe- 
dância interna de 184 +j0 O e uma tensão máxima de 245,20 V e opera com uma frequência de 800 rad/s. 
Os parâmetros do transformador são R, = 100 O, 


L,=0,5H,R,=400,L,=0,125He k=0,4.Cal- R, ioM 
: E ; ANA Ju 
cule (a) a impedância refletida; (b) a corrente no o |4—a 


primário e (c) a corrente no secundário. , o 13 Euro 
Resposta: (a) 10,24 — ;768 O; 
(b) 0,5 cos(800t — 53,13) A; 
(c) 0,08 cos 800t A. 


. . 
Fonte Transformador d Carga 


NOTA: tente resolver também os problemas 9.76 e 9.77, apresentados no final deste capítulo. 


9.11 O transformador ideal 


Um transformador ideal consiste em dois enrolamentos magneticamente acoplados, com 
N, e N, espiras, respectivamente, que exibem estas propriedades: 


1. O coeficiente de acoplamento é igual à unidade (k = 1). 
A autoindutância de cada enrolamento é infinita (L, = L,=o0). 


3. As perdas nos enrolamentos devidas às resistências parasitas são desprezíveis. 


Para entender o comportamento de transformadores ideais, devemos começar com a 
Equação 9.64, que descreve a impedância nos terminais de uma fonte ligada a um transforma- 
dor linear. Em seguida, repetimos essa equação e a examinamos um pouco mais. 


Trabalhando com valores-limite 


Uma relação útil entre a impedância de entrada e a da carga, como dada por Z,, na Equa- 
ção 9.68, ocorre quando L, e L, tornam-se infinitamente grandes e, ao mesmo tempo, o coefi- 
ciente de acoplamento aproxima-se da unidade: 

212 
wM 
Zoo pos “y 
Zn 
M? 
(Ro + jul, + Z1) 


=Ryi+jwL, + (9.68) 
Transformadores enrolados em núcleos ferromagnéticos podem satisfazer essa condição. 
Ainda que tais transformadores não sejam lineares, podemos obter algumas informações úteis 
construindo um modelo ideal que ignore as não linearidades. 
Para mostrar como Z,, muda quando k=1 e L, e L, aproximam-se do infinito, apresen- 
tamos, em primeiro lugar, a notação 


Lo RR TiloL TA) Ratio 
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e, então, rearranjamos a Equação 9.68: 


wIM?R» z MM? X» 
Epp ao tl e RR 
Rã + Xã% Ro + Xã 

o Ra + IX ap- (9.69) 


Neste ponto, devemos ter cuidado com o coeficiente de j na Equação 9.69, pois, quando 
L,e L, se aproximam do infinito, esse coeficiente torna-se a diferença entre duas quantidades 
grandes. Assim, antes de permitir que L, e L, cresçam, escrevemos o coeficiente como 


(oL)(wL)X» ( wLX ) 
llise =| 


Xr=wL 
li ' Rã + X% Rã + X% 


(9.70) 


em que reconhecemos que, quando k = 1, M? = L,L,. Colocando o termo que multiplica oL, 
sobre um denominador comum, obtemos 


Ri + wL;X + a 
Xa = oLi( ã ; (9.71) 
Ro RA a 
Dividindo o numerador e o denominador por wL,, obtemos 
LX +(Rã+XT)/0L 
Xp 1 1 Los D)/wL, (97) 


E Lo (Ro/wLo)? + [1 + (Xr/wLo)P 


À medida que k se aproxima de 1,0,a razão L,/L, aproxima-se do valor constante (N/N,)?, 
o que decorre das equações 6.54 e 6.55. A razão para isso é que, à medida que o acoplamento 
torna-se extremamente forte, as permeâncias ?, e P, tornam-se iguais. Então, a Equação 9.72 


é reduzida a 
a) 
Xp, |— )] X 9.73 
ab (ms L» ( ) 


quando L, +00, L, > 00€ k > 1,0. 


O mesmo raciocínio leva à simplificação da resistência refletida na Equação 9.69: 


MR» Li, E (9.74) 
Ro +Xo Lo 2 AN) E 
Aplicando os resultados das equações 9.73 e 9.74 à Equação 9.69, obtemos 
MY NY 
Za = Ri + (5) R, + (AL) (Rr + jX1). (9.75) 
No No 


Compare esse resultado com o da Equação 9.68. Aqui, vemos que, quando o coeficiente 
de acoplamento aproxima-se da unidade e as autoindutâncias dos enrolamentos acoplados 
aproximam-se do infinito, o transformador reflete a resistência do enrolamento secundário e a 
impedância da carga para o primário por um fator de escala igual à razão entre o número de 
espiras, (N,/N,), ao quadrado. Daí, podemos descrever o comportamento terminal do trans- 
formador ideal em termos de duas características. A primeira é que a quantidade de volts por 
espira é a mesma para cada enrolamento, ou 
ii 
N 


= Pê 


Ra (9:76) 


A segunda é que a quantidade de ampêre-espira é a mesma para cada enrolamento, ou 


EN = ILN: (9.77) 


Circuitos elétricos 


Somos obrigados a usar o valor absoluto dos termos nas equações 9.76 e 9.77 porque 
ainda não estabelecemos polaridades de referência para as correntes e tensões; em breve, dis- 
cutiremos a eliminação dessa restrição. 

Figura 9.41 Circuitos usados para verificar as relações A Figura 9.41 mostra dois enrolamentos acoplados 
volts por espira e ampére-espira para um magneticamente, sem perdas (R, = R, = 0), e a usamos para 
transformador ideal. demonstrar a validade das equações 9.76 e 9.77. Na Figura 
9.41(a), o enrolamento 2 está aberto; na Figura 9.41(b), o 
enrolamento 2 está em curto. Embora realizemos a análise a 
seguir em termos do funcionamento em regime permanente 
senoidal, os resultados também se aplicam aos valores ins- 
tantâneos de v e i. 


Determinação das relações entre tensões e das 
relações entre correntes 


Observe que na Figura 9.41(a) a tensão nos terminais 
do enrolamento 2 deve-se inteiramente à corrente no enro- 
lamento 1; assim 


V,=joMI, (9.78) 
A corrente no enrolamento 1 é 
Vi 
= ; 9.79 
o (9:79) 
Pelas equações 9.78 e 9.79, 
M 
Ma = Vis (9.80) 
L, 


Para um acoplamento unitário, a indutância mútua é igual a VL,L,, e a Equação 9.80 


torna-se 
V,; = A e V 9.81 
2 I i 1. ( ' ) 


Para um acoplamento unitário, o fluxo que atravessa o enrolamento 1 é igual ao que atra- 
vessa o enrolamento 2, e, portanto, só precisamos de uma permeância para descrever a autoin- 
dutância de cada enrolamento. Assim, a Equação 9.81 torna-se 


NF N 
AR Vi=V 9.82 
2 N2F 1 N, 1 ( ) 


ou 
Relação > Vendo, (9.83) 
entre tensões RALO alo 
para um 
transformador Somando as tensões ao longo do enrolamento em curto da Figura 9.41(b), obtemos 
ideal 
a 0=—joMI, +joLL, (9.84) 


da qual, para k = 1, 


LD O L, [Do No 
= = = =—. 9.85 
LD) VLL, Lo MN (E) 
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A Equação 9.85 é equivalente a 


EN, =LN». (9.86) « Relação entre 
as correntes 
A Figura 9.42 mostra o símbolo de um transformador ideal. As linhas verticais represen- em um 
tam as camadas de material magnético de que os núcleos ferromagnéticos costumam ser feitos. transformador 
Assim, o símbolo nos lembra que os enrolamentos construídos em núcleos ferromagnéticos ideal 


comportam-se de um modo muito parecido com um transformador ideal. 

Há várias razões para isso. O material ferromagnético cria um espaço de 
alta permeância. Assim, grande parte do fluxo magnético fica confinada no inte- 
rior do material do núcleo, estabelecendo forte acoplamento magnético entre 
os enrolamentos que compartilham o mesmo núcleo. Alta permeância também 
significa alta autoindutância porque L = N, F. Por fim, enrolamentos acoplados 
ferromagneticamente transferem potência com eficiência, de um enrolamento 
para o outro. Eficiências acima de 95% são comuns, de tal forma que desprezar 
as perdas não é uma má aproximação para muitas aplicações. 


Figura 9.42 Símbolo para um 
transformador ideal. 


Ideal 


Determinação da polaridade das relações entre tensões e das relações 


entre correntes 


Agora, voltemos à eliminação dos módulos das equações 9.76 e 9.77. Observe que não 
apareceram módulos de grandezas na dedução das equações 9.83 e 9.86. Naquele caso, não 
precisávamos deles, pois tínhamos estabelecido polaridades de referência para tensões e dire- 


ções de referência para correntes. Ademais, conhecíamos os pontos de polaridade magnética 


dos dois enrolamentos acoplados. 


As regras para estabelecer o sinal algébrico adequado às equações 9.76 e 9.77 são as 


seguintes: 


Se ambas as tensões V, e V, forem positivas ou negativas no terminal marcado por pontos, 


use um sinal positivo na Equação 9.76. Caso contrário, use um sinal negativo. 


Se ambas as correntes I, e L estiverem dirigidas para dentro ou para fora do terminal «4 Convenção de 
marcado com pontos, use um sinal negativo na Equação 9.77. Caso contrário, use um pontos para 


sinal positivo. 


Os quatro circuitos mostrados na Figura 9.43 ilustram essas regras. 


transformadores 
ideais 


Figura 9.43 Circuitos que mostram os sinais algébricos adequados para a relação das tensões e a relação das correntes 


terminais de um transformador ideal. 


+ eIN Nle + + elN, N Je + eIN, Nlo + 
V, 1) | e Vo V, ) E Vo Vv, 1) | E Vo 
— Ideal - = Ideal jo — = Ideal = 
Vivo Vim Va Vis Mo 
No N No NM NM, N 
NI = —Nb NA = NL Nk = No 


Circuitos elétricos 


Figura 9.44 Três formas de indicar que a relação entre 


espiras de um transformador ideal é 5. 
N,=500 N = 2500 
+ e e + + e/1:5 + 
“aloe vc dÉ o 
Es Ideal E SE Ideal E 
(a) (b) 


A relação de espiras dos dois enrolamentos é um parâme- 
tro importante do transformador ideal. Ela é definida como 
NyN,ou N/N,; ambas aparecem escritas de várias maneiras. 
Neste livro, usamos a para designar a relação N,/N,, ou 
- M 
= NM 

A Figura 9.44 mostra três maneiras de representar a 
relação entre espiras para um transformador ideal. A Figura 
9.44(a) mostra explicitamente o número de espiras em cada 
enrolamento. A Figura 9.44(b) mostra que a relação N,/N, é 
5 para 1,e a Figura 9.44(c) mostra que a relação N;/N, é 1 
para 1. 

O Exemplo 9.14 ilustra a análise de um circuito que con- 
tém um transformador ideal. 


a 


(9.87) 


EXEMPLO 9.14 Análise do circuito de um transformador ideal no domínio da frequência. 


A impedância da carga ligada ao enrolamento 


secundário do transformador ideal na Figura 


Figura 9.45 Circuito para o Exemplo 9.14. 


9.45 consiste em um resistor de 2375 mO em 0,250 SmH 237,5 mO 


série com um indutor de 125 uH. 


Se a fonte de tensão senoidal (v é) estiver , E 

vV Vs 
gerando a tensão de 2.500 cos 400t V, deter- E . 
mine as expressões de regime permanente 


para: (a) 1; (b) v; (c) ie (d) v;. 


Solução 


VS 10:1 “ 


125 pH 


VAAAS 


Ideall 4 


a) Começamos construindo o circuito equiva- Figura 9.46 Circuito no domínio fasorial para o Exemplo 9.14. 


lente no domínio fasorial. A fonte de tensão 


0250 20 0,2375 O 
a E “01 = INN 
torna-se 2.500 / 0 V;o indutor de 5 mm con ANN I Ea aiga ANN E 
verte-se em uma impedância de j2 0),e o indu- 
tor de 125 uH, em uma impedância de ;0,05 O. Gisa v; V, j0,05 0) 


O circuito equivalente no domínio fasorial é 


mostrado na Figura 9.46. 


Ideal 


Decorre diretamente da Figura 9.46 que 


Visto que 


temos 


2.500/0º = (0,25 + JK + Vi 


V,=10V,= 10[(0,2375 + j0,05)L]. 


L=10I, 


V, = 10(0,2375 + j0,05)101, 


= (23,15 + 5). 
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Portanto, 


2.500/0º = (24 + jk, 


ou 


IL = 100 /—16,26º A. 


Assim, a expressão de regime permanente para i, é 


à, = 100 cos (400 — 16,26º) A. 


b) V; = 2.500/0º — (100 /—16,26º)(0,25 + ;2) 
= 2.500 — 80 — j185 
= 2.420 — 185 = 2.427,06/—4,37º V. 


Daí, 


v, = 2.427,06 cos (400t — 4,37º) V. 


co) L = 101 =1.000/-16,26º A. 


Assim, 


i, = 1.000 cos (4001 — 16,26º) A. 


d) W = 0,1V, = 242,71 /-437º V, 


resultando em 


v, =242,71 cos (400t — 4,37º) V. 


A utilização de um transformador ideal para casamento de impedâncias 


Transformadores ideais também podem ser usados para 
aumentar ou diminuir o nível de impedância de uma carga. 
O circuito mostrado na Figura 9.47 ilustra isso. A impedância 
percebida pela fonte real de tensão (V, em série com Z) é 
V,1,. A tensão e a corrente nos terminais da impedância de 
carga (V, e L) estão relacionadas com V, e I, pela relação 
entre espiras do transformador; assim, 


VE (9.88) 


Figura 9.47 Utilização de um transformador ideal para 
acoplar uma carga a uma fonte. 


“O 


I Lo 

Z — — 
so tUiCa: 
V> 


mas a razão V,/L, é a impedância de carga Z,, portanto a Equação 9.90 torna-se 


ZN = qd 
a 


no 
oelidal 5 
(9.89) 

(9.90) 

(9.91) 


Circuitos elétricos 


Assim, o enrolamento secundário do transformador ideal reflete, para o enrolamento pri- 
mário, a impedância de carga, com o fator de escala 1/a?. 

Observe que o transformador ideal altera o módulo de Z,, mas não seu ângulo de fase. O 
fato de Z,, ser maior ou menor do que Z, depende da relação de espiras, a. 

O transformador ideal — ou sua contraparte real, o transformador de núcleo ferromagné- 
tico — pode ser usado para ajustar o módulo de Z, ao módulo de Z. Discutiremos por que isso 
pode ser desejável no Capítulo 10. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 5 Saber analisar circuitos com transformadores ideais. 


9.15 A tensão da fonte do circuito no domí- 1,5kKQ 


nio fasorial na figura que acompanha pa 
este problema é 25 /0º kV. Deter- 
mine a amplitude e o ângulo de fase de v, E) 
V,eL. 

Resposta: V, = 1.868,15 /142,39º V; 


AMA 
LE 


L = 125 721687" A. 


NOTA: tente resolver também o Problema 9.82, apresentado no final deste capítulo. 


Figura 9.48 Representação gráfica de fasores. 


12/150º 


Como veremos, transformadores ideais são usados para elevar ou abaixar tensões de uma 
fonte para a alimentação de uma carga. Por isso, eles são utilizados amplamente pelas conces- 
sionárias de energia elétrica para reduzir a tensão das linhas de transmissão a níveis seguros 
para uso residencial. 


9.12 Diagramas fasoriais 


Quando usamos o método dos fasores para analisar o funcionamento do regime perma- 
nente senoidal de um circuito, um diagrama dos fasores corrente e tensão pode nos permitir 
maior compreensão do comportamento do circuito. Um diagrama fasorial mostra a magnitude 
e o ângulo de fase de cada grandeza fasorial no plano dos números complexos. Os ângulos de 
fase são medidos em sentido anti-horário em relação ao eixo real positivo e os módulos são 
medidos a partir da origem do sistema de coordenadas. Por exemplo, a Figura 9.48 mostra os 
fasores 10 /30º,12/150º,5/—45º e 8/-—170º. 

Diagramas fasoriais envolvem, de modo geral, correntes 

e tensões. Assim, são necessárias duas escalas, uma para cor- 

rentes e outra para tensões. Localizar fasores no plano dos 

10/30º números complexos pode ser útil para verificar cálculos fei- 
tos em calculadoras de bolso. A calculadora de bolso típica 

não oferece uma cópia impressa dos dados de entrada, mas, 


8 [170º 


quando o ângulo calculado é apresentado no visor, podemos 
compará-lo com a imagem mental que fazemos dele para 
5/-45º verificar se estamos entrando com os valores adequados. 
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Por exemplo, suponha que tenhamos de calcular a forma 
polar de —7 — j3. Sem fazer qualquer cálculo, podemos pre- 
ver um módulo maior do que 7 e um ângulo no terceiro qua- 
drante que é mais negativo do que —135º ou menos positivo 
do que 225º, como ilustrado na Figura 9.49. 


Figura 9.49 O número complexo 


7—j;3 = 7,62 /—156,80º. 


Os exemplos 9.15 e 9.16 ilustram a construção e utili- 
zação de diagramas fasoriais. Usaremos tais diagramas em 
capítulos subsequentes sempre que proporcionarem uma 
percepção adicional do funcionamento do regime perma- 
nente senoidal do circuito que estiver sendo investigado. O 
Problema 9.84 mostra como um diagrama fasorial pode aju- 
dar a explicar o funcionamento de um circuito de desloca- 
mento de fase. 


EXEMPLO 9.15 Utilização de diagramas fasoriais para analisar um circuito. 


No circuito da Figura 9.50, use um diagrama fasorial para determinar o valor de R que fará com que a 
corrente que passa por aquele resistor, ip, fique defasada 45º em relação à corrente da fonte, i, quando 
wv=5 krad/s. 


Solução . a 
. . Figura 9.50 Circuito para o Exemplo 9.15. 
Pela lei das correntes de Kirchhoff, a soma das corren- 
tes Ip, 1, e I, deve ser igual à corrente da fonte, I.. Se + V Vi . | 
E, [6 R 


admitirmos que o ângulo de fase da tensão V, seja . 

l A vm 40,2 mH 800uF £R 
igual a zero, podemos desenhar os fasores associados 

às correntes de cada um dos componentes. O fasor cor- = 

rente associado ao indutor é dado por 


e Vim 200 E 
— 5(5.000)(0,2X 102) — 


I, 


Vm Z —90º > 


ao passo que o fasor corrente associado ao capacitor é dado por 


Vim /0º 
le = — —— = 4Va /90º, 
—j/(5.000)(800 X 109) 


e o fasor corrente associado ao resistor é dado por 


= Ym LO! = Vm (0º. Figura 9.51 Diagrama fasorial para as 
R R correntes da Figura 9.50. 


Esses fasores são mostrados na Figura 9.51. O diagrama fasorial 
também mostra o fasor corrente da fonte, representado por uma 
linha tracejada, que deve ser a soma dos fasores associados às cor- 
rentes dos três componentes do circuito e fazer um ângulo com o 
fasor corrente do resistor de 45º mais positivo. Como se pode ver, 
a soma dos fasores dá origem a um triângulo isósceles, de tal forma 
que o módulo do fasor corrente do resistor deve ser igual a 3V,. 
Por conseguinte, o valor do resistor é 1/3 O. 


Circuitos elétricos 


O circuito da Figura 9.52 tem uma carga que con- 
siste na combinação em paralelo de um resistor e de 
um indutor. Use diagramas fasoriais para estudar o 
efeito da adição de um capacitor aos terminais da 
carga na amplitude de V.,, se ajustarmos V, de modo 
que a amplitude de V, permaneça constante. As con- 
cessionárias de energia elétrica usam essa técnica 
para controlar a queda de tensão em suas linhas. 


Solução 

Começamos supondo capacitância zero nos terminais 
da carga. Depois de construirmos o diagrama fasorial 
para esse caso, podemos adicionar um capacitor e 
estudar seu efeito sobre a amplitude de V,, mantendo 
a amplitude de V, constante. A Figura 9.53 mostra o 
circuito equivalente, no domínio da frequência, do cir- 
cuito apresentado na Figura 9.52. Acrescentamos tam- 
bém os fasores correntes de ramo II e, à Figura 
9.53, para auxiliar a discussão. 

A Figura 9.54 mostra a evolução, etapa por etapa, da 
construção do diagrama fasorial. Não se esqueça de 
que, neste exemplo, não estamos interessados em posi- 
ções e valores específicos dos fasores, mas no efeito 
geral da adição de um capacitor aos terminais da 
carga. Por isso, queremos verificar as posições relati- 
vas dos fasores antes e depois da adição do capacitor. 
Ao se comparar o diagrama fasorial ao circuito mostrado 
na Figura 9.53, pode-se observar os seguintes pontos: 


a) Como estamos mantendo a amplitude da tensão de 
carga constante, escolhemos V, como nossa referên- 
cia. Por conveniência, colocamos esse fasor no eixo 
real positivo. 


b) Sabemos que I, está em fase com V, e que seu 
módulo é |V,|/R,. (No diagrama fasorial, a escala 
dos fasores corrente é independente da escala dos 
fasores tensão.) 


EXEMPLO 9.16 Uso de diagramas fasoriais para analisar efeitos de cargas capacitivas. 


Figura 9.52 Circuito para o Exemplo 9.16. 


Ri L, 
NAAS 2.62%: e 
+ 
(Or VL, R, 1) 
e 


Figura 9.53 Circuito equivalente, no domínio da 
frequência, do circuito da Figura 9.52. 


Rj joL4 
AAA 


«4 
Na 
» 

[8] 
AMA 
A 
E P 
(a 
VAAALS 


| K, 


Figura 9.54 Evolução, etapa por etapa, da construção do 
diagrama fasorial para o circuito da Figura 9.58. 


I 


VL — V 
(1) (2) 
I, I, 
Do Vi V. 
| 
I, I, EA H 
(3) (4) 


joL| 


c) Sabemos que I, está 90º atrasado em relação a V, e que seu módulo é |V |/wL,. 


d) A corrente de linha I é igual à soma de I el,. 


e) A queda de tensão em R, está em fase com a corrente de linha e a queda de tensão em jwL, está 


90º adiantada em relação à corrente de linha. 


f) A tensão na fonte é a soma da tensão na carga e da queda ao longo da linha; isto é, V = V, + 


(Rj +joL 


Observe que o diagrama fasorial completo, mostrado na etapa 6 da Figura 9.54, deixa claras as rela- 


ções entre a amplitude e o ângulo de fase de todas as correntes e tensões da Figura 9.53. 
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Agora, adicionamos o ramo do capacitor, como mos- 7 E o 
Bola, p Figura 9.55 Adição de um capacitor ao circuito mostrado na 


tra a Figura 9.55. Como estamos mantendo V, cons- Figura 9.53. 
tante, construímos o diagrama fasorial para o cir- 


cuito da Figura 9.55 seguindo as mesmas etapas da oa Ei . 

Figura 9.54, exceto que, na etapa 4, incluímos ao dia- Tr dj 

grama a corrente I, do capacitor. Ao fazermos isso, I. (Oy, Vi R pa JoL, po E =" 
está 90º adiantada em relação a V,, sendo sua mag- o Re 

nitude |V, wCI]. A Figura 9.56 mostra o efeito de I. e 


sobre a corrente de linha: a magnitude, bem como o 


ângulo de fase da corrente de linha I, vao de acordo Figura 9.56 Efeito da corrente do capacitor, |,, sobre a corrente 
com as variações na magnitude de I.. A medida que de linha, 1. 


I varia, também variam a magnitude e o ângulo de 


k I. 
fase da queda de tensão ao longo da linha. A medida 


que essa queda varia, a magnitude e o ângulo de V = Ya 
variam. O diagrama fasorial mostrado na Figura 9.57 


ilustra essas observações. Os fasores em linhas trace- E 
b 


jadas representam as correntes e tensões pertinentes 
antes da adição do capacitor. 

Assim, comparar os fasores de I, RI jouL Ie V em | Figura9.57 Efeito da adição de um capacitor ao circuito mostrado 
linhas tracejadas com suas contrapartes em linhas na Figura 9.53, se V, for mantida constante. 
cheias mostra claramente o efeito da adição de € 
ao circuito. Em particular, observe que isso reduz a 
amplitude da tensão da fonte e ainda mantém a ampli- 
tude da tensão da carga. Na prática, esse resultado 


quer dizer que, à medida que a carga aumenta (isto é, 
à medida que I, e I, aumentam), devemos adicionar 
capacitores ao sistema (isto é, aumentar I.) de modo 


que, sob condições de carga pesada, possamos manter 
V, sem aumentar a amplitude da tensão da fonte. 


NOTA: avalie o que você entendeu desse material tentando resolver os problemas 9.83 e 9.84, apresentados no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Um circuito de distribuição residencial 


Vamos retomar o circuito de distribuição residencial apresentado Figura 9.58 Circuito de distribuição. 
no início do capítulo. Modificaremos um pouco o circuito adicionando 


aa Aa —I 10 
uma resistência a cada condutor conectado ao secundário do transfor- = - 5 AM 
mador para simular com exatidão as fiações residenciais. O circuito mo- o I | 
ne E ua 120/0º 20 9 
dificado é mostrado na Figura 9.58. No Problema 9.88, você vai calcular EE Voo L 
as seis correntes de ramo no secundário do transformador de distribui- kV EEN es I 10 031 
E Ea PAL ini o] 
ção e, então, mostrar como calcular a corrente no enrolamento primário. 120/0º | 49 0 
E =.Y 10 K 
NOTA: avalie o que você entendeu desta Perspectiva prática tentando resolver os AM 


problemas 9.87 e 9.88, apresentados no final deste capítulo. a 


Circuitos elétricos 


Resumo 


À equação geral para uma fonte senoidal é 
v=V, cos(wt + 4) (fonte de tensão), 


ou 


i=1, cos(wt + 4) (fonte de corrente), 


em que V, (ou, ) é a amplitude máxima, w é a 
frequência e & é o ângulo de fase. (Seção 9.1.) 


A frequência, w, de uma resposta senoidal é a 
mesma que a frequência da fonte senoidal que 
excita o circuito. Em geral, a amplitude e o 
ângulo de fase da resposta são diferentes dos da 
fonte. (Seção 9.2.) 


A melhor maneira de determinar as tensões e 
correntes de regime permanente em um circuito 
excitado por fontes senoidais é executar a análise 
no domínio da frequência. As seguintes transfor- 
madas matemáticas permitem nossa movimenta- 
ção entre o domínio do tempo e o da frequência. 


A transformada fasorial (do domínio do tempo 
para o domínio da frequência): 


V=Ve'º = FIV, cos(wt + dp). 


A transformada fasorial inversa (do domínio da 
frequência para o domínio do tempo): 


FU Vae? = RiVye Pelo. 
(Seção 9.3.) 


Quando trabalhar com sinais que variam senoi- 
dalmente, lembre-se de que a tensão está 90º 
adiantada em relação à corrente nos termi- 
nais de um indutor e de que a corrente está 90º 
adiantada em relação à tensão nos terminais de 


um capacitor. (Seção 9.4.) 


A impedância (Z) desempenha, no domínio 
da frequência, o mesmo papel que a resistên- 
cia, indutância e capacitância desempenham no 
domínio do tempo. Especificamente, a relação 
entre corrente fasorial e tensão fasorial para 
resistores, indutores e capacitores é 


V-Z, 


em que o sentido de referência para I obedece 
à convenção passiva. A recíproca da impedância 


é a admitância (Y). Portanto, outra maneira de 
expressar a relação entre corrente e tensão para 
resistores, indutores e capacitores no domínio 
da frequência é 

V=I/Y. 


(Seções 9.4 e 9.5.) 


Todas as técnicas de análise de circuitos desen- 
volvidas nos capítulos 2 a 4 para circuitos resisti- 
vos também se aplicam aos circuitos em regime 
permanente senoidal no domínio da frequência. 
Entre essas técnicas estão a LTK, a LCK, asso- 
ciações em série e em paralelo de impedâncias, 
divisão de tensão e corrente, método das ten- 
sões de nó e correntes de malha, transformações 
de fonte e equivalentes de Thévenin e Norton. 


O transformador linear de dois enrolamen- 
tos é um dispositivo de acoplamento composto 
de dois enrolamentos construídos no mesmo 
núcleo não magnético. Impedância refletida é 
a impedância do circuito secundário como per- 
cebida dos terminais do circuito primário ou 
vice-versa. A impedância refletida de um trans- 
formador linear percebida no primário é o con- 
jugado da autoimpedância do circuito secundá- 
rio, aumentada pelo fator de escala (wM/|Z,,|)?. 
(Seção 9.10.) 


O transformador ideal de dois enrolamentos 
é um transformador linear que apresenta as 
seguintes propriedades: acoplamento perfeito 
(k = 1), autoindutância infinita em cada bobina 
(L, = L,= o) e enrolamentos sem perdas (R, = 
R,=0).O comportamento do circuito é coman- 
dado pela relação entre espiras a = N;/N,. Em 
particular, o número de volts por espira é o 
mesmo para cada enrolamento, ou 

Vo 

Ni No 


e a quantidade de ampére-espira é a mesma 
para cada enrolamento, ou 


NA, RS NL. 


(Seção 9.11.) 


Tabela 9.3 Impedância e valores relacionados. 
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Reatância 


Admitância (Y) 


Elemento 


Impedância (Z ) 


Susceptância 


Resistor R (resistência) — G (condutância) — 
Capacitor (wc) —1/wC joC wC 
Indutor JoL wL (—1wL) —1wL 
Problemas 
Seção 9.1 
9.1 — Umacorrente senoidal é dada pela expressão a esquerda, se a expressão para v(t) for 
i= 125 cos (800t + 36,87º) mA. 25 sen 400mt V? 
Determine (a) fem hertz; (b) T'em milissegun- 9.4 Uma tensão senoidal é igual zero em t= 
dos; (c) La (d) i(0); (e) + em graus e radianos; (40/3) ms e aumenta a uma taxa de 7507 V/'s. 
(f) o menor valor positivo de t em que i= 0; e A amplitude máxima da tensão é 50 V. 
(g) o menor valor positivo de t em que dildt=0. a) Qual é a frequência de v em radianos por 
9.2 Desenhe, em um único gráfico, v = 100 cos segundo? 
(wt + 4), em função de wtí, para q = 90º, 45º, b) Qual é a expressão para v? 
0º, —45º e —90º. : 
9.5 Sabe-se que, em t= 5 ms, uma corrente senoi- 
a) Determine se a função tensão desloca- dal é igual zero e está diminuindo. O próximo 
-se para a direita ou para a esquerda à zero da corrente acontece em t=25 ms. Sabe- 
medida que à se torna mais negativo. -se também que a corrente é 50 mA em t=0. 
b) Qual é a direção do deslocamento se à a) Qual é a frequência de i em hertz? 
assa de O para 45º? 
dão dé E id a . idal b) Qual é a expressão para i? 
, de aa poa EqUNY 9.6 Ovalor eficaz da tensão senoidal na tomada 
e DV. de uma residência na Escócia é 240 V. Qual é 
a) Qual é a amplitude máxima da tensão? o valor máximo da tensão na tomada? 
b) Qual é a frequência em hertz? 9.7 Determine o valor eficaz da tensão senoidal 
E e : de um retificador de meia-onda mostrado na 
c) Qual é a frequência em radianos por h 
Figura P9.7 
segundo? 
, Fi P9.7 
d) Qual é o ângulo de fase em radianos? ae 
e) Qual é o ângulo de fase em graus? v v=V, senãT O=<t=T/ 
f) Qual é o período em milissegundos? Um 
g) Qual é a primeira vez, após t = 0, que 
v=0V? t 
Tê 3T/2 
h) A função senoidal é deslocada 5/6 ms 
para a direita ao longo do eixo do tempo. 9.8 —Demonstre que 


Qual é a expressão para v(t)? 


i) Qual é o valor mínimo de milissegundos 
de que a função deve ser deslocada para 


2 


btT 

o Val 
/ V2 cos (wt + p)dt = ; 
to 


Circuitos elétricos 


Seção 9.2 


9.9 


A tensão aplicada ao circuito mostrado na 

Figura 9.5 em t= 0 é 75 cos (4.000t — 60º) V. 

A resistência do circuito é 400 0 e a corrente 

inicial no indutor de 75 mH é igual a zero. 

a) Determine i(t) para t = 0. 

b) Escreva as expressões para as componen- 
tes transitórias e de regime permanente 
de i(t). 

c) Determine o valor numérico de i depois 
de a chave estar fechada por 750 us. 

d) Quais são a amplitude máxima, a fre- 
quência (em radianos por segundo) e 
o ângulo de fase da corrente de regime 
permanente? 

e 


no 


De quantos graus é a defasagem entre a 
tensão e acorrente de regime permanente? 


Seções 9.3-9.4 


9.10 


a) Verifique se a Equação 9.9 é a solução da 
Equação 9.8. Isso pode ser feito substi- 
tuindo-se a Equação 9.9 no lado esquerdo da 
Equação 9.8 e, então, observando se o resul- 
tado é igual ao do lado direito para todos 
os valores de t > 0. Em t=0,a Equação 9.9 
deve reduzir-se ao valor inicial da corrente. 


b) Visto que a componente transitória desa- 
parece com o passar do tempo e que nossa 
solução deve satisfazer a equação diferen- 
cial para todos os valores de t, a compo- 
nente de regime permanente, por si, tam- 
bém deve satisfazer a equação diferencial. 
Verifique essa observação mostrando que 
a componente de regime permanente da 
Equação 9.9 satisfaz a Equação 9.8. 


9.11 


9.12 


9.13 


Use o conceito de fasor para combinar as 
seguintes funções senoidais em uma única 
expressão trigonométrica: 

a) y=30 cos(200t— 160º) +15 cos(200t+ 70º), 
b) y=90 sen(50t— 20º) + 60 cos(200t — 70º), 
c) y=50 cos(5.000t — 60º) + 25 sen(5.000t 
+ 110º) — 75 cos(5.000t — 30º) e 

d) y=10 cos (wt + 30º) + 10 sen wt 

+ 10 cos(wt + 150º). 

Uma tensão senoidal de 400 Hz, com ampli- 


tude máxima de 100 V em t=0, é aplicada aos 

terminais de um indutor. A amplitude máxima 

da corrente de regime permanente no indutor 

é204A. 

a) Qual é a frequência da corrente no 
indutor? 

b) Se o ângulo de fase da tensão for igual a 
zero, qual será o ângulo de fase da corrente? 

c) Qual é a reatância indutiva do indutor? 

d) Qual é a indutância do indutor em 
mili-henrys? 

e) Qual é a impedância do indutor? 

Uma tensão senoidal de 80 kHz tem ângulo 

de fase nulo e amplitude máxima de 25 mV. 

Quando essa tensão é aplicada aos terminais 


9.14 


de um capacitor, a corrente resultante de 

regime permanente tem amplitude máxima 

de 628,32 uA. 

a) Qual é a frequência da corrente em radia- 
nos por segundo? 

b) Qual é o ângulo de fase da corrente? 

c) Qualéareatância capacitiva do capacitor? 


d) Qual é a capacitância do capacitor em 
microfarads? 
e) Qual é a impedância do capacitor? 
As expressões para a tensão e a corrente de 
regime permanente nos terminais do circuito 
da Figura P9.14 são 
uv, =300 cos (5.0007mt + 78º) V, 
i,=6 sen (5.000mt + 123) A. 
a) Qual é a impedância vista pela fonte? 
b) De quantos microssegundos é a defasa- 
gem entre a corrente e a tensão? 


Figura P9.14 


Circuito 


O 


Seções 9.5-9.6 


Capítulo 9 e Análise do regime permanente senoidal 


9.15 
Pspice 
Multisim 


9.16 
Pspice 
Multisim 


9.17 


9.18 


Um resistor de 25 O), um indutor de 50 mH e 
um capacitor de 32 yF estão ligados em série. 
Os elementos ligados em série são energiza- 
dos por uma fonte de tensão senoidal cuja 
tensão é 25 cos (5001 — 60º) V. 


a) Desenhe o circuito equivalente no domí- 
nio da frequência. 


b) Referencie a corrente na direção da ele- 
vação da tensão na fonte e determine o 
fasor corrente. 


c) Determine a expressão de regime perma- 
nente para i(t). 

Um resistor de 25 O e um indutor de 10 mH 
estão ligados em paralelo. Essa combinação tam- 
bém está em paralelo com a combinação em 
série de um resistor de 30 O e um capacitor de 
10 uF. Os três ramos em paralelo são excitados 
por uma fonte de corrente senoidal cuja expres- 
são é 125 sen(2.500t + 60º) A. 


a) Desenhe o circuito equivalente no domí- 
nio da frequência. 


b) Referencie a tensão na fonte de corrente 
como uma elevação no sentido da cor- 
rente da fonte e determine o fasor tensão. 


c) Determine a expressão de regime perma- 
nente para v(1). 
Três ramos com impedâncias de 3 +;4 0,16 — 
j12 O e —j4 O, respectivamente, estão ligados 
em paralelo. Quais são (a) a admitância, (b) a 
condutância e (c) a susceptância (em milissie- 
mens) equivalentes da ligação? (d) Se osramos 
em paralelo forem excitados por uma fonte 
de corrente senoidal em que i=8 cos wt A, 
qual será a amplitude máxima da corrente no 
ramo puramente capacitivo? 
a) Mostre que, a uma dada frequência w, os 
circuitos na Figura P9.18(a) e (b) terão a 
mesma impedância entre os terminais a,b se 


wL5R, R$Ls 


CO R+ oO 2 R+ 93 


1 


b) Determine os valores de resistência e 
indutância que, quando ligados em série, 


9.19 


9.20 


terão a mesma impedância a uma frequên- 
cia de 4 krad/s que a de uma conexão em 
paralelo de um resistor de 5 kQ e de um 
indutor de 1,25 H. 


Figura P9.18 


a 1º 


R; 
R L 
, E: jo 
b J; 
(a) (b) 


a) Mostre que, a uma dada frequência w, os 
circuitos na Figura P9.18(a) e (b) terão a 
mesma impedância entre os terminais a,b 
considerando-se que 
Ri + oi 


 Ri+oLi 
Ro 


R 
á w Ly 


(Sugestão: os dois circuitos terão a 
mesma impedância se tiverem a mesma 
admitância.) 


b) Determine os valores de resistência e 
indutância que, quando ligados em para- 
lelo, terão a mesma impedância a uma 
frequência de 1 krad/s que a de uma cone- 
xão em série de um resistor de 8 kO. e de 
um indutor de 4 H. 

a) Mostre que, a uma dada frequência w, os 
circuitos na Figura P9.20(a) e (b) terão a 
mesma impedância entre os terminais a,b se 


R, 
Ri=02piro 
1 + w“R5C5 
Ei ca 1 + wo2R$C5 
a 


w?R E 


b) Determine os valores de resistência e 
capacitância que, quando ligados em 
série, terão a mesma impedância a uma 
frequência de 40 krad/s que aquela da 
conexão em paralelo de um resistor de 
1.000 Q e de um capacitor de 50 nF. 


Circuitos elétricos 


9.21 


9.22 


Figura P9.20 


R; 


C1 
o 


(a) 


a) 


b) 


a E 


bo 
(b) 


Mostre que, a uma dada frequência w, os 
circuitos na Figura P9.20(a) e (b) terão a 
mesma impedância entre os terminais a,h 

considerando-se que 
1 + o2RICÍ 
Ro SE Jp 
2 2 2, 2 

(69) R,Cj 


C 


Des A 
21 + RIC? 


(Sugestão: os dois circuitos terão a 
mesma impedância se tiverem a mesma 
admitância.) 


Determine os valores de resistência e 
capacitância que, quando ligados em 
paralelo, darão a mesma impedância a 
uma frequência de 50 krad/s que a de 
uma conexão em série de em resistor de 
1 kQ e de um capacitor de 40 nF. 


Determine a impedância Z,, no circuito da 
Figura P9.22. Expresse Z,, em forma polar e 
também em forma retangular. 


Figura P9.22 
o 80 
ae AMA INN e gu 
$100 —20 0 
e 
Zab ca E 
/16 0 40 9 
$ so T —;80 Q 
be 6 


9.23 Determine a admitância Y,, no circuito visto 
na Figura P9.23. Expresse Y,, em forma polar 
e também em forma retangular. Determine o 
valor de Y,, em milissiemens. 


Figura P9.23 
-jI28 O 


ae 
O 
Yp— : 


PRÃO) 
o ;100 


40 


be 


13,6 0 


RA 


6 
ii 


9.24 a) Para o circuito mostrado na Figura P9.24, 


Pspice determine a frequência (em radianos por 
Multisim : Ae cê 4 
segundo) em que a impedância Z,, é pura- 
mente resistiva. 
b) Determine o valor de Z,, na frequência 
determinada no item (a). 
Figura P9.24 
20 uF 
ae If 
ud 400 mH 
be 


9.25 a) Usando os valores dos componentes do 


9.26 


9.27 


b) 


b) 


apêndice H, combine, pelo menos, um 
resistor, um indutor e um capacitor em 
série para criar uma impedância de 300 — 
7400 Q a uma frequência de 10.000 rad/s. 


Em que frequência o circuito da parte (a) 
tem uma impedância que é puramente 
resistiva? 

Usando os valores dos componentes do 
apêndice H, combine, pelo menos, um 
resistor e um indutor em paralelo para 
criar uma impedância de 40 + ;20 O a uma 
frequência de 5.000 rad/s. (Sugestão: use os 
resultados do Problema 9.19.) 


Usando os valores dos componentes do 
apêndice H, combine, pelo menos, um 
resistor e um capacitor em paralelo para 
criar uma impedância de 40 — ;20 O a 
uma frequência de 5.000 rad/s. (Sugestão: 
use o resultado do Problema 9.21.) 

Usando os valores dos componentes do 
apêndice H, determine um único capacitor 


b) 


ou uma rede de capacitores que, quando 
combinados em paralelo com o circuito 
RL do Problema 9.26(a), resulta em uma 
impedância equivalente que é puramente 
resistiva a uma frequência de 5.000 rad/s. 


Usando os valores dos componentes do 
apêndice H, determine um único indutor 
ou uma rede de indutores que, quando 
combinados em paralelo com o circuito RC 
do Problema de 9.26(b), resulta em uma 
impedância equivalente que é puramente 
resistiva a uma frequência de 5.000 rad/s. 


9.28 Determine a expressão de regime permanente 
Pspice para i(t) no circuito da Figura P9.28, se v, = 


Multisim 


80 cos 2.000 V. 
Figura P9.28 
100 nF 
3k0 


Vs 


it) 


500 mH 


9.29 O circuito da Figura P9.29 está em regime 
Pspice permanente senoidal. Determine a expressão 


Multisim 


de regime permanente para v (t), se U 4 =60 


sen 8.000 V. 
Figura P9.29 


3,125 mH 


vo E 500 = SuÊ 


9.30 O circuito da Figura P9.30 está em regime 


Pspice | permanente senoidal. Determine i (1),se v,= 


Multisim 


25 sen 4.000 V. 
Figura P9.30 
50 10 0 
AM AA 


2.5 mH 20 0 >R 12,55 uF 
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9.31 a) Para o circuito mostrado na Figura P9.31, 
Pspice determine a expressão de regime perma- 
MR mente para v,,se i, =25 cos 50.000! mA. 


b) De quantos microssegundos é a defasa- 
gementre v ei Ee 
Figura P9.31 


1000 
MN 


O 4mH ) 80 nF 500 0 Vo 


9.32 Determine I, e Z no circuito da Figura P9.32, 
seW,=25/0 Vel, =37290A. 
Figura P9.32 


ja p. 

VS) $10 so 
e 

Ea + -;30 


40 
& AM 


9.33 Determine o valor de Z no circuito visto na 
Figura P9.33, se VOO — j50 V, I,=30 + 
20AeV,=140+;30V. 


Figura P9.33 


20 O 20 [160 
+—M AM ») 


VELO) so pes OU 


9.34 Determine a expressão de regime permanente 
para v, no circuito da Figura P9.34, se i ne 60 
cos 10.000 mA. 


Figura P9.34 


500 2gF A 


10mH 1000 v 


o 


Circuitos elétricos 


9.35 


9.36 
Pspice 
Multisim 


O circuito mostrado na Figura P9.35 está em 
regime permanente senoidal. Determine o 
valor de w, se 

i,=40 sen (wt+ 21,87) mA, 

v,=40 cos (ot — 15º) V. 
Figura P9.35 


O 


O fasor corrente I, ,no circuito da Figura P9.36, 
é25/0ma. 


600 9 32H 
BA VAVAV INN 


lo 


= Lu 


a) Determine I ,I.e I. 


b) Se w = 1.500 rad/s, determine as expres- 
sões para i (1), i (t) e LE). 
Figura P9.36 


9.37 
Pspice 
Multisim 


9.38 
Pspice 
Multisim 


A frequência da fonte de tensão senoidal no 
circuito da Figura P9.37 é ajustada até que a 
corrente i, fique em fase com v g 


a) Determine a frequência em hertz. 

b) Determine a expressão de regime perma- 
nente para i, (na frequência encontrada 
em [a]), se v,=90 cos wt V. 


Figura P9.37 
500 0 200 O 
MMA AM 
1 
200 mH 


a) A frequência da fonte de tensão no circuito 
na Figura P9.38 é ajustada até que UV y fique 
em fase com i. Qual é o valor de o em 
radianos por segundo? 


b) Se i,=60 cos vt mA (onde w é a frequên- 
cia determinada em [al), qual é a expres- 
são de regime permanente para v ps 


9.39 
Pspice 
Multisim 


9.40 
Pspice 
Multisim 


9.41 


Pspice 
Multisim 


Figura P9.38 
100mH 


INN 


(1) vo) S 4800 po uF  $2000 


+ 


A frequência da fonte de tensão senoidal no 
circuito na Figura P9.39 é ajustada até que i, 
fique em fase com U x 


a) Qual é o valor de w em radianos por 
segundo? 


b) Se v,=15cos wtV (onde w é a frequência 
determinada em [a]), qual é a expressão 
de regime permanente para i a 


Figura P9.39 
1kQ 
BL AA 
ig 
$ 2400 
vg (É 62,5 nF 
10mH 


a) A tensão da fonte no circuito da Figura 
P9.40 é ne 40 cos 1.000 V. Determine os 
valores de L em que i g fica em fase com v, 
quando o circuito estiver em regime 
permanente. 


b) Para os valores de L encontrados em (a), 
determine as expressões de regime per- 
manente para i g 


8 


Figura P9.40 
5009 HE 
AM IC 


2.500 0, jr 


O circuito da Figura P9.41 está em regime 
permanente senoidal. O capacitor é ajustado 
até que a corrente i a fique em fase com a ten- 
são senoidal v,. 


a) Especifique a capacitância em microfa- 
rads, se v = 80 cos 5.000t V. 
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b) Calcule a expressão de regime perma- 
nente para i, quando C€ tiver o valor 
determinado em (a). 


9.42 Determine Z,, para o circuito mostrado na 
Figura P9.42. 


Figura P9.42 


Figura P9.41 
C 
800 mH é Ra 
To 20 QuE ) A 


10k09 


AM 
“O 


e bd 
a b 
Seção 9.7 
9.43 A fonte de tensão senoidalno circuito da Figura Figura P9.45 
P9.43 fornece uma tensão de 50 sen 400% V. —;400 O 
a) Determine a tensão de Thévenin em rela- | ( Ee 
ção aos terminais a,b. 
b) Determine a impedância de Thévenin em 120,0 ma) dd 500 0 
relação aos terminais a,b. 7150 O 
NAM ob 


c) Desenhe o equivalente de Thévenin. 


Figura P9.43 9.46 Determine o circuito equivalente de Norton 


320 0 em relação aos terminais a,b no circuito da 
AM .a l 
Figura P9.46. 
u(O) 3125 uF dai Figura P9.46 
il e ea 
eb 
-20 058 $409 
20 O 
9.44 Use transformações de fonte para deter- T My bÁ 
minar o circuito equivalente de Norton em 
relação aos terminais a,b para o circuito da We qua O pao 
Figura P9.44. 
' + eb 
Figura P9.44 
300 —;30 0 a nun ; 
J 9.47 O dispositivo na Figura P9.47 é representado 
| ( a no domínio da frequência por um equiva- 


lente de Thévenin. Quando um resistor, com 
uma impedância de 200 O, é ligado ao dis- 
positivo, o valor de I, torna-se (—150 +j150) 
ob mA. Quando um indutor, com uma impedân- 
cia de [200 O, é ligado ao dispositivo, o valor 


180/90º (D) 150 


9.45 Use transformações de fonte para determinar 
o circuito equivalente de Thévenin em relação 
aos terminais a,b para o circuito da Figura P9.45. 


de V, torna-se (—40 —j40) V. Determine a 
tensão de Thévenin V,, e a impedância de 
Thévenin Z,,. 


Circuitos elétricos 


Figura P9.47 


e 
Il | 


Dispositivo Vo 


9.48 Determine o equivalente de Norton em relação 
aos terminais a,b no circuito da Figura P9.48. 


Figura P9.48 


100 E 


a 
l E , I 
(—40 + ;40) V () 19 =;10 O 
l eb 


9.49 Determine o circuito equivalente de Thévenin 


em relação aos terminais a,b para o circuito 


da Figura P9.49. 
Figura P9.49 
200 1100 50 O 
AMOR AM ea 


L 
ES 


9.50 Determine o circuito equivalente de Norton 


0,03V, =/100 0 


250/00º V (O 


em relação aos terminais a,b para o circuito 
da Figura P9.50 quando V, = 5/0" V. 


Figura P9.50 
200 O Es 
AMA | ( ea 
ESA + 
V, (O V, 88L, 10 0 V, 
5 e 
ob 


9.51 O circuito da Figura P9.51 está funcionando 
a uma frequência de 10 rad/s. Suponha que 
a seja real e esteja entre —10 e + 10, isto é, 


—10<=a<=1o. 


9.52 


9.53 


a) Determine o valor de a de modo que a 
impedância de Thévenin vista a partir dos 
terminais a,b seja puramente resistiva. 


b) Qual é o valor da impedância de Théve- 
nin para o « determinado em (a)? 


c) Pode-se ajustar a de modo que a impedân- 
cia de Thévenin seja igual a 500 — [500 02 
Se for possível, qual será o valor de a? 


d) Para quais valores de « a impedância de 
Thévenin será indutiva? 


Figura P9.51 
100 uF 
ae E | ( 
va SIkKO On 
be E 


Determine Z,, no circuito da Figura P9.52 
quando o circuito está funcionando a uma fre- 
quência de 100 krad/s. 


Figura P9.52 
400 nF Sia 
a —<L> 
600 uH is1$300 


be 


Determine a impedância de Thévenin vista 
a partir dos terminais a,b do circuito da 
Figura P9.53, se a frequência de operação for 
(25/m) kHz. 


Figura P9.53 
2,5 nF 39in 5nF 

2,4k0 
ae <A 


Ia 


Seção 9.8 
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9.54 Use o método das tensões de nó para deter- 
minar V, no circuito da Figura P9.54. 


Figura P9.54 
1/10 O ;10 0 
INN INN PY 
+ 
240/0º V (O 500 V, 30 0 
. 


9.55 Use o método das tensões de nó para determi- 
nar a tensão fasorial V q NO circuito da Figura 


P9.55. 
Figura P9.55 
—j4 0 
( 
“so! nas 
+ ms 


ZRO li (O 20/90º V 


9.56 Use o método das tensões de nó para deter- 
Pspice minar a expressão de regime permanente para 
Multisim . E E . : 
i, NO circuito visto na Figura P9.56, se 1, —5 


cos 2.500 A e v, = 20 cos (2.500t + 90º) V. 
Figura P9.56 


100 uF 


Seção 9.9 


9.57 Use o método das tensões de nó para deter- 
Pspice minar a expressão de regime permanente para 
na v,(t) no circuito da Figura P9.57 se 
V,| =25 sen (400t + 143,13º) V, 
VU, = 18,03 cos (400t + 33,69º) V. 
Figura P9.57 
50 uE 50 mH 
IC dáia 
+ 
7 v, É 1500 va 
9.58 Use o método das tensões de nó para deter- 


minar o fasor tensão V, no circuito da Figura 
P9.58. Expresse a tensão nas formas polar e 


retangular. 
Figura P9.58 
+ 
740 
h| =;8 O Vo$50 (1) 10+j10 
241 


9.59 Use o método das tensões de nó para deter- 
minar Ve I, no circuito da Figura P9.59. 


Figura P9.59 
;25 O 
T (Yo ii 


WE $500Voz= 50 


4º 


6+j13 mAg 50 O 


9.60 Use o método das correntes de malha para 


determinar o fasor corrente I q NO circuito da 
Figura P9.55. 


9.61 Use o método das correntes de malha para 
determinar a expressão de regime perma- 


nente para v (1) no circuito da Figura P9.57, 


393 


Circuitos elétricos 


9.62 Use o método das correntes de malha para 


9.63 


determinar as correntes de ramo LL, I.el, 
no circuito da Figura P9.62. 


Figura P9.62 
1/0º A 
L— 50 
e AA à À 
=;1 0 710 
e IT: IVA + 
PR K 
la, 10 Ou v 


Use o método das correntes de malha para 
determinar a expressão de regime permanente 
para v (t) no circuito da Figura P9.63, se 
v,— 18 sen 4.000t V, 
v, — 12 cos 4.000t V. 


Seções 9.5 a 9.9 


Figura P9.63 
625 nF 1000 
H— AM 
Va (O Vo 25 mH (O) vb 


9.64 Use o método das correntes de malha para 


Pspice 
Multisim 


determinar a expressão de regime perma- 
nente para v, no circuito da Figura P9.64, se 
UV, for igual a 75 cos 5.000t V. 


O 


Figura P9.64 
in 4 pF 4mH 
SA fo — o 
110mH 4 


9.65 
Pspice 
Multisim 


9.66 
Pspice 
Multisim 


Use o conceito da divisão de tensão para 
determinar a expressão de regime perma- 
nente para v (t) no circuito da Figura P9.65, 
se v, = 120 cos 100.000% V. 


Figura P9.65 
12k0 3:125nF 80 mH 
AMA, e aaa: 
+ 
Vg O fi $ 24k0 
e 


Use o conceito da divisão de corrente para 


determinar a expressão de regime perma- 
nente para i, no circuito da Figura P9.66, se 
= 60 cos 250t mA. 


Figura P9.66 


1000 


800 mH 


9.67 No circuito da Figura P9.67 suponha que 


9.68 


v, = 20 cos(2.000t — 36,87º) V, 
v, = 10 cos(5.000t + 16,26º) V. 

a) Qual é a técnica de análise de circuitos que 
deve ser utilizada para determinar a expres- 
são de regime permanente para v (1)? 

b) Determine a expressão de regime perma- 
nente para v (1). 


Figura P9.67 
imH E E 
INNNA 


“(O vo $ 10 0 


(Dr 


No circuito da Figura P9.63, suponha que 
v, = 10 cos 16.000t V, 
v, — 20 cos 4.000t V. 


a) Qual é a técnica de análise de circuitos que 


deve ser utilizada para determinar a expres- 
são de regime permanente para i (1)? 

b) Determine a expressão de regime perma- 
nente para i (1). 


9.69 
Pspice 
Multisim 


A fonte de tensão senoidal no circuito mos- 
trado na Figura P9.69 está gerando a tensão 
VU, = 20 cos 5.000t V. Se o amp op for ideal, 
qual será a expressão de regime permanente 
para v,(t)? 


Figura P9.69 
400 0 400 0 
AM AM 


Vg O) 0,5 uF 
v v 
9.70 O capacitor de 0,5 uF no circuito visto na 
Pspice Figura P9.69 é substituído por um capacitor 
Mim variável. O capacitor é ajustado até que a ten- 
são de saída esteja 135º adiantada em relação 
à tensão de entrada. 
a) Determine o valor de C em microfarads. 
b) Escreva a expressão de regime perma- 
nente para v (t), quando C tiver o valor 
determinado em (a). 
9.71. O amp op no circuito da Figura P9.71 é ideal. 
Via a) Determine a expressão de regime perma- 


nente para v (1). 
b) De quanto pode ser a amplitude de v 
antes que o amplificador sature? 


Figura P9.71 


8 


| 


Lo F$40k0 
80 kQ 10V lê P 
ANA, E 
e 
+ 
80 kQ E “10V 

(O) $20k0 vo 
vg = 25 cos 50.000tV . — 

v v v 


Seção 9.10 


27kQ 


Capítulo 9 e Análise do regime permanente senoidal 


9.72 


Pspice 
Multisim 


O amp op no circuito visto na Figura P9.72 é 
ideal. Determine a expressão de regime per- 
manente para v (t) quando v ;=2cos 10% V. 


Figura P9.72 
100 kO 
ANN 
10 pF 
IC t 
5kQ 20kK0 5V 
NAAS —AM—— 
+ 
EIIe —5V 
>= 100 pF vo $40k0 
v v v = v 


9.73 O amplificador operacional no circuito mos- 


Pspice 
Multisim 


trado na Figura P9.73 é ideal. A tensão da 
fonte senoidal ideal é v ; =30 cos 10% V. 


a) Qual é o menor valor que €, pode alcan- 
çar antes de a tensão de saída de regime 
permanente não ter mais uma forma de 
onda puramente senoidal? 


b) Escreva a expressão de regime perma- 
nente para v, usando o valor de C, deter- 


minado em (a). 


Figura P9.73 


9.74 O valor de k no circuito da Figura P9.74 é 


ajustado de modo que Z , seja puramente 


resistiva quando wo =4 krad/s. Determine Z,.. 


Figura P9.74 
20 0 50 
as AM AM 
el -o|o 
12,5 mA) 3s mH >= 12,5 uF 
be 
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9.75 Para o circuito da Figura P9.75, determine o 
circuito equivalente de Thévenin em relação 
aos terminais c,d. 


Figura P9.75 


5 O ;20 O 


ed 


9.76 a) Determine as expressões de regime perma- 


no nente para as correntes i e i, no circuito da 
tisi 5 
nai Figura P9.76, quando v = 168 cos 800t V. 
b) Determine o coeficiente de acoplamento. 
c) Determine a energia armazenada nos 
enrolamentos magneticamente acopla- 
dos em t= 6257 use t=1.2507 us. 
Figura P9.76 
Era 100 mH 
lg Ip 
vg 100 mH 400 mH $ 2409 
o 
9.77. A fonte de tensão senoidal no circuito visto 
Pspice na Figura P9.77 está funcionando a uma 
Multisim 
Seção 9.11 


frequência de 200 krad/s. O coeficiente de aco- 

plamento é ajustado até que o valor de pico 

de i, seja máximo. 

a) Qual é o valor de k? 

b) Se v,=560 cos(2 X 10º) V, qual é a ampli- 
tude máxima de i,? 


Figura P9.77 
150 09 500 1000 2000 
AN —O—AMA— k AMA —O—AM, 
(O) 1 mH) 3a mH >= 12,5 nF 
nd e 


9.78 A combinação em série de um resistor de 60 O 
e um indutor de 50 mH está ligada a uma fonte 
de tensão senoidal por meio de um transfor- 
mador linear. A fonte está funcionando a uma 
frequência de 400 rad/s. Nessa frequência, a 
impedância interna da fonte é (10+12,75) O. 
O valor eficaz da tensão nos terminais da 
fonte é 75 V. Os parâmetros do transformador 
linear são R =8,340,L,=90mH,R,=100 0, 
L,=250mHe M= 135 mH. 

a) Qual é o valor da impedância refletida no 
primário? 

b) Qual é o valor da impedância vista a par- 
tir dos terminais da fonte prática? 


9.79 À primeira vista pode parecer, pela Equação 


9.69, que uma carga indutiva poderia fazer 
com que a reatância vista a partir dos ter- 
minais do primário (isto é, X,,) parecesse 
capacitiva. No entanto, por intuição, sabemos 
que isso é impossível. Mostre que X,, nunca 
poderá ser negativa, se X, for uma reatância 
indutiva. 
9.80 a) Mostre que a impedância vista a partir dos 
terminais a,b do circuito na Figura P9.80 é 
dada pela expressão 


b) Mostre que, se a polaridade do terminal 
de qualquer um dos enrolamentos for 


invertida, 
Zab — (1 — 2) z 
ab N L 
Figura P9.80 
ae 
o 
N 
I E 
d 
Zap — E + º 
Il 
In 
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9.81 a) Mostre que a impedância vista a partir dos Figura P9.81 
terminais a,b, do circuito na Figura P9.81, O) 
é dada pela expressão Ni hr 
Z d 
Lab = (1 My a e : 
1 
N Zap— No3 ||! 
b) Mostre que, se a polaridade dos termi- be 
nais de qualquer um dos enrolamentos ) j e o 
. E 9.82 Determine a impedância Z,, no circuito da 
for invertida, . ab 
” Figura P9.82, se Z, = 200/—45º O. 
Zw= E = Figura P9.82 
1 
= ) ae º 
N e |501 |o e | 1:20 | 
Ideal Ideal| 6 | 
be e 
Seção 9.12 
9.83 Usando um diagrama fasorial, mostre o que mínima. Qual será a reatância capacitiva? 
Pspice | acontece ao módulo e ao ângulo de fase da Qual será o valor de V,? 
Multisim a . . : q 
tensão v, no circuito da Figura P9.83, à l a ds 
; Q . ida c) Determine o valor da reatância capacitiva 
medida que R, varia de zero até o infinito. que mantém a magnitude de I a menor 
A amplitude e o ângulo de fase da tensão ; 
: possível e que, ao mesmo tempo, faça 
na fonte são mantidos constantes, enquanto 
R, varia. IV l=|V,|=240V. 
Figura P9.83 9.85 a) Para o circuito mostrado na Figura P9.85, 
R calcule V e V,. 
e AMA bd E . 
+ E Rj + b) Construa um diagrama fasorial para mos- 
NR a Tê is trar a relação entre V,, V, e a tensão de 
carga de 240/0º V. 
* md á c) Repita as partes (a) e (b), considerando 
Es que a tensão da carga permaneça cons- 
tante em 240/0º V, quando uma reatân- 
9.84 Os parâmetros do circuito mostrado na Figura cia capacitiva de — OQ é ligada aos termi- 
9.53 são R,=0,1 0,wL -080,R,=24 0, nais da carga. 
wL,=32 De V,=—240 +j0V. Figura P9.85 
a) Calcule o fasor tensão V. E v; pa 
AM —s 
b) Ligue um capacitor em paralelo com o + 010 0,80 + | 
indutor, mantenha V, constante e ajuste V, 240/0º V$8 O 37 60 —;5077: 


o capacitor até que a magnitude de I seja 


Circuitos elétricos 


Seções 9.1 a 9.12 


9.86 Como engenheiro formado, pode ser que c) Explique por que o relógio e o televisor 


você tenha a oportunidade de trabalhar como 
perito em ações judiciais que envolvam danos 
à propriedade ou a pessoas. Como um exem- 
plo desse tipo de problema, para o qual sua 
opinião profissional pode ser solicitada, leve 
em conta o seguinte evento. Ao final de um 
dia de trabalho no campo, um fazendeiro 
volta à sede da fazenda, verifica o galpão de 
confinamento de suínos e percebe, para sua 
consternação, que os animais estão mortos. 
Verificou-se que a origem do problema foi a 
queima de um fusível, que provocou a parada 


não foram afetados pelo curto-circuito 
momentâneo que queimou o fusível A. 


d) Suponha que o motor do ventilador esteja 
equipado com um disjuntor termoelé- 
trico projetado para interromper o cir- 
cuito do motor, se a corrente no motor 
tornar-se excessiva. Você esperaria que o 
disjuntor funcionasse? Explique. 


e) Explique por que o fusível B não queima 
quando o motor do ventilador para. 


Figura P9.86 


do motor de um ventilador de 240 V.A falta de Fusível A (100 A) 30 A 

ventilação resultou na morte dos animais por a a t se Ra 

asfixia. O fusível queimado está localizadono +, /0º/ momentâneo L | $ 6 RR 
quadro geral, a partir do qualtoda a fazenda V quenmã o 1 Q15 A | 840 | 

é alimentada. Antes de pagar a indenização, a E | | 
companhia seguradora quer saber se os circui- $ 20 | 16,30 di 
tos elétricos da fazenda estavam funcionando 6 Is | | Ê 
adequadamente. Os advogados da seguradora E Q TA | Motordo 
estão intrigados porque a esposa do fazen- e Ns — e ventilador 

Fusível B (100 A) 


deiro, que estava em casa no dia do acidente, 
convalescendo-se de uma pequena cirurgia, 
assistiu à televisão durante a tarde. Além disso, 
quando ela foi até a cozinha para preparar o 
jantar, o relógio elétrico indicava a hora certa. 
Os advogados contrataram você para explicar 
(1) por que o relógio elétrico da cozinha e o 


9.87 


Perspectiva 
Prática 


9.88 


Perspectiva 


a) Calcule as correntes de ramo I —I, no cir- 
cuito da Figura P9.58. 
b) Determine a corrente no primário, I z 


Suponha que a resistência de 40 O,no circuito 
de distribuição da Figura P9.58, seja substitu- 


aparelho de televisão da sala de estar continu- E (ca por uma resistência de 20 O. 

aram funcionando após a queima do fusível a) Calcule novamente a corrente de ramo 

nachave gerale (2) por que o segundo fusível da no resistor de 2 Q,L. 

chave geral não queimou após a parada do o 
: . : b) Calcule novamente a corrente no primá- 

motor do ventilador. Após averiguar as cargas o 

existentes no circuito trifásico de distribuição it 

antes da interrupção do fusível A, você tem c) Tomando suas respostas como base, é 

condições de desenhar o modelo de circuito desejável que a resistência das duas car- 

mostrado na Figura P9.86. As impedâncias gas de 120 V seja igual? 

dos condutores são consideradas desprezíveis. 9.89 Um circuito residencial é mostrado na Figura 

a) Calcule as correntes de ramo LI, L, L, L, Dera P9.89. Nesse modelo, o resistor R, é usado 


Ie I, antes da queima do fusível A. 


b) Calcule as correntes de ramo após a 
queima do fusível A. Suponha que o 
motor que parou comporte-se como um 
curto-circuito. 


para modelar um eletrodoméstico que fun- 
ciona em 250 V (por exemplo, um forno elé- 
trico), e os resistores R, e R,são usados para 
modelar eletrodomésticos que funcionam em 
125 V (por exemplo, uma lâmpada, uma 
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torradeira e um ferro elétrico). Os ramos que possa ser interrompido enquanto os con- 
conduzem 1, e L, estão modelando o que os dutores “vivos” continuam energizados. 
eletricistas chamam de condutores “vivos” do Figura P9.89 
circuito, e o ramo que transporta I está mode- 
lando o condutor neutro. Nossa finalidade, ao AM OS A 
ds caa da dê ed as *+ 0020 0020 iã Ei 
analisar o circuito, é mostrar a importância , 
do condutor neutro para o funcionamento Teo y Vig Ri 
ga q a : o. 0,03 O o 
Saco do circuito. Escolha o método para 14/0º vi) | a : Rs êV; 
analisá-lo. se 0,030 =«—n x 
ca o 
aÃ 125/0º V 
a) Mostre que I é iguala zero, se R,=R,. VogRo 
E - 0020  j0,020 a E 
b) Mostre que V =V,,seR =R.. RR RS o e 


c) Interrompa o ramo neutro e calcule V, e 


Voyse R,=40 0,R,=4000 e R;=8 O. 9.90 a) Determine a corrente no primário, 1,, para 


d) Torne a ligar o condutor neutro e repita (c). Perspectiva (c) e (d) no Problema 9.89. 
Prática 
e) Tomando seus cálculos como base, expli- b) Suas respostas fazem sentido em termos 
que por que nunca se colocam fusíveis no do comportamento conhecido de circui- 


condutor neutro de tal maneira que ele tos elétricos? 


Capítulo 


Cálculos de 
potência em regime 
permanente senoidal 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


10.1 Potência instantânea 10.4 Potência complexa 
10.2 Potência média e potência reativa 10.5 Cálculos de potência 
10.3 Valor eficaz e cálculos de potência 10.6 Máxima transferência de potência 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 
1. Entender os seguintes conceitos de potência em circuitos ca, as relações entre eles e como calculá-los em um 
circuito: 


e potência instantânea; 
e potência média (ativa); 
e potência reativa; 
e potência complexa; e 
e fator de potência. 
2. Entender a condição para máxima potência ativa fornecida a uma carga em um circuito ca e saber calcular a impe- 
dância de carga necessária para fornecer a máxima potência ativa à carga. 
3. Saber calcular todas as formas de potência em circuitos ca com transformadores lineares e transformadores ideais. 


A eletrotécnica evoluiu para uma das mais importantes subdisciplinas da engenharia elétrica. A gama de pro- 
blemas que trata do fornecimento de energia elétrica para produzir trabalho é considerável, desde determinar a potência 
nominal para o funcionamento seguro e eficiente de um eletrodoméstico até o projeto de vastos conjuntos de geradores, 
transformadores e linhas de transmissão que fornecem energia elétrica a consumidores residenciais e industriais. 

Praticamente toda energia elétrica é fornecida sob a forma de tensões e correntes senoidais. Por isso, após a 
discussão de circuitos em regime senoidal apresentada no Capítulo 9, agora parece apropriado analisar os cálculos 
de potência em regime permanente senoidal. Nosso principal interesse é a potência média fornecida ou recebida 
por um par de terminais como resultado de tensões e correntes senoidais. Outras grandezas, como potência reativa, 
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potência complexa e potência aparente também serão abordadas. O conceito do valor eficaz de uma senoide, 
introduzido brevemente no Capítulo 9, é bastante pertinente para os cálculos de potência. 

Começamos e terminamos este capítulo com dois conceitos que você deve conhecer muito bem de 
capítulos anteriores: a equação básica para potência (Seção 10.1) e a máxima transferência de potência 
(Seção 10.6). Entre um e outro, discutimos os processos gerais para analisar a potência, que você também 
deve conhecer muito bem pelo estudo dos capítulos 1 e 4, embora neste capítulo sejam necessárias algumas 
técnicas matemáticas para lidar com sinais senoidais, em vez de sinais cc. 


Perspectiva prática 


Energia vampira 


No Capítulo 9, calculamos tensões e correntes de regime permanente em circuitos elétricos excitados por fontes senoidais. 
Neste capítulo, analisamos a potência em tais circuitos. As técnicas que desenvolvemos são úteis para analisar muitos dos equi- 
pamentos elétricos que encontramos diariamente, porque fontes senoidais são os meios predominantes para o fornecimento de 
energia elétrica. 

Mesmo quando não estamos usando muitos dos aparelhos elétricos comumente encontrados em nossas casas, escolas 
e empresas, eles ainda podem estar consumindo energia. Essa energia em stand-by pode ser usada para alimentar um relógio 
interno, carregar baterias, exibir as horas e outras quantidades, monitorar a temperatura e outras medidas ambientais ou captar 
sinais. Aparelhos como forno de micro-ondas, DVR (gravadores digitais de vídeo), televisor, controle remoto e computador con- 
somem energia quando não estão em uso. 

Os adaptadores ca usados para carregar muitos dispositivos portáteis são uma fonte comum de energia em stand-by. 
Mesmo quando o aparelho está desconectado do adaptador, este poderá continuar a consumir energia, se estiver conectado à 
tomada na parede. Os dois pinos no plugue do adaptador lembram dentes de vampiro, por isso essa energia em stand-by ficou 
conhecida como “energia vampira”. É a energia consumida mesmo enquanto dormimos. 

Quanta energia vampira é utilizada pelos aparelhos elétricos em nossa casa ao longo de um ano? Existe um meio de reduzir 
ou eliminar a energia vampira? Essas questões serão exploradas no exemplo da Perspectiva prática e nos problemas no final do 
capítulo. 


borissos / fotolia katalinks / fotolia 


magraphics.eu / fotolia 


Circuitos elétricos 


10.1 Potência instantânea 


Começamos nossa análise sobre a potência de circuitos em regime permanente senoidal 
com o conhecido circuito da Figura 10.1. Nesse circuito, v e i são sinais senoidais de regime 
permanente. Usando a convenção passiva, a potência em qualquer instante de tempo é 


p= vi. (10.1) 
Figura 10.1 Representação, em forma de Essa é a potência instantânea. Lembre-se de que, se o sentido de 
caixa preta, de um circuito usado referência da corrente estiver no sentido da elevação de tensão, a Equa- 


ara calcular potência. E : . . A a paid A 
P P ção 10.1 deve ser escrita com um sinal negativo. A potência instantânea 


i será medida em watts quando a tensão estiver em volts e a corrente, em 


re ampêres. Em primeiro lugar, escrevemos expressões para v e i: 
v 
- v=V, cos (wt +60 ), (10.2) 
———1—s 
i=1, cos (wt+ 0), (10.3) 


em que 6, é o ângulo de fase da tensão e 6, é o ângulo de fase da corrente. 

Como estamos no regime permanente senoidal, podemos escolher qualquer referência 
conveniente de ângulo para t = 0. Engenheiros que projetam sistemas capazes de transferir 
grandes blocos de energia preferem usar como origem da contagem do tempo o instante em 
que a corrente está passando por um máximo positivo. Esse sistema de referência exige um 
deslocamento de 0, para ambas, tensão e corrente. Assim, as equações 10.2 e 10.3 tornam-se 


v=V cos (wi +90, —0), (10.4) 


i=I, COS wi. (10.5) 


Quando substituímos as equações 10.4 e 10.5 na Equação 10.1, a expressão para a potên- 
cia instantânea torna-se 


p= Voln Cos (wt+0, — 0) cos wt. (10.6) 


mm 


Poderíamos usar a Equação 10.6 diretamente para determinar a potência média; contudo, 
com a simples aplicação de algumas identidades trigonométricas, podemos colocar a Equação 
10.6 em uma forma muito mais informativa. 


Começamos com a identidade trigonométrica! 


cosa cos 8 = edita B) + >cos (a + B) 


2 


para expandir a Equação 10.6; considerando a = wt + 0 — 0,e B = wt, temos 


Vin Vimlm 
p= e cos (0, — 0;) + — cos (Quwt + 0, — 05). (10.7) 
Agora, usamos a identidade trigonométrica 


cos (a + B)=cosacos B— sen a sen B 


1 Veja o item 8 do Apêndice F. 


Capítulo 10 e Cálculos de potência em regime permanente senoidal 4083 


para expandir o segundo termo do lado direito da Equação 10.7, o que resulta em 


Val, Val, 
p= cos (6, — 6) + — cos (6, — 6;) cos Zwt 
mm 
— sen(0, — 0;) sen2Zwt. 
2 (10.8) 


A Figura 10.2 retrata uma relação representativa entre v, i e p, assumindo-se 0, = 60º e 
0, = 0º. Pode-se ver que a frequência da potência instantânea é o dobro da frequência da 
tensão ou corrente. Essa observação também decorre diretamente do segundo e do terceiro 
termo do lado direito da Equação 10.8. Por conseguinte, a potência instantânea passa por dois 
ciclos completos para cada ciclo da tensão ou corrente. Observe também que a potência ins- 
tantânea pode ser negativa em parte do ciclo, ainda que a rede ligada aos terminais seja pas- 
siva. Em uma rede completamente passiva, a potência negativa implica que a energia armaze- 
nada nos indutores ou capacitores está sendo extraída. O fato de a potência instantânea variar 
ao longo do tempo para um circuito em regime permanente senoidal explica por que alguns 
equipamentos acionados por motor (como os refrigeradores) vibram e exigem suportes amor- 
tecedores para evitar a vibração excessiva. 

Agora estamos prontos para usar a Equação 10.8 para determinar a potência média 
nos terminais do circuito da Figura 10.1 e, ao mesmo tempo, apresentar o conceito de 
potência reativa. 


Figura 10.2 Potência instantânea, tensão e corrente em função de «wt para um circuito em regime permanente senoidal. 


wt 
(radianos) 


10.2 Potência média e potência reativa 


Começamos observando que a Equação 10.8 tem três termos, que podemos reescrever da 
seguinte forma: 


p=P+Pcos 2wt— O sen 2wt, (10.9) 


Potência D 


Circuitos elétricos 


média (ativa) 


Potência D 


Figura 10.3 Potência ativa instantânea e potência média 
para um circuito puramente resistivo. 


Potência instantânea e 
potência média (W) 


reativa 


2,0 


15 


em que 
Vai: 
P mim cos (8, 0), (10.10) 
dl 
2 mim se (9, 0). (10.11) 


P é denominada potência média e O, potência reativa. A potência média também é deno- 
minada potência ativa, porque descreve a potência que é convertida de uma forma elétrica 
para uma não elétrica. Embora os dois termos sejam intercambiáveis, neste livro usaremos, de 
preferência, o termo potência média. 

É fácil ver por que P é denominada potência média. A potência média associada a sinais 
senoidais é a média das potências instantâneas durante um período ou, em forma de equação, 


n+T 
P=>— ! p dt, (10.12) 
to 


em que Té o período da função senoidal. Os limites da Equação 10.12 indicam que podemos 
iniciar o processo de integração em qualquer tempo £,, mas temos de concluí-lo exatamente 
um período depois. (Poderíamos integrar em nT períodos, onde n é um inteiro, contanto que 
multiplicássemos a integral por 1/nT.) 

Poderíamos determinar a potência média substituindo a Equação 10.9 diretamente na 
Equação 10.12 e, então, executar a integração. Contudo, observe que o valor médio de p é dado 
pelo primeiro termo do lado direito da Equação 10.9, pois a integral tanto de cos 2wt quanto 
de sen 2wt em um período é igual a zero. Assim, a potência média é dada pela Equação 10.10. 

Podemos desenvolver melhor nosso entendimento de todos os termos da Equação 10.9, 
e as relações entre eles, examinando a potência em circuitos puramente resistivos, puramente 
indutivos ou puramente capacitivos. 


Potência em circuitos puramente resistivos 


Se o circuito for puramente resistivo, a tensão e a cor- 
rente estarão em fase, o que significa que 0, = 0,. Então, a 
Equação 10.9 reduz-se a 


p=P+Pcos 2wt. (10.13) 


A potência instantânea expressa na Equação 10.13 é 
denominada potência ativa instantânea. A Figura 10.3 mos- 


tra o gráfico da Equação 10.13 para um circuito puramente 
resistivo típico, admitindo-se que w = 377 rad/s. Por defini- 
ção, a potência média, P, é a média de p em um período. 


Assim, é fácil perceber que P = 1 para esse circuito. Note, 


0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 pela Equação 10.13, que a potência ativa instantânea nunca 


Tempo (s) pode ser negativa, o que também é mostrado na Figura 10.3. 
Em outras palavras, não é possível extrair potência de uma 
rede puramente resistiva. Mais exatamente, toda a energia 
elétrica é dissipada sob a forma de energia térmica. 
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Potência em circuitos pu ramente indutivos Figura 10.4 Potência instantânea, potência média e potência 
reativa para um circuito puramente indutivo. 


Se o circuito for puramente indutivo, a tensão e a cor- 


rente em seus terminais estarão defasadas em exatamente O (VAR) 


1,0 
p(W) 


90º. Em particular, a corrente fica 90º atrasada em relação à 
tensão (isto é, 0,= 0, — 90º); assim, 9, — 0, = +90º. Então, a 
expressão para a potência instantânea reduz-se a 


P(W) 
p=—0Q sen 2wt. (10.14) 


Em um circuito puramente indutivo, a potência média 
é igual a zero. Portanto, não ocorre nenhuma transformação 
de energia elétrica para não elétrica. A potência instantânea 
nos terminais de um circuito puramente indutivo é continua- 
mente permutada entre o circuito e a fonte que excita o cir- 
cuito, a uma frequência de 2w. Em outras palavras, quando 
p é positiva, a energia está sendo armazenada nos campos 


—0,5 


| | | | 
“0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 


Tempo (s) 


Potências instantânea, média e reativa 


magnéticos associados aos elementos indutivos; quando p é negativa, a energia está sendo 
extraída dos campos magnéticos. 

Uma medida da potência associada a circuitos puramente indutivos é a potência reativa O. 
A denominação potência reativa deve-se à caracterização de um indutor como elemento rea- 
tivo; sua impedância é puramente reativa. Observe que a potência média P e a potência reativa 
OQ têm a mesma dimensão. Para distinguir a potência média da potência reativa, usamos a uni- 
dade watt (W) para potência média e a unidade var (volt-amp reativo, ou VAR) para potência 
reativa. A Figura 10.4 apresenta o gráfico da potência instantânea para um circuito puramente 
indutivo típico, admitindo-se que w = 377 rad/se O=1 VAR. 


Potência em circuitos puramente capacitivos 


Se o circuito entre os terminais for puramente capacitivo, a tensão e a corrente estarão 
defasadas em exatamente 90º. Nesse caso, a corrente fica 90º adiantada em relação à tensão 
(isto é, 0, = 0, + 90º); assim, 0, — 0, = —90º. Então, a expressão para a potência instantânea 
torna-se 


p=— Q sen 2wt. (10.15) Figura 10.5 Potência ativa instantânea e potência média 
para um circuito puramente capacitivo. 


Novamente, a potência média é igual a zero, portanto 
não há nenhuma transformação de energia elétrica para não 
elétrica. Em um circuito puramente capacitivo, a potência é 
continuamente permutada entre a fonte que excita o circuito 
e o campo elétrico associado aos elementos capacitivos. A 
Figura 10.5 apresenta o gráfico da potência instantânea para 
um circuito puramente capacitivo típico, admitindo-se que 
w=37] rads/se O =-—1 VAR. 


Como Q é positiva para indutores (isto é, 0, — 0,= 90º) 


LO 


Potências instantânea, média e reativa 


LO 
e negativa para capacitores (isto é, 0, — 0, = —90º), os enge- 
nheiros eletricistas afirmam, usualmente, que indutores 5 
absorvem energia reativa, e capacitores fornecem energia O 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 


reativa. Mais adiante, falaremos mais sobre essa convenção. Tempo (s) 


Circuitos elétricos 


O fator de potência 


O ângulo 0, — 6, desempenha um papel tanto no cálculo da potência média como no da 
potência reativa e é denominado ângulo do fator de potência. O cosseno desse ângulo é deno- 
minado fator de potência, abreviado fp, e o seno desse ângulo é denominado fator reativo, 
abreviado fr. Assim, 


Fator de > fp=cos(0 — 0), (10.16) 
potência 


fr=sen (0, — 0). (10.17) 


Conhecer o valor do fator de potência não nos revela o valor do ângulo do fator de potên- 
cia, pois cos (0, — 0,)=cos (0, — 6 ). Para descrever integralmente esse ângulo, usamos as sen- 
tenças descritivas fator de potência atrasado e fator de potência adiantado. Fator de potência 
atrasado significa que a corrente está atrasada em relação à tensão — daí, uma carga indutiva. 
Fator de potência adiantado significa que a corrente está adiantada em relação à tensão — daí, 
uma carga capacitiva. Tanto o fator de potência quanto o fator reativo são quantidades conve- 
nientes para uso na descrição de cargas elétricas. 

O Exemplo 10.1 ilustra a interpretação de P e O com base em um cálculo numérico. 


EXEMPLO 10.1 Cálculo da potência média e da potência reativa. . = 
Figura 10.6 Par de terminais usado 


a) Calcule a potência média e a potência reativa nos terminais da rede perna paanda: 
da Figura 10.6, se l 
= -—o 
v=100cos (wt+ 15º) V, a 
i=4sen (wt— 15º)A. | 


b) A rede no interior da caixa está absorvendo ou fornecendo potência média? 
c) A rede no interior da caixa está absorvendo ou fornecendo energia reativa? 


Solução 


a) Como i é expressa em termos da função seno, a primeira etapa no cálculo de P e Q é reescrever i 
como uma função cosseno: 


i=4 cos (wt— 105) A. 


Agora, calculamos P e Q diretamente das equações 10.10 e 10.11. Assim, 
1 
P = 2(100)(4) cos [15 — (—105)] = —100 W, 
1 
Q = 7100(4)sen[15 — (—105)] = 173,21 VAR. 


b) Observe, na Figura 10.6, a utilização da convenção passiva. Por isso, o valor negativo de —100 W 
significa que a rede no interior da caixa está fornecendo potência média aos terminais. 


c) A convenção passiva significa que, como Q é positiva, a rede no interior da caixa está absorvendo 
energia reativa de seus terminais. 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender conceitos de potência ca, as relações entre eles e como calcular essas potências em um circuito. 


10.1 Para cada um dos seguintes conjuntos de tensão e corrente, calcule a potência ativa e a potência rea- 
tiva na linha que conecta as redes A e B no circuito mostrado. Em cada caso, verifique se o fluxo de 
potência é de A para B ou vice-versa. Além disso, confirme se a energia reativa está sendo transferida 
de A para B ou vice-versa. 

a) v=100 cos (wt — 45º) V;i=20 cos (wt + 15º) A. 
b) v=100 cos (wt — 45º) V; i= 20 cos (wt + 165º) A. 
c) v=100 cos (wt — 45º) V; i= 20 cos (wt — 105º) A. 
d) v= 100 cos wt V; i =20 cos (wt + 120º) A. 


Resposta: (a) P=500W (A para B), O = —866,03 VAR (B para A); 
(b) P=-—866,03 W (B para A), O = 500 VAR (A para B): 
(c) P=500W (A para B), O = 866,03 VAR (A para B); 
(d) P=-—500W (B para A), O = —866,03 VAR (B para A). 
10.2 Calcule o fator de potência e o fator reativo para a rede no interior da caixa na Figura 10.6, cujas tensão 
e corrente são descritas no Exemplo 10.1. 
Sugestão: use —i para calcular os fatores de potência e reativos.! 
Resposta: fp = 0,5 adiantado; fr = —0,866. 


NOTA: tente resolver também o Problema 10.1, apresentado no final deste capítulo. 


Consumo de energia de eletrodomésticos 


A energia consumida pelos eletrodomésticos é especificada em termos da potência média. 
A potência média nominal e o consumo médio anual estimado em quilowatts-hora de alguns 
eletrodomésticos comuns são apresentados na Tabela 10.1. Os valores de consumo de energia 
são obtidos estimando-se o número de horas anuais de utilização dos eletrodomésticos. Por 
exemplo, uma cafeteira elétrica tem um consumo anual estimado de 140 kWh e uma potência 
média durante o funcionamento de 1,2 kW. Consequentemente, admite-se que uma cafeteira 
seja utilizada durante 140/1,2,ou 116,67 horas por ano ou, aproximadamente, 19 minutos por dia. 

O Exemplo 10.2 usa a Tabela 10.1 para determinar se quatro eletrodomésticos comuns 
podem estar em funcionamento ao mesmo tempo, sem ultrapassar a capacidade de um circuito 
doméstico. 


1! N.do RT. Circuitos passivos sempre exibem ângulos de fator de potência menores que 90º no pri- 


meiro e terceiro quadrantes. O circuito dentro da caixa é ativo (fornece potência ativa), por isso o 
ângulo do fator de potência é superior a 90º. Daí a sugestão para inverter o sentido da corrente e 


visualizar o problema da perspectiva da carga que estaria ligada à caixa, recebendo potência ativa. 


Circuitos elétricos 


EXEMPLO 10.2 Cálculo da potência de eletrodomésticos. 


Um circuito que alimenta as tomadas de uma cozinha residencial comum tem um condutor de 12 e é 
protegido por um fusível ou um disjuntor de 20 A. Suponha que os seguintes eletrodomésticos, de 120 V, 
estejam em funcionamento ao mesmo tempo: uma cafeteira, um cozedor de ovos, uma frigideira elé- 
trica e uma torradeira. O circuito será interrompido pelo dispositivo de proteção? 


Solução 


Pela Tabela 10.1, a potência média total demandada pelos quatro eletrodomésticos é 
P= 1.200 + 516 + 1.196 + 1.146 = 4.058 W. 
A corrente total no dispositivo de proteção é 


4.058 
=D EIA. 
le= 20 2 23 


Sim, o dispositivo de proteção interromperá o circuito. 


TABELA 10.1 Consumo anual de energia de alguns eletrodomésticos. 


Consumo estimado em 


Eletrodoméstico Potência média kWh por ano? 


Preparação de alimentos 


Cafeteira elétrica 1.200 140 
Lavadora de louça 1.201 165 
Cozedor de ovos 516 14 
Frigideira elétrica 1196 100 
Batedeira 127 2 
Forno de micro-ondas 1.450 190 
Fogão elétrico, com forno 12.200 596 
Torradeira 1146 39 
Lavanderia 
Secadora de roupas 4.856 993 
Máquina de lavar roupas, automática 512 103 
Aquecedor de água 2.475 4.219 
de aquecimento rápido 4.474 4.811 
Climatizadores de ambiente 
Ar-condicionado (quarto) 860 860» 
Desumidificador 257 377 
Ventilador (circulador) 88 43 
Aquecedor (portátil) 1.322 176 
Saúde e beleza 
Secador de cabelo 600 25 
Barbeador elétrico 15 0,5 
Lâmpada de bronzeamento 219 15 


(continua) 
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(continuação) 

Entretenimento 

Rádio n 86 

Televisão, em cores, de tubo 240 528 
Do tipo estado sólido 145 320 

Outros eletrodomésticos 

Relógio 2 17 

Aspirador de pó 630 46 


à Com base na utilização normal. Quando usar esses números para fazer projeções, fatores como o 
tamanho do eletrodoméstico específico, a área geográfica de utilização e as diferenças individuais nos 
padrões de consumo devem ser levados em consideração. Observe que as potências não devem ser 
somadas para determinada residência, visto que, normalmente, os aparelhos não estão todos em funcio- 
namento ao mesmo tempo. 

» Com base em 1.000 horas de funcionamento por ano. Esse número pode variar muito dependendo da 
área e do tamanho específico da residência. Consulte EEI-Pub & 76-2, “Air Conditioning Usage Study” 
para ter uma estimativa para sua localização. 


Fonte: Edison Electric Institute. 


NOTA: avalie sua compreensão do material tentando resolver o Problema 10.2, apresentado no final deste capítulo. 


Reproduzido com autorização de Edison Electric Institute. 


10.3 Valor eficaz e cálculos de potência 


Quando apresentamos o valor eficaz (rms) de uma tensão (ou corrente) Figura 10.7 Tensão senoidal aplicada 


: E : : nos terminais de um 
senoidal na Seção 9.1, mencionamos que ele desempenharia um papel 


resistor. 
importante no cálculo de potências. Agora podemos discutir esse papel. 
Suponha que uma tensão senoidal seja aplicada aos terminais de um a 


resistor, como mostra a Figura 10.7, e que precisamos determinar a potência 


Vacos (wt + 0,) $R 
média fornecida ao resistor. Pela Equação 10.12, 


fi 1 [vtTV2 cos (wt + do) u 
Ela R 
1 1 to+T 
oi: / V2 cosHwt + podt |. (10.18) 
ty 


Comparando a Equação 10.18 com a Equação 9.5, percebemos que a potência média for- 
necida a R é simplesmente o valor eficaz da tensão ao quadrado, dividido por R,ou 


Vê 
2 


Se o resistor estiver conduzindo uma corrente senoidal, digamos, 1, cos (wt + &.), a potên- 
cia média fornecida ao resistor será 


P (10.19) 


PER. (10.20) 


Circuitos elétricos 


O valor eficaz da tensão (ou corrente) senoidal, também chamado de valor rms, tem uma 
propriedade interessante: dados uma carga resistiva equivalente, R, e um período de tempo equi- 
valente, T,o valor eficaz de uma fonte senoidal fornece a R a mesma energia que uma fonte cc 
de mesmo valor. Por exemplo, uma fonte cc de 100 V fornece a mesma energia em T segundos 
que uma fonte senoidal de 100 V.. 
resistências de carga equivalentes (veja o Problema 
10.12).A Figura 10.8 ilustra essa equivalência. No que 
concerne à energia, o efeito das duas fontes é idên- 
tico. Esse fato levou ao uso dos termos valor eficaz e 
(O v,= 100 V (ef) R$ - o V,= 100 V (ce) R$ valor rms como equivalentes. 

A potência média dada pela Equação 10.10 e 
a potência reativa dada pela Equação 10.11 podem 
ser escritas em termos de valores eficazes: 


admitindo-se 


Figura 10.8 Valor eficaz de v, (100 Vef) fornece a Ra mesma 
potência que uma fonte de tensão cc V, (100 Vcc). 


Val, 
P=Écos(o,-— 0) 
2 
Vim Im 
= 0, 0; 
va va Ou — bd 
= Vir Lo cos (8, = 6;); (10.21) 
e, por manipulação semelhante, 
Q = Vodsen(0,—0,) (10.22) 


A utilização do valor eficaz de tensões e correntes senoidais em cálculos de potência é tão 
ampla que os valores nominais de tensões e correntes de circuitos e equipamentos elétricos 
são dados em termos de valores eficazes. Por exemplo, a tensão nominal para uso residencial 
costuma ser 240 V ou 120 V. Esses níveis de tensão são os valores eficazes das tensões senoidais 
fornecidas pela concessionária de energia elétrica, que fornece energia em dois níveis de ten- 
são, para servir a eletrodomésticos de baixa tensão (como televisores) e a eletrodomésticos de 
tensão mais elevada (como fogões elétricos). Lâmpadas elétricas, ferros de passar e torradeiras 
são eletrodomésticos que apresentam valores nominais de tensão e corrente eficazes em suas 
plaquetas de identificação e informação. Por exemplo, uma lâmpada de 120 V, 100 W tem uma 
resistência de 1202/100, ou 144 Q, e conduz uma corrente eficaz de 120/144, ou 0,833 A. O valor 
de pico da corrente da lâmpada é 0,833V2, ou 1,18 A. 

A transformada fasorial de uma função senoidal também pode ser expressa em termos do 
valor eficaz. A magnitude do fasor eficaz é igual ao valor eficaz da função senoidal. Quando um 
fasor é expresso em termos do valor eficaz, indicamos isso por uma declaração explícita, um “ef”, 
entre parênteses adjacente à quantidade do fasor, ou um “ef? subscrito como na Equação 10.21. 

No Exemplo 10.3, ilustramos a utilização de valores eficazes para calcular a potência. 


EXEMPLO 10.3 Determinação da potência média fornecida a um resistor por uma fonte de tensão senoidal. 


a) Uma tensão senoidal com uma amplitude máxima de 625 V é aplicada aos terminais de um resistor 
de 50 O. Determine a potência média fornecida ao resistor. 


b) Repita (a) determinando, em primeiro lugar, a corrente no resistor. 
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Solução 


a) O valor eficaz da tensão senoidal é 625/22, ou, aproximadamente, 441,94 V. Pela Equação 10.19, a 
potência média fornecida ao resistor de 50 O é 


441,94)? 
o ( ) 


50 = 3.906,25 W. 


b) A amplitude máxima da corrente no resistor é 625/50, ou 12,5 A. O valor eficaz da corrente é 12,5/V2, 
ou, aproximadamente, 8,84 A. Daí, a potência média fornecida ao resistor é 


P= (8,84)250 = 3.906,25 W. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender conceitos de potência ca, as relações entre eles e como calcular essas potências em um circuito. 


10.3 A corrente triangular periódica do Exemplo 9.4, repetida aqui, tem um valor de pico de 180 mA. Deter- 
mine a potência média que essa corrente fornece a um resistor de 5 kO. 
Resposta: 54 W. 


NOTA: tente resolver também o Problema 10.15, apresentado no final deste capítulo. 


10.4 Potência complexa 


Antes de passarmos para os vários métodos de cálculo das potências ativa e reativa em cir- 
cuitos que operam em regime permanente senoidal, precisamos apresentar e definir a potência 
complexa. A potência complexa é a soma complexa das potências ativa e reativa, ou 


S=P+Hijo. (10.23) «4 Potência 
complexa 
Como veremos, é possível calcular a potência complexa diretamente dos fasores de ten- 
são e corrente de um circuito. Em seguida, a Equação 10.23 pode ser usada para calcular a 
potência média e a reativa, porque P= RN (Se 0=3 (81. 
A potência complexa tem a mesma dimensão da potência média ou da potência reativa. 
Contudo, para distinguir a potência complexa das outras duas, usamos para ela a unidade 


Circuitos elétricos 


Tabela 10.2 Três tipos de potência e suas unidades. volt-ampêére (VA). Portanto, usamos volts-ampêres para a potên- 
cia complexa, watts para a potência média e vars para a potência 
Quantidade Unidades j P P P Ê P 
: reativa, como resumido na Tabela 10.2. 
Potência complexa volts-ampêres na = 
aa a Outra vantagem de usar a potência complexa é a interpreta- 
Potência média watt » Vo. . Á 
aa : ção geométrica que ela permite. Quando estiver trabalhando com 
Potência reativa var 


a Equação 10.23, imagine P, O e |S| como os lados de um triângulo 
retângulo, como mostra a Figura 10.9. É fácil mostrar que o ângulo 


Figura 10.9 Triângulo de potências. so RR ASAS 
º É ú 9 no triângulo de potências é o ângulo do fator de potência 0, — 6,. 


|S| = potência Para o triângulo retângulo mostrado na Figura 10.9, 
aparente . 
OQ = potência [9 
reativa tgo = (10.24) 
0 P 


P = potência média 


Mas, pelas definições de P e OQ (equações 10.10 e 10.11, 
respectivamente), 


9) = (Val m/2)sen(0, Ee 0;) 
P (Vylm/2) cos (6, — 6) 


= te (0, — 0). (10.25) 


Portanto, 0 = 6, — 6, As relações geométricas para um triângulo retângulo significam tam- 
bém que as quatro grandezas associadas ao triângulo de potências (os três lados e o ângulo do 
fator de potência) podem ser determinadas se forem conhecidas quaisquer duas delas. 


A magnitude da potência complexa é denominada potência aparente. Especificamente, 


Potência > IS|= VP? + q. (10.26) 
aparente 

A potência aparente, como a complexa, é medida em volts-ampêres. A potência aparente 
de aparelhos projetados para converter energia elétrica em não elétrica é mais importante do 
que a potência média. Embora a potência média represente a parcela da potência que realiza 
trabalho, a potência aparente representa a potência total disponível necessária para fornecer 
a potência média desejada. Como se pode ver pelo triângulo de potências na Figura 10.9, a 
menos que o ângulo do fator de potência seja 0º (isto é, o dispositivo seja puramente resistivo, 
fp=1e Q=0),a potência aparente é maior do que a potência média absorvida pelo dispo- 
sitivo. Como veremos no Exemplo 10.6, vale a pena operar um dispositivo com um fator de 
potência próximo de 1. 

Muitos eletrodomésticos úteis (como refrigeradores, ventiladores, aparelhos de ar condi- 
cionado, lâmpadas fluorescentes e máquinas de lavar roupa) e a maioria das cargas industriais 
operam com um fator de potência atrasado. O fator de potência dessas cargas é às vezes cor- 
rigido pela adição de um capacitor ao próprio dispositivo, ou pela conexão de capacitores à 
linha que alimenta a carga; o último método é comumente usado para grandes cargas indus- 
triais. Muitos dos problemas apresentados no final do capítulo vão proporcionar a oportuni- 
dade de fazer alguns cálculos que corrigem um fator de potência atrasado e melhoram a ope- 
ração de um circuito. 

O Exemplo 10.4 usa o triângulo de potências para calcular diversas grandezas associadas 
a uma carga elétrica. 
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EXEMPLO 10.4 Cálculo da potência complexa. 
Uma carga elétrica funciona com uma tensão eficaz de 240 V. A carga absorve uma potência média de 
8 kW, com um fator de potência atrasado de 0,8. 
a) Calcule a potência complexa da carga. 
b) Calcule a impedância da carga. 
Solução 


a) O fator de potência é descrito como atrasado, portanto sabemos que a carga é indutiva e que o sinal 
algébrico da potência reativa é positivo. Pelo triângulo de potências da Figura 10.10, 


P=IS|cos 6 Figura 10.10 Triângulo de potências. 
OQ =|S| sen 6. s| j 
Agora, como cos 0 = 0,8, sen 0 = 0,6. Portanto 
(5) 
P 8 kW P 


[SI IJOkVA, 


cos 0 0,8 
O = 10sen60 = 6kVAR, 


S=8+j6kVA 
b) Pelo cálculo da potência complexa da carga, vemos que P = 8 kW. Usando a Equação 10.21, 


P = Vila cos(0, — 0;) 
= (240)1. (0,8) 
= 8.000 W. 


Resolvendo para 1... 
1, = 41,67 A 
Já conhecemos o ângulo da impedância da carga, pois ele é o ângulo do fator de potência: 
9=cos 10,8) = 36,87º. 


Também sabemos que 0 é positivo, porque o fator de potência é atrasado, o que indica uma carga 
indutiva. Calculamos o módulo da impedância de carga por sua definição como a razão entre o 
módulo da tensão e o módulo da corrente: 


Vel 240 
Ho 41,67 


IZl 


5,76. 


Z =5,76 /36,87º O = 4,608 + ;3,456 O. 


Circuitos elétricos 


10.5 Cálculos de potência 


Agora estamos em condições de deduzir equações adicionais que podem ser usadas para 
calcular as potências ativa, reativa e complexa. Começamos, combinando as equações 10.10, 
10.11 e 10.23 para obter 


Val Val 
S= cos (9, — 8;) + 1 sen(o, — 6) 


Vinlm 
= “2 cos (0, — 0;) + j sen(0, — 0))] 


A i 
= Am o, 0) = 3 Vilm/ (6, — 09. (10.27) 


Se usarmos os valores eficazes da tensão e corrente senoidais, a Equação 10.27 torna-se 
S = Vale /(0, — 0). (10.28) 


Figura 10.11 Fasores tensão e corrente As equações 10.27 e 10.28 são relações importantes em cálcu- 
associados a um par de terminais. los de potência porque mostram que, se os fasores corrente e tensão 


I terminais forem conhecidos em um par de terminais, a potência com- 
ef 


— 5 plexa associada a esse par de terminais ou é a metade do produto 


nr entre a tensão e o conjugado da corrente, ou é o produto entre o fasor 
Ver Circuito ' : 
tensão eficaz e o conjugado do fasor corrente eficaz. Podemos mostrar 


isso para a tensão e a corrente da Figura 10.11 da seguinte maneira: 


5 = Vala = 0) 
= Ve le N%-8) 
= Vet elo 8: 


Potência D = Vie. (10.29) 
complexa 


Observe que Ii, = 1., e 7º decorre da identidade de Euler e das identidades trigonométri- 
cas cos (—0) = cos(6) e sen (—0) = — sen (8): 


Togo º = Log cos (—0;) + jlc sen(—6)) 
= Le cos (8) — jley sen(6;) 
= Te. 
A mesma técnica de dedução poderia ser aplicada à Equação 10.27 resultando em 
S = VI. (10.30) 
Ambas as equações, 10.29 e 10.30, são baseadas na convenção passiva. Se a referência de 


corrente estiver no sentido da elevação de tensão nos terminais, inserimos um sinal negativo 
no lado direito de cada equação. 
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Para ilustrar a utilização da Equação 10.30 em um cálculo de potência, vamos usar o 
mesmo circuito do Exemplo 10.1. Tomando a representação fasorial para a tensão e a corrente 
terminais, temos 


V=100 7/15" V, 
=4/+105"A. 
Então, 


1 
S = >(100 /15X4 /+105º) = 200 /120º 


= —100 + 717321 VA. 


Calculada a potência complexa, podemos obter diretamente a potência ativa e a reativa, 
pois S= P+JjO. Assim, 


P=-—100W, 
O = 173,21 VAR. 


As interpretações dos sinais algébricos de P e Q são idênticas às dadas na solução do 
Exemplo 10.1. 


Formas alternativas da potência complexa 
Figura 10.12 Circuito genérico da Figura 


As equações 10.29 e 10.30 têm diversas formas alternativas úteis. 10.11 substituído por uma 
Aqui, usaremos a forma com valores eficazes, porque esses são mais impedância equivalente. 
comuns na representação de tensões e correntes em cálculos de potência. Li 

A primeira variação da Equação 10.29 é obtida substituindo-se a ten- E — o 
são pelo produto da corrente vezes a impedância. Em outras palavras, sem- Vo Z 
pre podemos representar o circuito no interior da caixa da Figura 10.11 por = E 
uma impedância equivalente, como mostra a Figura 10.12. Então, 


Vo 2 (10.31) 
Substituindo a Equação 10.31 na Equação 10.29, obtemos 
S = VA pe: Is 


=1.PZ 
= LAR +jX) 


= LR +jILX =P +jOo, (10.32) 


da qual 


1 
P=ifRrR= /mR, (10.33) 


1 
OQ =ILPX = 1 mX. (10.34) 


Circuitos elétricos 


Na Equação 10.34, X é a reatância da indutância equivalente ou da capacitância equiva- 
lente do circuito. Lembre-se, de nossas discussões anteriores, de que a reatância é positiva para 
circuitos indutivos e negativa para circuitos capacitivos. 

Uma segunda variação útil da Equação 10.29 resulta da substituição da corrente pela ten- 
são dividida pela impedância: 


pegas 10.35 
— Yef Z = Z o JO. ( ê ) 
Observe que, se Z for um elemento resistivo puro, 
|Vegl? 
P= 10.36 
se (10.36) 
e, se Z for um elemento reativo puro, 
[Vegl? 
0= ç (10.37) 


Na Equação 10.37 X é positiva para um indutor e negativa para um capacitor. 
Os exemplos a seguir ilustram vários cálculos de potência em circuitos que operam em 
regime permanente senoidal. 


EXEMPLO 10.5 Cálculo da potência média e da potência reativa. 


No circuito mostrado na Figura 10.13, uma carga cuja impedância é 39 + ;26 O é alimentada por uma 
fonte de tensão por meio de uma linha de impedância 1 + j4 OQ. O valor eficaz, ou rms, da fonte de 
tensão é 250 V. 

a) Calcule a corrente I, e a tensão V, de carga. 

b) Calcule a potência média e a potência reativa fornecidas à carga. 

c) Calcule a potência média e a potência reativa fornecidas à linha. 

d) Calcule a potência média e a potência reativa fornecidas pela fonte. 


Solução 


a) Como as impedâncias de linha e de carga estão em 
série, a corrente de carga é igual à tensão de fonte Figura 10.13 Circuito para o Exemplo 10.5. 
dividida pela impedância total, ou 


250 /0º 
L=D2> =4-;3=5 /-3687º A (ef). 
L=70 +30 j /—36,87º A (ef) 39 0$ 


19 


E 
o 
+ 0 


Como a tensão é dada em termos de seu valor eficaz, ;26 O 
o mesmo acontece com a corrente. A tensão na carga = 


é o produto entre a corrente e a impedância da carga: Fonte “a Linha »=«—— Carga 
Vi = (39 + 526), = 234 — j13 
= 234,36 /—3,18º V (ef). 


b) A potência média e a potência reativa fornecidas à carga podem ser calculadas usando-se a Equa- 
ção 10.29. Assim, 
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S = Vil; = (234 — j13)(4 + j3) 
= 975 + [650 VA. 


Portanto, a carga está absorvendo uma potência média de 975 W e uma potência reativa de 650 VAR. 


c) A potência média e a potência reativa fornecidas à linha são calculadas mais facilmente pelas equa- 
ções 10.33 e 10.34, pois a corrente de linha é conhecida. Assim, 


P=(iiMtij=25W, 
O = (5)(4) = 100 VAR. 


Observe que a potência reativa associada à linha é positiva porque a reatância de linha é indutiva. 


d) Um modo de calcular a potência média e a potência reativa fornecidas pela fonte é adicionar a 
potência complexa fornecida à linha à potência complexa fornecida à carga, ou 


S = 25 + j100 + 975 + 650 = 1.000 + ;750 VA. 


A potência complexa na fonte também pode ser calculada pela Equação 10.29: 


S, = —250E. 


O sinal negativo é inserido na Equação 10.29 sempre que a referência de corrente estiver no sentido 
de uma elevação de tensão. Assim, 


S,=250(4 + j3) =— (1.000 + 750) VA 


O sinal negativo implica que ambas as potências, média e reativa, estejam sendo fornecidas pela fonte. 
Observe que esse resultado está de acordo com o cálculo anterior de S, como era de se esperar, por- 
que a fonte deve fornecer toda a potência média e reativa absorvidas pela linha e pela carga. 


EXEMPLO 10.6 Cálculo da potência em cargas paralelas. 


As duas cargas do circuito mostrado na Figura 10.14 podem 
ser descritas da seguinte forma: a carga 1 absorve uma potên- 


Figura 10.14 Circuito para o Exemplo 10.6. 


cia média de 8 kW, com um fator de potência adiantado de 0,8. 5 o o 10,500 
A carga 2 absorve 20 kVA, com um fator de potência atra- a + 
sado de 0,6. v, a L x | 
a) Determine o fator de potência das duas cargas em paralelo. o E 
e 


b) Determine a potência aparente necessária para alimentar 
as cargas, a amplitude da corrente, I, e a potência média 
dissipada na linha de transmissão. 


c) Dado que a frequência da fonte é 60 Hz, calcule o valor do capacitor que corrigiria o fator de potên- 
cia para 1, se colocado em paralelo com as duas cargas. Calcule novamente os valores em (b) para 
a carga com o fator de potência corrigido. 


Circuitos elétricos 


Solução 


a) Admite-se que todos os fasores de tensão e corrente neste problema representem valores eficazes. 
Observe, pelo diagrama do circuito na Figura 10.14, que = +L.A potência complexa total 
absorvida pelas duas cargas é 


S = (250); 
= (250)(h + Db) 
= (250)K + (250) 


= S4 + So. 
Figura 10.15 a) Triângulo de potências para a carga 1. (b) Triângulo de Podemos somar as potências complexas geometrica- 
potências para a carga 2. (c) Soma dos triângulos de potências. mente, usando os triângulos de potências para cada 
carga, como mostra a Figura 10.15. Por hipótese, 
—36,87º 20kKVA 
a A 16kVAR : “8.000(0,6) 
-6KVAR saae S1=800-1 "os 
10kVA (0,8) 
EM = 8.000- 6.000 VA, 
(a) (b) 
22,36kVA S, = 20.000(0,6) + ;20.000(0,8) 
= dnseso | PENA = 12.000 + j16.000 VA. 
20kW 
(c) Assim, 
S = 20.000 + ;10.000 VA 
e 
[= 20.000 + ;10.000 a ADA 
po 250 Rd said 
Portanto, 


I, = 80 — j40 = 89,44 726,57 A. 


Assim, o fator de potência da carga combinada é 
fp = cos(0 + 26,57º) = 0,8944 atrasado. 


O fator de potência das duas cargas em paralelo é atrasado porque a potência reativa líquida é positiva. 


b) A potência aparente que deve ser fornecida para essas cargas é 
|S| = 20 +710| = 22,36 kVA. 
A amplitude da corrente que fornece essa potência aparente é 


IL) =|80 — 40] = 89,44 A. 
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A potência média dissipada na linha, que resulta da passagem da corrente pela resistência da linha, é 
Pas LR = (89,44)2(0,05) = 400 W 
Observe que a fonte fornece 20.000 + 400 = 20.400 W, ainda que as cargas necessitem de apenas 


20.000 W. 


c) Como vemos pelo triângulo de potências na Figura 10.15(c), podemos corrigir o fator de potência 
para 1, se colocarmos um capacitor em paralelo com as cargas existentes, de modo que o capacitor 
forneça 10 kVAR de potência reativa. O valor do capacitor é calculado da seguinte forma: em pri- 
meiro lugar, determine a reatância capacitiva pela Equação 10.37: 


IVogl? 
Xe=e-e. 
Q 


— (2502 
——10.000 


= 6,25 O. 


Lembre-se de que a impedância reativa de um capacitor é —1/wC e w =27(60) = 376,99 rad/s, se a fre- 
quência da fonte for 60 Hz. Assim, 


—1 —1 
C= = = 4244 uF. 
wvX  (376,99)/(-6,25) a 
A adição do capacitor como terceira carga é repre- Figura 10.16 (a) Soma dos triângulos de potências para as 
sentada em forma geométrica como a soma dos dois cargas 1 e 2. (b) Triângulo de potências para 
triângulos de potências mostrados na Figura 10.16. um capacitor de 424,4 uF a 60 Hz. (c) Soma 


Quando o fator de potência for 1, a potência apa- aosisenduios ee pornos emiarad 


rente e a potência média serão as mesmas, como se 22,36kKVA 
pode verificar pelo triângulo de potências na Figura 26,565º a 


10.16(c). Portanto, uma vez corrigido o fator de 20 kW 
potência, a potência aparente é (a) (b) 
|S|=P=20kKVA o 
20kW 
A amplitude da corrente que fornece essa potência (c) 


aparente é 


Portanto, a potência média dissipada na linha é reduzida para 
Pu PR = (80)2(0,05) = 320 W. 


Agora, a potência fornecida é 20.000 + 320 = 20.320 W. Observe que a adição do capacitor reduziu as 
perdas na linha de 400 W para 320 W. 


Circuitos elétricos 


EXEMPLO 10.7 Equilíbrio entre potência fornecida e potência absorvida em um circuito ca. 


a) Calcule a potência média e reativa total fornecida a cada impedância no circuito da Figura 10.17, 


b) Calcule a potência média e a potência reativa associadas a cada fonte no circuito. 


c) Verifique se a potência média fornecida é igual à absorvida e se a potência reativa fornecida é igual 


à absorvida. 


Solução 


a) A potência complexa fornecida à impedância de 


A+) Dé 


Io... 
A 2 Yi = "IO 


1 
= 5(78 — 1104)(-26 + 52) 


1 
= 5(3.380 + 6.760) 


= 1.690 + ;3.380 VA. 


Assim, essa impedância está absorvendo uma potên- 
cia média de 1.690 W e uma potência reativa de 3.380 
VAR. A potência complexa fornecida à impedância de 


(12-16) Dé 


S> 


Figura 10.17 Circuito para o Exemplo 10.7, com a solução. 


(O v, NA | I 391, Ó 


AMA FX AMA NV» 
10 204] 10 FARO) 
L 120 L 


“ 


RE . 
=5VKk — P +J0, 


= 240 — ;320 VA. 


V,= 150/0º V 

Vi=(78-j109)V  L=(-26-j52)A 
Vo=(2+j109)V  L=(2+;)A 
Vs=(150-;130)V L=(-24-j58)A 


1 
= (12 + j104)(-2 — j6) 


Portanto, a impedância no ramo vertical está absorvendo 240 W e fornecendo 320 VAR. A potência 


complexa fornecida à impedância de (1 +;3) O é 


1 n . 
S3 — 2 Yo =P, +JjOs 


= 1.970+ ;5.910 VA. 


= (150 7130)(—24 + 58) 
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Essa impedância está absorvendo 1.970 W e 5.910 VAR. 


b) A potência complexa associada à fonte de tensão independente é 


esses j 


1 
=—5(150)(-26 + 152) 
= 1.950— 3.900 VA. 


Observe que a fonte de tensão independente está absorvendo uma potência média de 1.950 W e for- 
necendo 3.900 VAR. A potência complexa associada à fonte de tensão controlada por corrente é 


1 


1 
= (78 + j234)(-24 + 58) 
= 5.850 — [5.070 VA. 


Tanto a potência média como a reativa estão sendo fornecidas pela fonte dependente. 


c) A potência total absorvida pelas impedâncias passivas e pela fonte de tensão independente é 


P =P+P+P,+P,=5.850W. 


absorvida 


A fonte de tensão dependente é o único elemento de circuito que está fornecendo potência média. 
Assim, 


R 


fornecida 


=5.850 W. 
A potência reativa está sendo absorvida pelos dois ramos horizontais. Assim, 
Dead = Q, O, = 9.290 VAR. 


A potência reativa está sendo fornecida pela fonte de tensão independente, pelo capacitor no ramo 
vertical e pela fonte de tensão dependente. Assim, 


O mpiida = 9.290 VAR. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Entender conceitos de potência ca, as relações entre essas potências e como calculá-las em um circuito. 


10.4 Um capacitor de reatância capacitiva —52 O é ligado em paralelo com a carga do circuito da figura. Calcule: 


a) os valores eficazes dos fasores V, el; 
b) a potência média e a potência reativa absorvidas pela impedância de carga de (39 +26) O; 


Circuitos elétricos 


c) a potência média e a potência reativa absorvidas pela impedância de linha de (1 + j4) O; 
d) a potência média e a potência reativa fornecidas pela fonte; e 


e) a potência reativa fornecida pelo capacitor em paralelo com a carga. 


10 AO 
e —M PDDE 
+ 
$39 0 
250 /0º I 
Ve o 
726 OQ 
. . 
Fonte >je Linha >< Carga 


Resposta: (a) 252,20 / —4,54º V (ef), 
5,38 /-38,23º A (ef); 
(b) 1.129,09 W: 752,73 VAR; 


(c) 23,52 W; 94,09 VAR; 
(d) 1.152,62 W; —376,36 VAR; 
(e) 1.223,18 VAR. 

10.5 A tensão eficaz nos terminais de uma carga é 250 V. A carga está absorvendo uma potência média de 
40 kW e fornecendo uma potência reativa de 30 kVAR. Determine dois modelos de impedância equi- 
valente da carga. 

Resposta: 1 O em série com 0,75 O) de reatância capacitiva; 1,5625 OQ em paralelo com 2,083 0) de reatância 
capacitiva. 

10.6 Determine o fasor tensão Ve (ef) no circuito mostrado, se as cargas L, e L, estiverem absorvendo 
15 kVA com um fp atrasado de 0,6 e 6 kVA com um fp adiantado de 0,8, respectivamente. Expresse Ve 


em forma polar. 


FARO) 
INN e 
+ 
YO) 200/0º V (ef) | 4 L, 
e 


Resposta: 251,64 /15,91º V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 10.20, 10.28 e 10.30, apresentados no final deste capítulo. 


10.6 Máxima transferência de potência 


Lembre-se de que, no Capítulo 4, afirmamos que certos sistemas — por exemplo, os que 
transmitem informações por meio de sinais elétricos — operam na perspectiva de que se possa 
transferir uma quantidade máxima de potência da fonte para a carga. Agora, estudaremos a 
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máxima transferência de potência no contexto de uma rede em regime Figura 10.18 Circuito usado para a análise 
permanente senoidal, começando com a Figura 10.18. Devemos determi- da máxima transferência de potência. 


nar a impedância de carga Z, que possibilita o fornecimento de máxima 
ae ————— 


potência média aos terminais a e b. Qualquer rede linear pode ser vista Redelincar 

a partir dos terminais da carga como um circuito equivalente de Thé- generalizada em 

venin. Assim, torna-se necessário apenas determinar o valor de Z, que RR Ena R E 

resulta em máxima potência média a ser fornecida a Z,, no circuito da bo 

Figura 10.19. 

Para a máxima transferência de potência média, Z, deve ser igual 
ao conjugado da impedância de Thévenin; isto é, 
Zr = Zm. (10.38) 4 Condição 

para maxima 
transferência de 


Deduzimos a Equação 10.38 pela simples aplicação do cálculo elementar. Começamos potência média 
expressando Z,, e Z, em forma retangular: 


Zm= Rm FiXyp (10.39) 
Z=RHIX,. (10.40) 


Em ambas as equações, 10.39 e 10.40, o termo da reatância tem o sinal positivo para indu- 
tância e negativo para capacitância. Como estamos fazendo um cálculo de potência média, 
admitimos que a amplitude da tensão de Thévenin seja expressa em termos de seu valor eficaz. 
Além disso, usamos a tensão de Thévenin como fasor de referência. Então, pela Figura 10.19, 
o valor eficaz da corrente de carga I é 


Vm 
I= ; ; (10.41) 
(Rm + Ri) + (Xm + Xr) 
A potência média fornecida à carga é 
P=IIPR,. (10.42) 
Substituindo a Equação 10.41 na Equação 10.42, temos 
[VrnlPR 
IL (10.43) 


P= : a 
(Rm + Ri) + (Xm + Xy) 


Quando trabalhar com a Equação 10.43, lembre-se sempre de que V,,,, Rm e X, São quan- 
tidades fixas, ao passo que R, e X, são variáveis independentes. Portanto, para maximizar P, 
devemos determinar os valores de R, e X, para os quais 9P/9R, e oP/0oX, são iguais a zero. Pela 
Equação 10.43, 


9P 0 AVm2RUX + Xm) (10.44) 
9X, (Ri + Rm) +(X+ XP 
oP VIRA + Rm)? + (Xi + XP 2R(RL + Rm] 4945) 


0Rz [(Rr + Re)? + (Xr + XP 


Circuitos elétricos 


Figura 10.19 Circuito da Figura 10.18, com 
a rede substituída por seu 


Pela Equação 10.44, 9P/9X, é igual a zero quando 
X =Am (10.46) 


Pela Equação 10.45, 9P/9R, é igual a zero quando 


RV RX + A (10.47) 


Observe que, quando combinamos a Equação 10.46 com a Equação 10.47, ambas as deri- 
vadas são iguais a zero quando Z, = Z%p. 


Máxima potência média absorvida 


A máxima potência média que pode ser fornecida a Z, quando ela 
é igualada ao conjugado de Z,, é calculada facilmente pelo circuito da 


equivalente de Thévenin. Figura 10.19. Quando Z, =— Zn o valor eficaz da corrente de carga é 
Vm'2R, e a máxima potência média fornecida à carga é 
é . Be IVrnl2RL = IVrnl? (10.48) 
Ya(O) I o qm ARES 

E Se a tensão de Thévenin for expressa em termos de sua amplitude 

b máxima, em vez de sua amplitude eficaz, a Equação 10.48 torna-se 

2 

Poáx = o (10.49) 


Máxima transferência de potência quando existem limitações 
para o valor de Z 


A máxima potência média só pode ser fornecida a Z, se esta puder ser igualada ao con- 
jJugado de Z,,. Há situações em que isso não é possível. Em primeiro lugar, R| e X, podem 
estar restritas a uma faixa limitada de valores. Nessa situação, a condição ótima para R| e X, 
é ajustar o valor de X, o mais próximo possível de —X,, e, então, ajustar o valor de R, o mais 
próximo possível de VR% + (XL + Xm)? (veja o Exemplo 10.9). 

Um segundo tipo de restrição ocorre quando o módulo de Z, pode variar, mas seu ângulo 
de fase não pode. Sob essa restrição, a maior quantidade de potência é transferida à carga 
quando o módulo de Z, é igualado ao módulo de Z,,: isto é, quando 


IZi]=|Zm (10.50) 


Deixamos a você a demonstração da Equação 10.50 no Problema 10.45, apresentado no 
final deste capítulo. 

Para redes puramente resistivas, a máxima transferência de potência ocorre quando a 
resistência de carga é igual à resistência de Thévenin. Observe que deduzimos esse resultado 
quando apresentamos a máxima transferência de potência pela primeira vez no Capítulo 4. 

Os exemplos 10.8-10.11 ilustram o problema de obter máxima transferência de potência 
nas situações que acabamos de discutir. 
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EXEMPLO 10.8 Determinação da máxima transferência de potência quando não existem limitações à carga. 


a) Para o circuito mostrado na Figura 10.20, deter- 


. . aa a aa Figura 10.20 Circuito para o Exemplo 10.8. 
mine a impedância Z, que possibilite a máxima 


transferência de potência média a essa impedância. 50 30 E 
AM poe. e 
b) Qual é a máxima transferência de potência média 1 
para a impedância de carga determinada em (a)? a (O 200% -j;60 
Solução 1 E 
b 


a) Começamos determinando o equivalente de Théve- 
nin em relação aos terminais a, b. Após duas trans- 
formações de fonte envolvendo a fonte de 20 V, 
o resistor de 5 9). e o resistor de 20 O, simplifica- 


mos o circuito da Figura 10.20 para o da Figura Figura 10.21 Simplificação da Figura 10.20 por meio de 


10.21. Então, transformações de fonte. 
16 70º 40 30 
Ym = 4773 = j6016) pes ii . 
Eds 60 Vim 
= 102 /=95,15º — 11,32 = 15,96 V. Il E 
eb 


Determinamos a impedância de Thévenin elimi- 

nando a fonte independente e calculando a impe- 

dância vista a partir dos terminais a e b. Assim, 
(IOA + 53) 


ss DA CO sm jÃÕ£o, 
DA [6 nbr PLA 


Para a máxima transferência de potência média, a impedância da carga deve ser o conjugado de Z,,, 
de modo que 


Z,=5,16+j1,68 0. 


b) Calculamos a máxima potência média fornecida a Z, por meio do circuito da Figura 10.22, no qual 
substituímos a rede original por seu equivalente de Thévenin. Pela Figura 10.22, o valor eficaz da 
corrente de carga I é 

Figura 10.22 Circuito da Figura 10.20, com a rede original 


192 TAVO) substituída por seu equivalente de Thévenin. 
l4= DD E LITSSA. 
2(5,76 = 
(9470) so 
AR 
A potência média fornecida à carga é E 5,16 UE 


19,2 /-53,13º O 
A +;1,68 03 


o 
b 


P=I2(5760)=8W. 


Circuitos elétricos 


EXEMPLO 10.9 Determinação da máxima transferência de potência quando há limitações à variação da impedância da carga. 


a) Para o circuito mostrado na Figura 10.23, qual é o 
valor de Z, que possibilita a máxima transferência Figura 10.23 Circuito para os exemplos 10.9 e 10.10. 
de potência média a Z, ? Qual é a máxima potência 
em miliwatts? 


3.000 0 J4.000 0 4, 
ANA Ns 


b) Admita que a resistência da carga possa variar entre $ RL 
O e 4.000 OQ e que a reatância capacitiva da carga E) O 
possa variar entre O e —2.000 O. Quais são os ajus- apito 
tes de R, e X, que transferem a maior potência : 


média à carga? Qual é a máxima potência média 
que pode ser transferida, dadas essas restrições? 


Solução 


a) Se não houver restrições a R, e X,,a impedância de carga será igualada ao conjugado da impedân- 
cia de Thévenin. Portanto, fazemos 


R,=3.000 0e X, =—4.000 O 


ou 
Z, = 3.000 — ;4.000 O 


Como a tensão da fonte é dada pelo valor eficaz, a potência média fornecida a Z, é 


11072 25 
E =2 mw=833mW. 
43000 3! dc 


b) Como a variação dos valores de R, e X, é limitada, primeiro ajustamos X, o mais próximo pos- 
sível de —4.000 Q; assim, X, = —2.000 O. Em seguida, ajustamos R, o mais próximo possível de 
VR + (AX + Xn). Assim, 


Rr = V3.000? + (—2.000 + 4.000)? = 3.605,550. 


Agora, como R, pode variar de 0 a 4.000 €), podemos ajustá-la para 3.605,55 O. Portanto, a impedân- 
cia de carga é ajustada para o valor de 


Z, = 3.605,55 — ;2.000 O. 


Com Z, ajustada para esse valor, o valor da corrente de carga é 


I 1070 1,4489 /—16,85º mA 
E OnSS CE jD O. 4 USA e 


A potência média fornecida à carga é 
P= (1,4489 x 103)*(3.605,55) = 757 mW 


Essa quantidade é a maior potência que podemos fornecer à carga, dadas as restrições aos valores de 
R, e X,. Observe que essa potência é menor do que a potência que pode ser fornecida se não houver 
restrições; em (a) constatamos que podemos fornecer 8,33 mW. 
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EXEMPLO 10.10 Determinação da máxima transferência de potência quando há limitação à variação do ângulo da impedância. 


Uma impedância de carga com um ângulo de fase constante de —36,87º está ligada aos terminais de 
carga a e b no circuito da Figura 10.23. O módulo de Z, é variado até que a potência média fornecida 
seja a maior possível, sob a restrição dada. 


a) Determine Z, em forma retangular. 


b) Calcule a potência média fornecida a Z, . 

Solução 

a) Pela Equação 10.50, sabemos que o módulo de Z, deve ser igual ao módulo de Z,,. Portanto, 
IZ/|=|Z,,| = 13.000 + ;4.000] = 5.000 O 

Agora, como sabemos que o ângulo de fase de Z, é —36,87º, temos 


Z, = 5.000 /—36,87º = 4.000 — ;3.0000. 


b) Igualando Z, a 4.000 — ;3.000 9, a corrente de carga é 
I E 1,4142 /-8,13º mA 
td 7000+ 1.000 dm 
e a potência média fornecida à carga é 
P=(1,4142X 103)2(4.000) = 8 mW 


Essa quantidade é a maior potência que pode ser fornecida por esse circuito à impedância de carga, 
cujo ângulo permanece constante em —36,87º. Mais uma vez, essa quantidade é menor do que a 
máxima potência que pode ser fornecida, se não há nenhuma restrição à variação de Z, . 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Entender a condição para máxima potência ativa fornecida a uma carga em um circuito ca. 


10.7 A corrente da fonte no circuito mostrado é 3 cos 5.000: A. 
a) Qual é a impedância que deve ser ligada aos terminais a,b para máxima transferência de potência média? 
b) Qual é a potência média transferida à impedância em (a)? 
c) Suponha que a carga seja exclusivamente resistiva. Qual 

é o valor do resistor que, ligado aos terminais a,b, promo- 
verá a máxima transferência de potência média? 
d) Qual é a potência média transferida ao resistor em (c)? 
Resposta: (a) 20 — ;10 O; 
(b) 18 W; 
(c) 22,36 O; 
(d) 1700 W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 10.41, 10.48 e 10.62, apresentados no final deste capítulo. 


Circuitos elétricos 


EXEMPLO 10.11 Determinação da máxima transferência de potência em um circuito com um transformador ideal. 


O resistor variável no circuito da Figura 10.24 é 


ajustado até que a máxima potência média seja for- Figura 10.24 Circuito para o Exemplo 10.11. 
necida a R,. 60.0 ni a 
e 
a) Qual é o valor de R, em ohms? o 4:1 
b) Qual é a máxima potência média (em watts) for- | | 
necida a R,? 


840/0º o 
Solução e V (ef) AR 


a) Em primeiro lugar, determinamos o equivalente 200 
de Thévenin visto a partir dos terminais de R,. O 


circuito para determinar a tensão de circuito aberto 5 
é mostrado na Figura 10.25. As variáveis V,, V,,1, 
e L foram adicionadas para facilitar a análise. 
Primeiro, observamos que o transformador ideal 
impõe as seguintes restrições às variáveis V,, V,, 
LeL: Figura 10.25 Circuito usado para determinar a tensão de 
(e L: io 
Thévenin. 
1 1 
V, = -V, L di -L. 60 O — L 
4 4 AMA ——sa 
e O 4:1 + 
Como o valor de circuito aberto de L é iguala zero, Vi | Vo 
então, I, é igual a zero. Segue-se que 840/0º - Ideal ui 
Vm 
V (ef) 
V, = 840 70º V, V,; = 210 70º V. 
20 O 
Pela Figura 10.25, observamos que V,,, é o negativo ê b 


de V,, portanto, 


Vm = 210 /0ºV. 


O circuito mostrado na Figura 10.26 é usado para 
determinar a corrente de curto-circuito. Conside- 
rando-se I, e L as correntes de malha, as duas equa- 
ções de malha são 


Figura 10.26 Circuito usado para calcular a corrente de 
curto-circuito. 


60 9 E 


840 70º = 801, — 201, + Vi, 


0= 205 — 201, + Vo. 840/0º 
V (ef) 


Quando essas duas equações são combinadas com 
as equações de restrição, obtemos 


840 /0º = —40L, + Vi, 


V 
0=25L ++. 
2º | 
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Resolvendo esse sistema de equações, temos 


IL = 6A 
Portanto, a resistência de Thévenin é 
—210 
Rmn=—— =350. 
—6 
A máxima potência será fornecida a R, quando R, Figura 10.27 Equivalente de Thévenin com a carga ajustada 
for igual a 35 O para máxima transferência de potência. 
b) A máxima potência fornecida a R, é determinada ora Ea 
mais facilmente usando-se o equivalente de Thévenin. 
Pelo circuito da Figura 10.27 temos 210/0º $3 so 
V (ef) 
=2101* 
Poix =|) (35) = 315 W. o 
70 b 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 3 Saber calcular todas as formas de potência em circuitos ca com transformadores lineares e ideais. 


10.8 Determine a potência média fornecida ao resistor de 340 10mH, 


Resposta: 612,5 W. 


100 O no circuito mostrado, se v = 660 cos 5.000t V. 
8 E, 20mH 


10.9a) Determine a potência média fornecida ao resis- 
e 


tor de 400 O no circuito mostrado, se is 248 cos 

10.000 V. 
b) Determine a potência média fornecida ao resistor de 375 O. 
c) Determine a potência fornecida pela fonte de ten- 

são ideal. Verifique seu resultado mostrando que a 


potência absorvida é igual à potência fornecida. 

Resposta: (a) 50 W; $ 400 Q 
(b) 49,2 W; 

(c) 99,2 W, 50 + 49,2 = 99,2 W. 


10.10 Resolva o Exemplo 10.11, se o ponto de polaridade no enrolamento ligado ao terminal a estiver na 
parte superior. 
Resposta: (a) 15 O; 
(b) 735 W. 
10.11 Resolva o Exemplo 10.11 se a fonte de tensão for reduzida a 146 /0º Ve a relação de espiras for inver- 
tida para 1:4. 
Resposta: (a) 1.460 O; 
(b) 58,4 W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 10.61 e 10.62, apresentados no final deste capítulo. 


Circuitos elétricos 


Perspectiva prática 


Energia vampira 


Energia vampira, ou energia em stand-by, pode custar mais do que se pensa. Um domicílio tem em média cerca de 40 apa- 
relhos elétricos, que consomem energia mesmo quando desligados. Aproximadamente 5% do consumo normal de energia resi- 
dencial podem ser atribuídos ao modo stand-by. A Tabela 10.3 fornece o consumo de energia de vários tipos de aparelho. Note-se 
que, quando um aparelho é considerado desligado, normalmente ainda está consumindo energia. 


Tabela 10.3 Consumo médio de energia de aparelhos elétricos comuns. 


Aparelho elétrico* Potência [W]* 


Carregador de celular 


Conectado ao telefone em carga 3,68 

Conectado à tomada, mas não ao telefone 0,26 
Adaptador CA para notebook 

Conectado ao computador em carga 44,28 

Conectado ao computador em modo de espera 11550 

Conectado ao computador desligado 8,9 

Conectado à tomada, mas não ao computador 4,42 
Tocador de DVD 

Ligado e em uso 99 

Ligado, mas não em uso 754 

Desligado 1PSS) 
Forno de micro-ondas 

Ligado com a porta fechada 3,08 

Ligado com a porta aberta 2) 

Cozinhando 1.433,0 
Impressora multifuncional a jato de tinta 

Ligada 9,16 

Desligada 5,26 


“Os dados apresentados nesta tabela foram extraídos do relatório da Lawrence Berkeley 
National Laboratory (<http://standby.lbl.gov/standby.html>). 


* Este valor é a média da potência medida para diversos tipos de cada aparelho. 


Vamos examinar um carregador de celular. De acordo com os valores indicados na Tabela 10.3, quando desconectado do telefo- 
ne, o carregador consome apenas uma fração da energia que é utilizada quando está conectado a um telefone em carga. Suponhamos 
que você carregue seu celular durante três horas por dia, mas deixe o carregador ligado à tomada 24 horas por dia. Lembre-se de que 
a concessionária cobra com base no número de quilowatts-hora (KWh) usados em um mês. Um aparelho que usa 1.000 W de potência 
continuamente por uma hora consome 1 kWh. Vamos calcular o número de quilowatts-hora utilizados pelo carregador em um mês. 


Plkwh] = Gti a to 


= 1,8kWh 


Agora, faça o cálculo novamente, desta vez assumindo que o carregador é desconectado da tomada quando não está em uso. 


30[3(3,68) + 21(0)] 
1.000 


P[kWh] = = 033kWh 
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Manter o carregador ligado quando não em uso faz seu consumo ser 5 vezes maior do que a energia necessária para 
carregar um telefone o dia todo. Pode-se, portanto, minimizar o custo da energia vampira desligando-se aparelhos elétricos 
quando não estão sendo usados. 

Como o carregador pode consumir energia quando não está ligado ao telefone? O circuito eletrônico no celular usa fontes 
de 5 V (cc) para fornecer energia. O carregador deve transformar o sinal de 120 V (ef) fornecido pela tomada em um sinal que 
possa ser utilizado para carregar o telefone. Esses carregadores podem utilizar transformadores lineares, associados a outros 
circuitos, para produzir uma tensão adequada ao telefone. 

Consideremos o circuito da Figura 10.28. O transformador linear faz parte do circuito usado para reduzir a tensão forne- 
cida pela fonte a um nível adequado para o telefone. Os demais componentes necessários para completar essa tarefa não são 
mostrados no circuito. Quando o telefone é desconectado do circuito na Figura 10.28, mas o circuito continua ligado à fonte de 
120 (ef), ainda há uma passagem para a corrente, conforme mostrado na Figura 10.29. A corrente é 


120 


[= : 
Jia ar ey ar OL 


A energia real, entregue pela fonte de tensão e fornecida aos resistores, é 
P= (R, a Ryu. 
Essa é a energia vampira que está sendo consumida pelo carregador de celular, mesmo quando ele não está ligado ao 


telefone. 


Figura 10.28 Transformador linear utilizado em um carregador Figura 10.29 Circuito do carregador de celular quando o 


de celular. telefone não está ligado. 
R, Ri M R, RR joM R, 
ANA ANN mis ANA AMÃ, 
e 
120 ú 120 dE É 
V (et) L; 2) Celular v (et) o) e I ] jolt? JoL, 
[o] 


NOTA: avalie sua compreensão desse material tentando resolver os problemas 10.66 a 10.68, apresentados no final deste capítulo. 


Resumo 


Potência instantânea é o produto entre a ten- 
são e a corrente instantâneas, ou p = tv, O 
sinal positivo é usado quando o sentido de 
referência para a corrente for da tensão posi- 
tiva para a negativa. A frequência da potência 
instantânea é o dobro da frequência da tensão 
(ou corrente). (Seção 10.1.) 


Potência média é o valor médio da potência 
instantânea durante um período. E a potência 


convertida da forma elétrica para outra não elé- 
trica e vice-versa. Essa conversão é a razão por 
que a potência média também é denominada 
potência ativa. Pela convenção passiva, a potên- 
cia média é expressa como 


P = Vala cos(0, — 6;) 


= Vo locos(6, — 0). 


(Seção 10.2.) 


Circuitos elétricos 


e Potência reativa é a potência elétrica trocada 
entre o campo magnético de um indutor e a 
fonte que o alimenta ou entre o campo elétrico 
de um capacitor e a fonte que o alimenta. A 
potência reativa nunca é convertida em potência 
não elétrica. Pela convenção passiva, a potência 
reativa é expressa como 


1 
Q = 2 Vmlm sen(o, Er 0;) 
= Vo legsen(9, — 0;). 


Tanto a potência média quanto a reativa podem 
ser expressas em termos de corrente e tensão de 
pico (V,. 1,,) ou eficaz (V... 1.) Valores eficazes 
são usados amplamente em aplicações residen- 
ciais e industriais. Valor eficaz e valor rms são 
termos intercambiáveis para a mesma grandeza. 


(Seção 10.2.) 


e O fator de potência é o cosseno do ângulo de 
fase entre a tensão e a corrente: 


fp=cos(0 — 0). 
Os termos atrasado e adiantado adicionados à 
descrição do fator de potência indicam se a cor- 
rente está atrasada ou adiantada em relação à 


tensão e, portanto, se a carga é indutiva ou capa- 
citiva. (Seção 10.2.) 


e O fator reativo é o seno do ângulo de fase entre 
a tensão e a corrente: 


Problemas 


Seções 10.1-10.2 


fr = sen(0, — 6,). 
(Seção 10.2.) 


Potência complexa é a soma complexa das 
potências média e reativa, ou 


S=P+j;QO 
= hd = Vere 
Vê 
= yZ = ze . 


Potência aparente é o módulo da potência 
complexa: 


IS= VP? + 02. 
(Seção 10.4.) 


O watt é usado como a unidade para a potên- 
cia instantânea e para a potência ativa. O var 
(volt-ampêre reativo, ou VAR) é usado como 
unidade para a potência reativa. O volt-ampêére 
(VA) é usado como unidade para as potências 
complexa e aparente. (Seção 10.4.) 


A máxima transferência de potência ocorre, 
em circuitos que funcionam em regime perma- 
nente senoidal, quando a impedância de carga 
é o conjugado da impedância de Thévenin vista 
a partir dos terminais da impedância de carga. 
(Seção 10.6.) 


10.1 Os seguintes conjuntos de valores para v e 
i referem-se ao circuito da Figura 10.1. Cal- 
cule Pe Q para cada conjunto de valores e 
determine se o circuito no interior da caixa 
está absorvendo ou fornecendo (1) potência 
média e (2) potência reativa. 


a) v=250 cos(wt + 45º) V, 
i=4 sen(wt + 60º) A. 

b) v=18 cos(wt — 30º) V, 
i=5 cos(wt— 15º) A. 


c) v= 150 sen(wt +25) V, 
i=2 cos(wt + 50º) A. 

d) v=80 cos(wt + 120º) V, 
i=10 cos(wt + 170º) A. 


10.2 a) Um estudante universitário acorda com 


fome. Liga a cafeteira, coloca uma tigela 
de mingau de aveia no micro-ondas, põe 
duas fatias de pão na torradeira e começa 
a fazer ovos mexidos na frigideira elétrica. 
Se todos esses aparelhos forem alimenta- 
dos por um circuito de 120 V, protegido 


Capítulo 10 e Cálculos de potência em regime permanente senoidal 433 


por um disjuntor de 50 4, o disjuntor vai 
interromper esse café da manhã? 


10.7 O amp op no circuito da Figura P10.7 é ideal. 
Pspice | Calcule a potência média fornecida ao resistor 
ME e 1 kQ, quando v, = cos 1.000t V. 


Figura P10.7 


b) O colega de quarto do estudante acorda 
e liga o aparelho de ar condicionado. Ele 
percebe que o quarto está uma bagunça, 
então começa a aspirar o carpete. E agora, 
o disjuntor do circuito vai interromper o 
café da manhã? 


100 nF 


10.3 Mostre que o máximo valor da potên- 
cia instantânea dada pela Equação 10.9 é )| 
P+VP2+Qº e que o valor mínimo é 
P-VP+Q. 

10.4 Umacarga consistindo em um resistor de 480 O 
em paralelo com um capacitor de (5/9) y'F está 
ligada aos terminais de uma fonte de tensão 
senoidal U, = 240 cos 5.000% V. 


a) Qual é o valor de pico da potência instan- 


1k0 


v 


10.8 a) Calcule a potência ativa e a potência reativa 


b) 


tânea fornecida pela fonte? 


Qual é o valor de pico da potência instan- 
tânea absorvida pela fonte? 


b) 


associadas a cada elemento do circuito da 
Figura P9.63. 


[ON 


Verifique se a potência média gerada 


é ência médi ida à 9 : na ap ora Du : 
c) Qual é a potência média fornecida à carga? igual à potência média absorvida. 
d) Qualé a potência reativa fornecida à carga? . Fase : z 
p P 8 c) Verifique se a potência reativa gerada é 
e) Acarga absorve ou fornece energia reativa? igual à potência reativa absorvida. 


f) Qual é o fator de potência da carga? 10.9 Repita o Problema 10.8 para o circuito da 
Figura P9.64. 

10.10 A impedância da carga na Figura P10.10 
absorve 6 kW e gera 80 kVAR. A fonte de 


tensão senoidal fornece 8 kW. 


g) Qual é o fator reativo da carga? 


10.5 Determine a potência média fornecida pela 
Pspice | fonte de corrente ideal no circuito da Figura 
WHSM P10.5, se i, = 4 cos 5.000 mA. 


Figura P10.5 
500 O 


a) Determine os valores da reatância capa- 
citiva da linha que vão satisfazer essas 
restrições. 


1.000 O 


b) Para cada valor da reatância da linha 
determinada em (a), mostre que a ener- 
gia reativa fornecida é igual à absorvida. 

Figura P10.10 


100 mH 


Ê 
+ 
Ê 


10.6 Determine a potência média dissipada no 
Pspice | resistor de 30 Q no circuito da Figura P10.6, 


Ps 25 0 2.40) 
a cj , = 6 cos 20.0001 A. *— AMON 
Figura P10.6 1.000/0º 
30  125uF V (ef) E 


L>— 4 4 
O is | 05 mH $300 Fonte — = Linha 


Circuitos elétricos 


Seção 10.3 


10.11 a) Um computador pessoal com monitor e 
teclado absorve 40 W em 115 V (ef). Cal- 
cule o valor eficaz da corrente conduzida 
por seu cabo de alimentação. 


b) A potência nominal de uma impres- 
sora a laser é 900 W a 115 V (ef). Se essa 
impressora for ligada à mesma tomada 
do computador do item (a), qual será o 
valor eficaz da corrente fornecida pela 
tomada? 

10.12 Determine o valor eficaz da corrente periódica 
da Figura P10.12. 


Figura P10.12 
(A) 
20 


0 20 40 60 80 100 (ms) 


10.13 A corrente periódica da Figura P10.12 dissipa 
uma potência média de 1.280 W em um resis- 
tor. Qual é o valor do resistor? 

10.14 a) Determine o valor eficaz da tensão perió- 

dica da Figura P10.14. 


b) Se essa tensão for aplicada aos terminais 
de um resistor de 40 O, qual será a potên- 
cia média dissipada pelo resistor? 


c) Quando a tensão na parte (a) é aplicada a 
um resistor diferente, esse resistor dissipa 
10 mW de potência média. Qual é o valor 
de sua resistência? 


Seções 10.4-10.5 


Figura P10.14 
va(V) 
40 


—40 


10.15 a) Determine o valor eficaz da tensão perió- 
dica da Figura P10.15. 


b) Se essa tensão for aplicada aos terminais 
de um resistor de 4 O, qual será a potên- 
cia média dissipada pelo resistor? 


Figura P10.15 
vlV) | 
20 H 


10 etc. 


0| 25 50 75 100 125 150 175 200 t(us) 


10.16 Uma tensão cc iguala V.. V é aplicada a um 
resistor de R O. Uma tensão senoidal igual a 
VV também é aplicada a um resistor de R O. 
Mostre que a tensão cc fornecerá a mesma 
energia em T segundos (onde Té o período da 
tensão senoidal) que a tensão senoidal, desde 
que V. seja igual ao valor eficaz de v (Suges- 
tão: iguale as duas expressões para a energia 
fornecida ao resistor.) 


10.17 A corrente I E; do circuito no domínio da fre- 
quência da Figura P10.17 é50/0º mA (ef). 


a) Determine a potência média e a potência 
reativa para a fonte de corrente. 


b) A fonte de corrente está absorvendo ou 
fornecendo potência média? 


c) A fonte de corrente está absorvendo ou 
fornecendo potência reativa? 
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d) Determine a potência média e a potência 
reativa associadas à impedância de cada 
ramo no circuito. 

e) Verifique o equilíbrio entre a potência 
média fornecida e a absorvida. 


f) Verifique o equilíbrio entre as potências 
reativas fornecidas e absorvidas. 


Figura P10.17 
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10.18 Determine a potência média, a potência rea- 


Pspice | tiva e a potência aparente absorvidas pela 
nisi carga no circuito da Figura P10.18,se v, = 150 
cos 250t V. 
Figura P10.18 
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10.19 a) Determine V, (ef) e 9 para o circuito da 
Figura P10.19, se a carga absorver 2.500 
VA, com um fator de potência atrasado 
de 0,8. 


b) Construa um diagrama fasorial de cada 
solução obtida em (a). 


Figura P10.19 
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10.20 a) Determine a potência média, a potência 
Pspice 


reativa e a potência aparente fornecidas 
Multisim 


pela fonte de tensão no circuito da Figura 
P10.20, se v, = 40 cos 10% V. 


10.21 


10.22 


10.23 


b) Verifique sua resposta em (a) mostrando 
que Pjey = >, Pabs- 
c) Verifique sua resposta em (a) mostrando 
que Ogey — Ojo 
Figura P10.20 
40 0 


60 0 


Duas cargas de 480 V (ef) estão ligadas em 
paralelo. Ambas absorvem uma potência média 
total de 40.800 W, com um fator de potência 
atrasado de 0,8. Uma das cargas absorve 20 
kVA, com um fator de potência adiantado de 
0,96. Qual é o fator de potência da outra carga? 
As duas cargas mostradas na Figura P10.22 
podem ser descritas da seguinte forma: a carga 
1 absorve uma potência média de 10kW e uma 
potência reativa de4k VAR; a carga 2 tem uma 
impedância de (60 +;80) Q.A tensão nos ter- 
minais das cargas é 1000V2 cos 10071 V. 


a) Determine o valor eficaz da tensão da 
fonte. 


b) De quantos microssegundos é a diferença 
de fase entre a tensão da carga e a tensão 
da fonte? 


c) A tensão da carga está adiantada ou atra- 
sada em relação à tensão da fonte? 


Figura P10.22 
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As três cargas no circuito da Figura P10.23 
são S,=6+)3 kVA,S,=75 —j4,5kVÃ es, 
=12 +j9kVA. 


a) Calcule a potência complexa associada a 
cada fonte de tensão, V g1€ V e 
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Val) 

020 
velo) 

010 


b) Verifique se o total das potências ativa 
e reativa fornecido pela fonte é igual ao 
total das potências ativa e reativa absor- 
vido pela rede. 


Figura P10.23 
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10.24 As três cargas no circuito da Figura P10.24 


10.25 


são descritas da seguinte forma: a carga 1 está 
absorvendo 4,8 kW e fornecendo 2,4 kVAR; 
a carga 2 está absorvendo 6 kVA, com um fp 
atrasado de 0,8; a carga 3 é um resistor de 24 
O em paralelo com um indutor que tem uma 
reatância de 6 0. 


a) Calcule a potência média e a potên- 
cia reativa fornecida por cada fonte, se 

Va = Va — 12020ºY (el). 

b) Verifique seus cálculos demonstrando 
que os resultados são consistentes com os 
requisitos 


DS Pio E Sa 
> Ogev = BS Oaps- 


Figura P10.24 
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Suponha que o circuito da Figura P10.24 repre- 
sente um circuito de distribuição residencial no 
qual as impedâncias dos condutores são despre- 
zíveise Vo1 — Vg2 = 110/0º V (ef). As três 
cargas no circuito são L, (uma torradeira, uma 
cafeteira e um micro-ondas); L, (um televisor, 


um aspirador de pó e um aquecedor portátil) e 


L, (um lava-louça automático e uma secadora 
de roupas). Admita que todos esses eletrodo- 
mésticos estejam em funcionamento ao mesmo 
tempo. Os condutores do circuito são protegidos 
por disjuntores de 50 A.A energia elétrica, para 
essa residência, será interrompida? Explique. 
As três cargas em paralelo no circuito da 
Figura P10.26 podem ser descritas da seguinte 
forma: a carga 1 está absorvendo uma potên- 
cia média de 6 kW e fornecendo uma potência 
reativa de 8k VARs; a carga 2 está absorvendo 
uma potência média de 9 kW e uma potência 
reativa de 3 kVARs;a carga 3 consiste em um 
resistor de 25 O em paralelo com uma rea- 
tância indutiva de —S O. Determine o valor 
eficaz do módulo de V, e seu ângulo de fase, 
se Vo = 250/0º V. 


Figura P10.26 


10.27 Considere o circuito descrito no Problema 9.78. 


a) Qual é o valor eficaz da tensão na carga? 


b) Qual percentagem da potência média pro- 

duzida pela fonte real é fornecida à carga? 
Três cargas estão ligadas em paralelo a uma 
linha de 300 V (ef), como mostra a Figura 
P10.28. A carga 1 absorve 3 kW com um fp 
unitário; a carga 2 absorve 5 kVA, com um fp 
adiantado de 0,8; a carga 3 absorve 5 kW e 
fornece 6 kVARs. 


a) Determine a impedância equivalente das 
três cargas em paralelo. 


b) Determine o fator de potência da carga 
equivalente, vista dos terminais de entrada 
da linha. 


Figura P10.28 
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10.29 As três cargas no Problema 10.28 são alimen- 


10.30 


10.31 


tadas por uma linha que tem uma impedân- 
cia em série de 0,02 + ;0,05 O, como mostra a 
Figura P10.29. 


a) Calcule o valor eficaz da tensão (V,) na 
extremidade da linha ligada à fonte. 

b) Calcule a potência média e a potência 
reativa associadas à impedância de linha. 

c) Calcule a potência média e a potência rea- 


tiva na extremidade da linha ligada à carga. 


d) Calcule a eficiência (m) da linha, se a efi- 
ciência for definida como 


n= (Ea entao X 100. 
Figura P10.29 
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As três cargas do circuito da Figura P10.30 
podem ser descritas da seguinte forma: a carga 1 
é um resistor de 240 O em série com uma reatân- 
cia indutiva de 70 Q; a carga 2 é uma reatância 
capacitiva de 120 O em série com um resistor 
de 160 Q;e a carga 3 é um resistor de 30 O em 
série com uma reatância capacitiva de 40 O. A 
frequência da fonte de tensão é 60 Hz. 


a) Determine o fator de potência e o fator 
reativo de cada carga. 


b) Determine o fator de potência e o fator 
reativo da carga composta vista pela fonte 
de tensão. 


Figura P10.30 
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a) Determine a potência média dissipada na 
linha na Figura P10.31. 


b) Determine a reatância capacitiva que, 
quando ligada em paralelo com a carga, 
fará com que esta se comporte como uma 
carga puramente resistiva. 


c) Qual é a impedância equivalente da carga 
em (b)? 

d) Determine a potência média dissipada na 
linha quando a reatância capacitiva está 
ligada à carga. 


e) Expresse a perda de potência em (d) 
como uma percentagem da perda de 
potência determinada em (a). 


Figura P10.31 
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10.32 A queda de tensão de regime permanente 


ao longo da linha de transmissão da Figura 
P10.32 é excessiva. Um capacitor é colocado 
em paralelo com a carga de 150 kVA e ajus- 
tado até que a tensão de regime permanente 
no início da linha tenha a mesma magnitude 
que a tensão na carga, isto é, 4.800 V (ef). 
A carga de 150 kVA está operando com um 
fator de potência atrasado de 0,8. Calcule o 
valor do capacitor, em microfarads, se o cir- 
cuito estiver operando em 60 Hz. Quando 
selecionar o capacitor, não se esqueça da 
necessidade de manter a perda de energia da 
linha em um nível razoável. 


Figura P10.32 
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10.33 Um grupo de pequenos eletrodomésticos 


em um sistema de 60 Hz absorve 20 kVA, 
com um fp atrasado de 0,85, quando fun- 
cionam em 125 V (ef). A impedância do ali- 
mentador que energiza os eletrodomésticos 
é 0,01 +70,08 O. A tensão nos terminais da 
carga é 125 V (ef). 
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a) Qual é a tensão eficaz na outra extremi- 
dade do cabo? 


b) Qual é a perda de potência média no 
alimentador? 


c) Qual é o valor do capacitor (em micro- 
farads) a ser instalado nos terminais da 
carga para corrigir o fator de potência da 
carga para o valor unitário? 


d) Após a instalação do capacitor, qual será 
a tensão eficaz na outra extremidade do 
alimentador, se a tensão na carga for 
mantida em 125 V (ef)? 


e) Qual é a perda de potência média no ali- 
mentador para o item (d)? 

10.34 Uma fábrica absorve 1.600 kW, com um fator 
de potência atrasado de 0,8. Uma carga adi- 
cional de fator de potência variável deve ser 
instalada na fábrica. A nova carga absorverá 
320 kW de potência ativa. O fator de potên- 
cia da carga adicionada deve ser ajustado de 
modo que o fator de potência global da fábrica 
seja de 0,96 atrasado. 


a) Especifique a potência reativa associada 
à carga adicionada. 


b) A carga adicionada absorve ou fornece 
potência reativa? 


c) Qual é o fator de potência da carga 
adicional? 

d) Admita que a tensão de entrada na 
fábrica seja 2.400 V (ef). Qual é o valor 
eficaz da corrente que alimenta a fábrica 
antes da adição da carga? 


e) Qual é o valor eficaz da corrente que ali- 
menta a fábrica após a adição da carga? 
10.35 Suponha que a fábrica descrita no Problema 
10.34 seja alimentada por uma linha cuja 
impedância é 0,25 +70,1 0. A tensão na fábrica 
é mantida a 2.400 V (ef). 


a) Determine a perda de potência média na 
linha, antes e depois da adição da carga. 


b) Determine o valor da tensão no início da 
linha, antes e depois da adição da carga. 


10.36 a) Determine as seis correntes de ramo I —1I , 
no circuito da Figura P10.36. 


b) Determine a potência complexa em cada 
ramo do circuito. 


c) Confirme seus cálculos verificando se a 
potência média fornecida é igual à potên- 
cia média dissipada. 

d) Confirme seus cálculos verificando se a 
potência reativa gerada é igual à potên- 
cia reativa absorvida. 


Figura P10.36 
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10.37 a) Determine a potência média fornecida ao 
resistor de 8 Q no circuito da Figura P10.37 


K| == = 00 


b) Determine a potência média produzida 
pela fonte de tensão senoidal ideal. 


c) Determine Z,,. 


d) Mostre que a potência média fornecida é 
igual à potência média dissipada. 


Figura P10.37 
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10.38 a) Determine a potência média fornecida pela 
fonte de corrente senoidal no circuito da 
Figura P10.38. 


b) Determine a potência média fornecida 
ao resistor de 20 O. 


Figura P10.38 
add 
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10.39 a) Determine a potência média dissipada em 
cada resistor no circuito da Figura P10.39. 


b) Confirme sua resposta demonstrando 
que a potência total fornecida é igual à 
potência total absorvida. 


Figura P10.39 
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10.40 A fonte de tensão senoidal no circuito da 
Figura P10.40 está fornecendo uma tensão efi- 
caz de 2.000 V. A carga de 4 O) está absorvendo 


Seção 10.6 


quatro vezes mais potência média do que a 
carga de 25 O. As duas cargas estão casadas 
com a fonte senoidal, cuja impedância interna 
é de 500/0º kQ. 


a) Especifique os valores numéricos de a, e a,. 


b) Calcule a potência fornecida à carga de 
25 O. 


c) Calcule o valor eficaz da tensão no resis- 
tor de 4 O. 


Figura P10.40 
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10.41 a) Determine a impedância de carga para o 
circuito da Figura P10.41 para a máxima 
transferência de potência média à carga, 
se w=8 krad/s. 


b) Determine a máxima potência média for- 
necida à carga na parte (a), se v,= 10 cos 
8.000 V. 


c) Repita a parte (a), considerando que Z, 
consista em dois componentes do Apên- 
dice H, cujos valores permitam uma 
potência média máxima mais próxima do 
valor calculado na parte (b). 


Figura P10.41 
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10.42 Suponhamos que uma impedância igual ao 
conjugado da impedância de Thévenin seja 


10.43 


ligada aos terminais c,d do circuito mostrado 
na Figura P9.75. 


a) Determine a potência média fornecida 
pela fonte de tensão senoidal. 


b) Que percentagem da potência fornecida 
pela fonte é dissipada no transformador 
linear? 

O fasor tensão V,,, no circuito da Figura 

P10.43, é 300/0º V (ef), quando nenhuma 

carga externa está ligada aos terminais a,b. 

Quando uma carga de impedância 200 — ;500 

O é ligada aos terminais a,b, o valor de V,, é 

156—j42 V (ef). 

a) Determine a impedância que deve ser 
ligada aos terminais a,b para a máxima 
transferência de potência média. 

b) Determine a máxima potência média 
transferida à carga de (a). 

c) Construa a impedância da parte (a), utili- 
zando componentes do Apêndice H, se a 
frequência da fonte é de 50 Hz. 
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Figura P10.43 
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10.44 A impedância de carga Z,, no circuito da 
Figura P10.44, é ajustada até que lhe seja for- 
necida a máxima potência média. 


a) Determine a máxima potência média for- 


necida a Z,. 


b) Qual percentagem da potência total pro- 


duzida no circuito é fornecida a Z, ? 


Figura P10.44 
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10.45 Prove que, se apenas o módulo da impedância 
de uma carga puder variar, a maior potência 


média lhe será transferida quando |Z, | = |Z,,,|. 
[Sugestão: ao deduzir a expressão para a potên- 
cia média da carga, escreva a impedância de 


carga (Z, ) na forma Z, =|Z, |cos6+jZ, |sen 0 
e observe que somente |Z, | é variável.] 


10.46 Oresistor variávelno circuito da Figura P10.46 
é ajustado até que a potência média que ele 
absorve seja máxima. 


a) Determine R. 


b) Determine a máxima potência média. 


c) Encontre um resistor no Apêndice H que 


teria a maior potência média fornecida a 
ele. 


Figura P10.46 
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10.47 O resistor variável R, no circuito da Figura 
P10.47 é ajustado até que absorva máxima 
potência média. 


a) 
b) 


c) 


d) 


Qual é o valor de R, em ohms? 

Calcule a potência média fornecida a R,. 
Se R, for substituído por uma impedância 
variável Z,, qual será a máxima potência 
média a ser fornecida a Z ? 

Em (c), qual percentagem da potência 
produzida pelo circuito é fornecida à 
carga Z,? 


Figura P10.47 
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10.48 O valor de pico da tensão da fonte senoidal 


Pspice 


do circuito da Figura P10.48 é 180 V, e sua 


MuRisim, frequência é 5.000 rad/s. O resistor de carga 
pode variar de O a 4.000 Q e o capacitor de 


carga pode variar de 0,1 uF a 0,5 gF. 


a) 


b) 


f) 


Calcule a potência média fornecida à 
carga quando R — 2.000 0e €C —0,2 uF. 
Determine os valores de R, e C€, que 
resultarão na maior potência média 
transferida a R,. 

Qual é a maior potência média em (b)? 
Ela é maior do que a potência em (a)? 
Se não houver restrições a R, e C,, qual 
será a máxima potência média que pode 
ser fornecida a uma carga? 

Quais são os valores de R, e C, para a 
condição em (d)? 

A potência média calculada em (d) é 
maior do que a calculada em (c)? 


Figura P10.48 
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10.49 
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a) Admita que, na Figura P10.48, R, possa 


10.52 O resistor de 160 Q no circuito da Figura 


441 


Pspice variar entre O e 10 kQ. Repita (b) e (c) do P10.51 é substituído por uma impedância 
aa Problema 10.48. variável Z,. Admita que Z, seja ajustada para 
b) A nova potência média calculada em (a) transferência de máxima potência média. 
é maior do que a determinada no Pro- a) Qual é a máxima potência média forne- 
blema 10.48(a)? cida a Z,? 
c) A nova potência média Felculada em (a) b) Qual é a potência média fornecida pela 
é menor do que a determinada no Pro- fonte de tensão ideal, quando Z, absorve 
blema 10.48(d)? a máxima potência média? 
10.50 A tensão no início da linha de transmissão su JE a 
E ea c) Escolha componentes individuais do 
da Figura P10.50 é ajustada de modo que o Nava . N 
E Í Apêndice H para formar uma impedân- 
valor eficaz da tensão na carga seja sempre . o a uia k 
Á ENE a é cia que dissipe a potência média mais 
4.000 V. O capacitor variável é ajustado até dize : 
a Dies o Eta próxima do valor do item (a). Assuma 
que a potência média dissipada na resistência na . 
. : sa que a frequência da fonte é 60 Hz. 
da linha seja mínima. E Ra ; 
a . 10.53 Encontre a impedância vista pela fonte ideal 
a) Se a frequencia dons senoidal ii 60 de tensão no circuito da Figura P10.53, quando 
Hz, qual será o valor da capacitância em Z, é ajustado para transferência de potência 
microfarads? Ri AS 
média máxima. 
b) Se o sapatos for eliminado do circuito, Figura P10.53 
qual será o aumento percentual de V, sá 
necessário para manter 4.000 V na carga? oa As Ear 
E nam A 
c) Se o capastor for eliminado do circuito, 40 hº E ns E 
qual será o aumento percentual das per- V (ef) ] di á 
das na linha? o , 
Figura P10.50 
1250 ;100 10.54 A ampedAnaa Z, noeuito da Figura 10.54 
e AM — ma é ajustada para máxima transferência de 
o ii potência média a Z,. A impedância interna 
V, 40007 0ºV (ef) $100 9 7100 O ZÉ IX da fonte de tensão senoidal é 4 + j7 O. 
— — a) Qual é a máxima potência média forne- 
a cidaa Z,? 
10.51 Para o circuito no domínio da frequência na b) Qual percentagem da potência média 
Figura P10.51, calcule: fornecida ao transformador linear é for- 
a) o valor eficaz do módulo de V,; necida a Z,? 
b) a potência média dissipada no resistor de Figura P10.54 
o 42 NO (120 mo O 
c) a percentagem da potência média gerada eo 
pela fonte de tensão ideal que é forne- 120/º 
5 : j j Z 
cida ao resistor de 9 O. V (ef) as do 
Figura P10.51 : 
300 j1000 = Fonte »! — Transformador Carga» 
AMA, INN 
º º de 
Ê 10.55 a) Determine a expressão de regime perma- 
E 6) mo j64 0 Vo 160 0 RR A aa 
(et) Pspice nente para as correntes 1 E ei no circuito da 
Muisio Figura P10.55, quando v, = 400 cos 4001 V. 
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b) Determine o coeficiente de acoplamento. 


c) Determine a energia armazenada nos 
enrolamentos magneticamente acopla- 
dosemt=125mmset=2,5mms. 


d) Determine a potência fornecida ao resis- 
tor de 375 O. 


e) Se o resistor de 375 OQ for substituído por 
um resistor variável R,, qual será o valor 
de R, para que ele absorva a máxima 
potência média? 

f) Qual é a máxima potência média em (e)? 

g) Admita que o resistor de 375 O seja subs- 
tituído por uma impedância variável Z, . 
Qual é o valor de Z, para que ela absorva 
a máxima potência média? 

h) Qual é a máxima potência média em (g)? 

Figura P10.55 
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10.56 Osvalores dos parâmetros do circuito da Figura 


P10.56são L|=8mH;L,=2mH,k= 0,75;R, 
=10€eR|=70.Sev, = 54V2 cos 1.000tV, 
determine 

a) o valor eficaz de v,; 

b) a potência média fornecida a R,; 

c) a percentagem da potência média gerada 


pela fonte de tensão ideal que é forne- 
cidaa R,. 


Figura P10.56 
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10.57 Suponha que o coeficiente de acoplamento 


no circuito da Figura P10.56 seja ajustável. 


a) Determine o valor de k que torne vo 
igual a zero. 


10.58 


10.59 


24/0º 
vo O 


10.60 


b) Determine a potência desenvolvida pela 
fonte quando k tem o valor encontrado 
em (a). 

Admita que o resistor de carga (R,) no cir- 

cuito da Figura P10.56 seja ajustável. 


a) Qual é o valor de R, para máxima trans- 
ferência de potência média a Rj? 

b) Qual é o valor da máxima potência 
transferida? 

A impedância de carga Z, no circuito da 

Figura P10.59 é ajustada até que a máxima 

potência média seja transferida para Z, . 


a) Especifique o valor de Z,, se N, = 3.600 
espiras e N, — 600 espiras. 


b) Especifique os valores de 1, e V,, quando 
Z, estiver absorvendo máxima potência 
média. 

Figura P10.59 
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A fonte de tensão senoidal no circuito da 
Figura P10.60 está operando em uma frequên- 
cia de 20 krad/s. A reatância capacitiva variá- 
vel do circuito é ajustada até que a potência 
média fornecida ao resistor de 100 O seja a 
maior possível. 


a) Determine o valor de C em microfarads. 


b) Quando C tiver o valor determinado em 
(a), qual será a potência média fornecida 
ao resistor de 100 09 


c) Substitua o resistor de 100 Q por um 
resistor variável R,. Especifique o valor 
de R, de modo que lhe seja fornecida 
máxima potência média. 

d) Qual é a máxima potência média que 
pode ser fornecida a R,? 
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10.61 Determine a potência média fornecida ao 
resistor de 5 kO no circuito da Figura P10.61. 


Figura P10.61 
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10.62 O transformador ideal ligado à carga de 5 kO) 
no Problema 10.61 é substituído por um trans- 
formador ideal cuja razão entre espiras é l:a. 
a) Qual é o valor de a para o máximo forne- 

cimento de potência média ao resistor de 
5SkM? 
b) Qual é a máxima potência média? 
10.63 a) Determine a relação de espiras N,/N, do 
transformador ideal, no circuito da Figura 
P10.63, de modo que uma potência média 
máxima seja fornecida à carga de 400 O. 


b) Determine a potência média fornecida à 
carga de 400 O. 


c) Determine a tensão V.. 


d) Qual percentagem da potência desenvol- 
vida pela fonte de corrente ideal é forne- 
cida ao resistor? 


Figura P10.63 
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10.64 a) Se N, for iguala 1.000 espiras, quantas espi- 
ras deve ter o enrolamento N, do trans- 
formador ideal, no circuito apresentado 
na Figura P10.64, para que seja fornecida 
máxima potência média à carga de 6.800 02 


Multisim 


Pspice 
Multisim 


b) Determine a potência média fornecida 
ao resistor de 6.800 O. 


c) Qual percentagem da potência média 
fornecida pela fonte de tensão ideal é dis- 
sipada no transformador linear? 


Figura P10.64 


255/0º 
V (ef) 


10.65 O resistor variável R,, no circuito da Figura 
Pspice  P10.65, é ajustado de forma a absorver máxima 
potência média. 

a) Determine a máxima potência média. 


b) Qual percentagem da potência média 
produzida pela fonte de tensão ideal é 
fornecida a R,, quando este está absor- 
vendo máxima potência média? 


c) Teste sua solução mostrando que a potên- 
cia fornecida pela fonte de tensão ideal é 
igual à potência dissipada no circuito. 


Figura P10.65 
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10.66 Repita o Problema 10.65 para o circuito da 
Figura P10.66. 


Figura P10.66 
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Seções 10.1-10.6 


10.67 a) 


b 


nn 


c) 


d) 


10.68 a) 


Use os valores da Tabela 10.3 para calcu- 
lar o número de quilowatts-hora consumi- 
dos em um mês por um adaptador CC de 
computador portátil, se todo dia o equipa- 
mento é carregado por 5 horas e fica em 
modo de espera por 19 horas. 

Repita o cálculo da parte (a) assumindo 
que o computador é carregado por 5 
horas e fica desligado por 19 horas. 
Repita o cálculo da parte (a) assumindo 
que o computador é carregado por 5 
horas e desconectado do adaptador CC 
por 19 horas, mas o adaptador permanece 
conectado à tomada. 

Repita o cálculo da parte (a) assumindo 
que o computador é carregado por 5 
horas e o adaptador CC fica desconec- 
tado da tomada por 19 horas. 

Suponha que você utilize seu forno micro- 
-ondas por 12 minutos todos os dias. No 
tempo restante, ele fica ligado com a porta 


10.69 


10.70 


10.71 


fechada. Use os valores da Tabela 10.3 para 
calcular o número total de quilowatts-hora 
utilizados pelo micro-ondas em um mês. 


b) Qual percentagem da energia utilizada 
pelo forno micro-ondas em um mês é 
consumida quando ele fica ligado com a 
porta fechada? 

Determine a potência, em watts, consumida 
pelo transformador da Figura 10.29. Assuma 
que a fonte de tensão é ideal (R = 0 0),R,= 
5 0, L, = 250 mH. A frequência da fonte de 
120 V (ef) é 60 Hz. 
Repita o Problema 10.69, assumindo que o 
transformador linear foi melhorado de modo 
que R,=50 mf. Todos os outros valores per- 
manecem inalterados. 
Repita o Problema 10.69, assumindo que o 
transformador linear da Figura 10.29 foi subs- 
tituído por um transformador ideal, com uma 
relação de espiras de 30:1. (Sugestão: você não 
precisa fazer quaisquer cálculos para deter- 
minar a potência consumida.) 
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11.4 Análise do circuito Y-A trifásicos 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber analisar um circuito trifásico equilibrado Y-Y. 
2. Saber analisar um circuito trifásico equilibrado Y-A. 
3. Saber calcular a potência (média, reativa e complexa) em qualquer circuito trifásico. 


A geração, transmissão, distribuição e utilização de grandes blocos de energia elétrica são feitas por 
meio de circuitos trifásicos. A análise abrangente desses sistemas constitui, por si só, uma área de estudo; tal 
análise não pode ser feita em um único capítulo. Felizmente, entender apenas o comportamento de regime per- 
manente senoidal de circuitos trifásicos é suficiente para engenheiros que não são especialistas em sistemas de 
potência. Definiremos o que significa um circuito equilibrado mais adiante em nossa discussão. As mesmas técnicas 
de análise de circuitos discutidas em capítulos anteriores podem ser aplicadas a circuitos trifásicos equilibrados 
ou desequilibrados. Neste capítulo, usamos essas técnicas para formular vários princípios simplificadores para a 
análise de circuitos trifásicos equilibrados. 

Por questão de economia, os sistemas trifásicos são projetados normalmente para operar no estado equili- 
brado. Assim, nesta abordagem introdutória, é justificável considerar apenas os circuitos equilibrados. A análise de 
circuitos trifásicos desequilibrados, que você encontrará se estudar sistemas de potência em cursos mais avança- 
dos, depende muito do entendimento de circuitos equilibrados. 

A estrutura básica de um sistema trifásico consiste em fontes de tensão ligadas a cargas por meio de trans- 
formadores e linhas de transmissão. Para analisar tal circuito, podemos reduzi-lo a uma fonte de tensão ligada a 
uma carga por uma linha. A exclusão do transformador simplifica a discussão sem prejudicar o entendimento básico 
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Figura 11.1 Circuito trifásico básico. dos cálculos envolvidos. A Figura 11.1 mostra um circuito básico. A ca- 
racterística fundamental de um circuito trifásico equilibrado é que sua 
Linha trifásica fonte é um conjunto de tensões trifásicas equilibradas. Começamos 
º considerando essas tensões e, então, passamos para as relações entre 

Fonte de E ade ; : Es 
ns o o a tensão e corrente para circuitos Y-Y e Y-A. Após considerarmos tensão 

Res trifási s . , Es 4 
trifásica 4 e e corrente nesses circuitos, concluímos com seções sobre cálculos e 
medição de potência. 


Perspectiva prática 


Transmissão e distribuição de energia elétrica 


Neste capítulo, apresentamos circuitos projetados para operar com grandes blocos de energia elétrica. São os circuitos 
usados para transportar energia elétrica das usinas geradoras até clientes industriais e residenciais. Apresentamos o circuito 
comumente utilizado por clientes residenciais nos Estados Unidos como perspectiva de projeto no Capítulo 9. Agora, voltamos ao 
tipo de circuito utilizado para fornecer energia elétrica a toda uma unidade residencial. 

Uma das restrições impostas ao projeto e à operação de uma concessionária de energia elétrica é o requisito de que ela 
mantenha certo valor de tensão eficaz na residência do cliente. Seja com carga leve às três horas da madrugada, seja com carga 
pesada no meio da tarde de um dia quente e úmido, a concessionária é obrigada a fornecer o mesmo nível de tensão eficaz. 
Lembre-se de que, no Capítulo 10, dissemos que um capacitor pode ser considerado uma fonte de energia reativa. Portanto, 
uma técnica para manter os níveis de tensão de uma concessionária é inserir capacitores em locais estratégicos na rede de 
distribuição. A ideia que fundamenta essa técnica é usar os capacitores para fornecer energia reativa próximos das cargas que 
dela necessitam, em vez de enviá-los por meio de linhas, diretamente a partir de um gerador. Ilustraremos esse conceito depois 
de apresentar a análise de circuitos trifásicos equilibrados. 


Rolf Vennenbernd/dpa/Corbis 


11.1 Tensões trifásicas equilibradas 


Um conjunto de tensões trifásicas equilibradas consiste em três tensões senoidais que têm 
amplitudes e frequências idênticas, mas estão defasadas umas das outras por exatamente 120º. 
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As três fases são chamadas tradicionalmente de a,b e c,e a fase a é tomada como a de referên- 
cia. As três tensões são designadas tensão de fase a, tensão de fase b e tensão de fase c. 


Há apenas duas relações de fase possíveis entre a tensão de fase a e as tensões de fase be c. 
Uma das possibilidades é a tensão de fase b estar 120º atrasada em relação à tensão de fase a, 
caso em que a tensão de fase c deve estar 120º adiantada em relação à tensão de fase a. Essa 
relação entre fases é conhecida como sequência de fase abc (ou positiva). Outra possibilidade 
é a tensão de fase b estar 120º adiantada em relação à tensão de fase a, caso em que a tensão de 
fase c deve estar 120º atrasada em relação à tensão de fase a. Essa relação é conhecida como 
sequência de fase acb (ou negativa). Em notação fasorial, os dois conjuntos possíveis de ten- 


sões de fase equilibradas são 


Va = Va /0', 
Vo = Va /—120º, 


Ve = Vm /+120', 


Va E Va /0º, 
Vo = Vw /+120º, 
Ve = Vy /—120º. 


As equações 11.1 referem-se à sequência abc, ou positiva. As 
equações 11.2 referem-se à sequência acb, ou negativa. A Figura 11.2 
mostra os diagramas fasoriais dos conjuntos de tensões das equações 
11.1 e 11.2. A sequência de fases é a ordem, em sentido horário, dos 
índices a partir de V,. O fato de um circuito trifásico poder ter uma 
de duas sequências de fases deve ser levado em conta sempre que 
dois desses circuitos operarem em paralelo. Os circuitos só podem 
operar em paralelo se tiverem a mesma sequência de fases. 

Outra característica importante de um conjunto de tensões 
trifásicas equilibradas é que a soma das três tensões é igual a zero. 
Assim, pelas equações 11.1 ou pelas equações 11.2, 


V+V,+V,=0. (11.3) 


Como a soma dos fasores tensão é zero, a soma das tensões ins- 
tantâneas também é nula; isto é, 


[ai a (11.4) 


Agora que conhecemos a natureza de um conjunto de tensões 
trifásicas equilibradas, podemos mostrar o primeiro princípio simpli- 
ficador a que aludimos na introdução deste capítulo: se conhecermos 
a sequência de fases e uma das tensões do conjunto, conheceremos 


(11.1) 


(ia) 


Figura 11.2 Diagramas fasoriais de um conjunto 
de tensões trifásicas equilibradas. 
(a) Sequência abc (positiva). 
(b) Sequência ach (negativa). 


Ve 
Va 
Vo 
Vo 
Va 
Ve 


o conjunto inteiro. Assim, no caso de um sistema trifásico equilibrado, podemos nos concen- 
trar na determinação da tensão (ou corrente) referente a uma fase, pois, conhecida a grandeza 


referente a uma fase, conhecemos as referentes às outras. 


NOTA: avalie sua compreensão a respeito de tensões trifásicas resolvendo os problemas 11.1 e 11.2, apresentados no final 


deste capítulo. 
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Figura 11.3 Estrutura de uma fonte de tensão trifásica. 


Eixo do 
enrolamento 
da fase a 


enrolamento 
da fase c 


Figura 11.4 Duas ligações básicas de uma fonte 
trifásica ideal. (a) Fonte ligada em Y, 
(b) Fonte ligada em 4. 


Eixo do 
enrolamento 
da fase b 


11.2 Fontes de tensão trifásicas 


Uma fonte de tensão trifásica é um gerador com 
três enrolamentos separados e distribuídos ao longo da 
periferia do estator. Cada enrolamento constitui uma 
fase do gerador. O rotor do gerador é um eletroímã 
acionado a uma velocidade síncrona por uma máquina 
motriz, como uma turbina a vapor ou a gás. A rotação 
do eletroímã induz uma tensão senoidal em cada enro- 
lamento. Os enrolamentos de fase são projetados de 
modo que as tensões senoidais neles induzidas tenham 
amplitudes iguais e estejam 120º defasadas umas das 
outras. Como os enrolamentos de fase são estacioná- 
rios em relação ao eletroímã rotativo, a frequência da 
tensão induzida em cada enrolamento é a mesma. A 
Figura 11.3 mostra a estrutura interna de uma fonte tri- 
fásica de dois polos. 

Há duas maneiras de interligar os enrolamentos 
de fase para formar uma fonte trifásica: em uma con- 
figuração Y ou em uma delta (A). A Figura 11.4 mos- 
tra ambas as configurações, utilizando fontes de tensão ideais para 
modelar os enrolamentos de fase do gerador trifásico. O terminal 
comum na fonte ligada em Y, rotulado como n na Figura 11.4(a), é 
denominado terminal neutro da fonte. O terminal neutro pode ou 
não estar disponível para ligações externas. 

Às vezes, a impedância de cada enrolamento de fase é tão 
pequena (em comparação com outras impedâncias do circuito) 
que não precisamos levá-la em conta para modelar o gerador; 
neste caso, o modelo consiste exclusivamente em fontes de ten- 
são ideais, como na Figura 11.4. Contudo, se a impedância de cada 
enrolamento de fase não for desprezível, colocamos a impedân- 
cia do enrolamento em série com uma fonte de tensão senoidal 
ideal. Como todos os enrolamentos do gerador são constituídos da 
mesma forma, admitimos que suas impedâncias sejam idênticas. A 
impedância do enrolamento de um gerador trifásico é indutiva. A 
Figura 11.5 mostra um modelo de tal gerador, no qual R é a resis- 
tência do enrolamento e X, é sua reatância indutiva. 

Como as fontes e cargas trifásicas podem estar ligadas em Y 
ou em À, o circuito básico na Figura 11.1 apresenta as quatro con- 
figurações possíveis: 


Y Bá 


y Fal 
Pal Y 
A A 
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Figura 11.5 Modelo de uma fonte trifásica com impedância de enrolamento: (a) fonte ligada em Y e (b) fonte ligada em A. 
a a 
b b 


(a) (b) 


Começamos analisando o circuito Y-Y. Como os três arranjos restantes podem ser reduzi- 
dos a um circuito equivalente Y-Y, a análise do circuito Y-Y é a chave para resolver todos os 
arranjos trifásicos equilibrados. Depois de analisar o arranjo Y-Y, ilustraremos a redução do 
arranjo Y-A a um arranjo Y-Y equivalente, deixando para você a análise dos arranjos A-Y e 
A-A nos problemas ao final do capítulo. 


11.3 Análise do circuito Y-Y 


A Figura 11.6 mostra um circuito Y-Y geral, no qual incluímos um quarto condutor, que liga 
o neutro da fonte ao neutro da carga. Um quarto condutor só é possível no arranjo Y-Y. (Adiante 
falaremos mais sobre isso.) Por conveniência, transformamos as ligações em Y em “ligações em 
T tombado: Na Figura 11.6, Z var Zop € Zyc representam a impedância interna associada a cada 
enrolamento de fase do gerador; Z,,, Z,, e Z,, representam a impedância das linhas que ligam 
uma fase da fonte a uma fase da carga; Z, é a impedância do condutor neutro que liga o neu- 


tro da fonte ao neutro da carga; e Z,, Zy e Zç representam a impedância de cada fase da carga. 


Figura 11.6 Sistema trifásico Y-Y, 


és 
N 
5 
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Condições » 
para um 
circuito 
trifásico 
equilibrado 


Podemos descrever esse circuito com uma única equação de tensões de nó. Usando o neu- 
tro da fonte como nó de referência e denominando V, a tensão entre os nós N e n, obtemos a 
seguinte equação das tensões de nó: 


V Vn— Va VN — Vb: VN — Vo 
N Ea N an Ea N bn N cn =. (11.5) 
Zo ZatZutZa +ntZp Zo+Zr+ Ze 


Essa é a equação geral para qualquer circuito com a configuração Y-Y representada na 
Figura 11.6. Mas podemos simplificar a Equação 11.5 significativamente se considerarmos a 
definição formal de um circuito trifásico equilibrado. Tal circuito satisfaz os seguintes critérios: 


1. As fontes de tensão formam um conjunto de tensões trifásicas equilibradas. Na Figura 
11.6, isso significa que V,m, Vbm € Von São um conjunto de tensões trifásicas equilibradas. 

2. A impedância de cada fase da fonte de tensão é a mesma. Na Figura 11.6, isso significa 
que Fe = Zgp = L ge 

3. A impedância do condutor em cada linha (ou fase) é a mesma. Na Figura 11.6, isso signi- 
fica que Z,, — Z,,— Ly 


4. A impedância de cada fase da carga é a mesma. Na Figura 11.6, isso significa que Z, = Z, = Ze 


Não há nenhuma restrição quanto à impedância do condutor neutro; seu valor não tem 
nenhum efeito no equilíbrio do sistema. 
Se o circuito na Figura 11.6 for equilibrado, podemos reescrever a Equação 11.5 como 
(> | De) = Mont Mie tt 
Zo , 


(11.6) 
em que 
Z2,+Zut2Za- 2,42 +2Zp = 2ct+ 214 Ze 


O lado direito da Equação 11.6 é igual a zero porque, por hipótese, o numerador é um 
conjunto de tensões trifásicas equilibradas e Z, não é nulo. O único valor de Vy que satisfaz a 
Equação 11.6 é zero. Portanto, para um circuito trifásico equilibrado, 


Vy=0. (11.7) 


A Equação 11.7 é de extrema importância. Se V, for igual a zero, não há nenhuma diferença 
de potencial entre o neutro da fonte, n, e o neutro da carga, N; portanto, a corrente no condutor 
neutro é nula. Daí, podemos eliminar o condutor neutro de um circuito equilibrado na confi- 
guração Y-Y (I,=0) ou substituí-lo por um curto-circuito perfeito entre osnósne N (V, = 0). 
Ambos os equivalentes são convenientes na modelagem de circuitos trifásicos equilibrados. 

Examinamos, agora, o efeito do equilíbrio das fases sobre as três correntes de linha. Com 
relação à Figura 11.6, quando o sistema está equilibrado, as três correntes de linha são: 


V nm V V // 

AZ ZA ZOO 26? EL) 
A la ga 4 
Von — V Vo 

bs =7 o +Z5” Z* Ro 
B 1b gb & 

Vem = VN o Vem (1 10) 


Lc = 
É Z+rZ+rZe Zé 
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Vemos que as três correntes de linha formam um conjunto equilibrado de correntes trifá- 
sicas; isto é, a amplitude e a frequência da corrente em cada linha são iguais à amplitude e à 
frequência das correntes nas outras duas linhas e estão 120º defasadas em relação a elas. Assim, 
se calcularmos a corrente I , e soubermos qual é a sequência de fase, poderemos determinar 
facilmente I,p e I.c- Esse procedimento é semelhante ao utilizado para determinar as tensões 
de fase beca partir da tensão de fase a da fonte. 

Podemos usar a Equação 11.8 para construir um circuito equivalente para a fase a do cir- 
cuito Y-Y equilibrado. De acordo com essa equação, a corrente da fase a é simplesmente a ten- 
são da fase a do gerador dividida pela impedância total na fase a do circuito. Assim, a Equação 
11.8 descreve o circuito simples mostrado na Figura 11.7 no qual o condutor neutro foi subs- 
tituído por um curto-circuito perfeito. O circuito na Figura 11.7 é chamado de circuito mono- 
fásico equivalente de um circuito trifásico equilibrado. Por 
causa das relações estabelecidas entre fases, uma vez resol- Figura 11.7 Circuito monofásico equivalente. 
vido esse circuito, é fácil expressar as tensões e correntes nas 


r 
a a A 
outras duas fases. Por isso, desenhar um circuito monofásico e e 
meio 
La 


equivalente é uma importante primeira etapa na análise de 

um circuito trifásico. Vam : 
Uma advertência: a corrente no condutor neutro da 

Figura 11.7 é 1 ,» que não é a corrente no condutor neutro do n N 

circuito trifásico equilibrado, cujo valor real é 


LL tp + Le (11.11) 

Assim, o circuito mostrado na Figura 11.7 fornece o valor correto da corrente de linha, 
mas apenas a componente da fase a da corrente de neutro. Sempre que esse circuito monofá- 
sico equivalente for aplicável, as correntes de linha formarão um conjunto trifásico equili- 
brado e a soma do lado direito da Equação 11.11 será igual a zero. 


Conhecida a corrente de linha da Figura 11.7, calcular quaisquer Figura 11.8 Tensões fase-fase e fase-neutro. 
tensões de interesse é relativamente simples. De particular interesse é A 
a relação entre as tensões fase-fase e as tensões fase-neutro. Estabe- O 
lecemos essa relação nos terminais da carga, mas nossas observações 
: are - Tt My 
também se aplicam aos terminais da fonte. As tensões fase-fase nos = 
terminais da carga podem sor vistas na Figura 11.8. Elas são V',p, Vbc€ Vea e EE Vpn =4N 
Vcs onde a notação de índice duplo indica uma queda de tensão entre 4 
o primeiro o segundo nós. (Como estamos supondo o circuito equili- Nic VN 
brado, omitimos o condutor neutro da Figura 11.8.) 
+ 
As tensões fase-neutro são V,w» Vpn € Ven: Agora, podemos des- € 
crever as tensões fase-fase em termos das tensões fase-neutro usando a 
lei das tensões de Kirchhoff: 
Vas = Van — Ven; (11.12) 
Vec = Ven — Von; (11.13) 


Vca = Ven — Van: (11.14) 
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Para mostrar a relação entre as tensões fase-fase e as tensões fase-neutro, admitimos uma 
sequência positiva, ou abc. Usando a tensão fase-neutro da fase a como referência, 


Van = Vo /0', (11.15) 
VBN = Vo / —120º, (11.16) 
Ven = Fa/ Hub, (11.17) 


em que V, representa o módulo da tensão fase-neutro. Substituindo as equações 11.15-11.17 
nas equações 11.12-11.14, respectivamente, temos 


Vas = V$/0º — Vo /-120º = V3V, /30º, (11.18) 
Vca = Vo /120º — V$/0º = V3V, /150º. (11.20) 


As equações 11.18-11.20 revelam que 


1. O módulo da tensão fase-fase é V3 vezes o módulo da tensão fase-neutro. 
As tensões fase-fase formam um conjunto equilibrado de tensões trifásicas. 


O conjunto de tensões fase-fase está 30º adiantado em relação ao conjunto de tensões 
fase-neutro. 


Figura 11.9 Diagramas fasoriais mostrando a Deixamos a seu cargo demonstrar que, para uma sequência 


relação entre tensões fase-fase e negativa, a única diferença é que o conjunto de tensões fase-fase 
tensões fase-neutro em um sistema 
equilibrado. (a) Sequência abc. . .. . 
(b) Sequência ach. diagramas fasoriais mostrados na Figura 11.9 resumem essas obser- 


vações. Nesse caso, mais uma vez aparece um princípio simplificador 


está 30º atrasado em relação ao conjunto de tensões fase-neutro. Os 


Vea na análise de um sistema equilibrado: se você souber qual é a ten- 


são fase-neutro em algum ponto do circuito, poderá determinar com 
facilidade a tensão fase-fase no mesmo ponto e vice-versa. 
Façamos, agora, uma pausa para comentar a terminologia. Ten- 
são de linha refere-se à tensão entre qualquer par de fases; tensão 
de fase refere-se à tensão em uma única fase.! Corrente de linha 
refere-se à corrente em uma única linha; corrente de fase refere-se 


à corrente em uma única fase. Observe que, em uma ligação em 4, 
a tensão de linha e a tensão de fase são idênticas e, em uma ligação 
em Y, a corrente de linha e a corrente de fase são idênticas. 

Visto que os sistemas trifásicos são projetados para lidar com 
grandes blocos de energia elétrica, todas as especificações de ten- 
são e corrente são dadas em valores eficazes. Quando são dadas 
tensões nominais, elas se referem especificamente à tensão de 
linha. Por isso, quando dizemos que a tensão nominal de uma linha 


de transmissão trifásica é 345 kV, o valor nominal da tensão eficaz 
Vca Ven VaAB 


1 N.doR.T.: Entende-se por tensão de uma única fase o seguinte: (a) quando se referir à carga, significa 


tensão nos terminais de cada uma das cargas constituintes da carga trifásica, independentemente da 
forma de ligação; (b) quando se referir à fonte, significa tensão nos terminais de cada uma das três 
fontes que constituem a fonte trifásica, independentemente da forma de ligação. 
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fase-fase é 345.000 V. Neste capítulo, expressamos todas as tensões e correntes em valores 
eficazes. 

Por fim, a letra grega phi (&) é utilizada amplamente na literatura para designar uma 
quantidade por fase. Assim, V & I » Z & Pp 4º 9) A são interpretadas como tensão de fase, cor- 
rente de fase, impedância de fase, potência de fase e potência reativa de fase, respectivamente. 

O Exemplo 11.1 mostra como usar as observações que fizemos até aqui para resolver um 
circuito Y-Y trifásico equilibrado. 


EXEMPLO 11.1 Análise de um circuito Y-Y, 


Um gerador trifásico equilibrado, ligado em Y e com sequência de fases positiva, tem uma impedância 
de 0,2 +j0,5 0/9 e uma tensão a vazio de 120 V/b. O gerador alimenta uma carga trifásica equilibrada, 
ligada em Y, com uma impedância de 39 + ;28 0/4. A impedância da linha que liga o gerador à carga 
é 0,8 +71,5 0/8. A tensão a vazio da fase a do gerador é tomada como fasor de referência. 


a) Construa o circuito equivalente da fase a do sistema. 

b) Calcule as três correntes de linha I ,, Ip € Le 

c) Calcule as três tensões de fase na carga, Va, Vpn € Ven: 

d) Calcule as tensões de linha V,p, Vbc € Vca Nos terminais da carga. 
Vin É Var 


f) Calcule as tensões de linha V,,, Vá. e V., Nos terminais do gerador. 


e) Calcule as tensões de fase nos terminais do gerador, V..., 


g) Repita (a) — (f) para uma sequência de fases negativa. 


Solução 
a) A Figura 11.10 mostra o circuito monofásico Figura 11.10 Circuito monofásico equivalente para o Exemplo 11.1. 
equivalente. 
) a 020 1050 q 080 jJI5O À 
b) A corrente de linha da fase a é AM ——A OA AMA ANNA vá 
E 120 /0º ha $390 
A" (0,2 +08 +39) +j(0,5 + 1,5 + 28) 
120 /0º 120/0ºV Van Van 
= o ;28 9 
40 + 730 
=24/-36,870 A. a = 


Para uma sequência de fases positiva, 


log =24/-156,87 A, 
Le=2A4 p8313º A 


c) A tensão de fase no terminal A da carga é 


VAN = (39 + ;28)(2,4 / 36,87") 
= 115,22 />1,19º V. 


Para uma sequência de fases positiva, 


Circuitos elétricos 


Ven = 115,22 />121,19º V, 
Von = 1152221188; 


d) Para uma sequência de fases positiva, as tensões de linha estão 30º adiantadas em relação às ten- 
sões de fase; portanto, 


VAB = (v3 / 30º )VAN 
= 199,58 728,81" V, 
Vpc = 199,58 /—91,19º V, 
Vea = 199,58 / 148,81" V. 
e) A tensão de fase no terminal a da fonte é 
Van = 120 — (0,2 + ;0,5)(2,4 736,87") 
= 120 — 1,29 /31,33º 


= 118,90 — ;0,67 
= 118,90 /—0,32º V. 


Para uma sequência de fases positiva, 


Vin = 118,90 /—120,32º V, 
Ven = 118,90 /119,68º V. 
f) As tensões de linha nos terminais da fonte são 
Vi = (V3 /30)Van 
= 205,94 /29,68' V, 
Voc = 205,94 7 —90,32º V, 


Voa = 205,94 /149,68º V. 


g) Mudar a sequência de fases não tem nenhum efeito sobre o circuito monofásico equivalente. As 
três correntes de linha são 


La =24/-36,874A, 
lp =24/8313º4, 
Lc =24/—156,87" A. 
As tensões de fase na carga são 
Van = 115,22 /—1,19º V, 
Ven = 115,22 118,81" V, 
Von = 115,22 /—121,19º V. 
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Para uma sequência de fases negativa, as tensões de linha estão 30º atrasadas em relação às tensões 
de fase: 


Vas = (V3 / 30º )VAN 

= 199,58 7 —31,19º V, 
Vpc = 199,58 788,81" V, 
Voa = 199,58 /—151,19º V. 

As tensões de fase nos terminais do gerador são 

Van = 118,90 /—0,32º V, 
Von = 118,90 /119,68º V, 
Ven = 118,90 /—120,32º V. 


As tensões de linha nos terminais do gerador são 


Vab = (V3 730º) Van 

= 205,94 /—30,32º V, 
Voc = 205,94 /89,68º V, 
Voa = 205,94 /—150,32º V. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber analisar um circuito trifásico equilibrado Y-Y. 


111 A tensão entre A e N em um circuito trifásico equilibrado é 240 /—30º V. Se a sequência de fases for 
positiva, qual será o valor de Vpc? 


Resposta: 415,69 /—120º V. 
11.2 A tensão da fase c de um sistema trifásico equilibrado ligado em Y é 450 /—25º V. Se a sequência de 
fases for negativa, qual será o valor de V,p? 


Resposta: 779,42 /65' V. 


11.3 A tensão de fase nos terminais de uma carga trifásica equilibrada ligada em Y é 2.400 V. A carga tem 
uma impedância de 16 + ;12 O/$ e é alimentada por uma linha que tem uma impedância de 0,10 + ;0,80 
O/4. A fonte, ligada em Y na outra extremidade da linha, tem uma sequência de fases acb e uma impe- 


dância interna de 0,02 + ;0,16 0/g. Use a tensão da fase a na carga como referência e calcule (a) as cor- 
rentes de linha I ,, I,p e Lc; (b) as tensões de linha na fonte, V,,, Vice V 
a vazio da fonte, V.., Von E Vem: 
Resposta: (a) La = 120 /-36,87" A, 
Ep — 120/83,13º A e 
Lc = 120 /—156,87º A; 
(b) Vap = 4.275,02/ —28,38º V, 
Vic = 4.275,02/91,62º V e 
Voa = 4.275,02/ —148,38º V; 
(c) Van = 2.482,05/1,93º V, 
Von = 2.482,05/121,93º V e 
Von = 2.482,05/—118,07º V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 11.9, 11.11 e 11.12, apresentados no final deste capítulo. 


ca e (Cc) as tensões fase-neutro 


Circuitos elétricos 


11.4 Análise do circuito Y-A 


Se a carga em um circuito trifásico estiver ligada em 4, ela pode ser transformada em Y 


por meio de uma transformação A-Y, discutida na Seção 9.6. Quando a carga é equilibrada, a 


impedância de cada braço do Y é um terço da impedância de cada lado do A, ou 


Relação entre > 
impedância 
trifásica 
ligada em 4 e 


MO mimadiil, 


Figura 11.11 Circuito monofásico equivalente. 


a! a A 
pj 
La 


Van 


n N 


Figura 11.12 Circuito utilizado para estabelecer a relação 
entre correntes de linha e correntes de fase 
em uma carga equilibrada ligada em A. 


no 


Zi 11.21 
Ba 2) E) ( ) 


que decorre diretamente das equações 9.51-9.53. Após a carga em A ser substituída pelo Y 
equivalente, a fase a pode ser modelada pelo circuito monofásico equivalente mostrado na 


Usamos esse circuito para calcular as correntes de linha e, 
então, utilizamos as correntes de linha para determinar as cor- 
rentes em cada perna da carga original em A. A relação entre as 
correntes de linha e as correntes em cada perna do delta podem 
ser calculadas usando-se o circuito mostrado na Figura 11.12. 

Quando uma carga (ou fonte) está ligada em 4, a corrente 
em cada perna do À é a corrente de fase e a tensão em cada 
perna é a tensão de fase. A Figura 11.12 mostra que, na con- 
figuração em 4, a tensão de fase é idêntica à tensão de linha. 

Para demonstrar a relação entre as correntes de fase e as 
correntes de linha, admitimos uma sequência de fases positiva 
e representamos o módulo da corrente de fase por Z,. Então, 


Lag = 14/0), (11.22) 
Esc — 1, /-120', (11.23) 
les = To d20. (11.24) 


Ao escrevermos essas equações, selecionamos I, p arbi- 
trariamente como fasor de referência. 

Podemos escrever as correntes de linha em termos das 
correntes de fase pela aplicação direta da lei das correntes 
de Kirchhoff: 


La — Iag — Ica 
= 316/30", (11.25) 
Ep — Igc — Tas 


= 1,/-120º — 1, /0º 


= 31, /-150º, (1126) 
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Ec — Ica — Igc 
= 1, /120º — 1, /—120º 
= V31, /90º. (11.27) 


Comparando as equações 11.25-11.27 com as equações 11.22-11.24, percebemos que o 
módulo das correntes de linha é V3 vezes o módulo das correntes de fase e que o conjunto de 
correntes de linha está 30º atrasado em relação ao conjunto de correntes de fase. 

Deixamos a seu cargo verificar que, para uma sequência de fases negativa, as correntes 
de linha são V3 vezes maiores do que as correntes de fase e estão 30º adiantadas em relação 
às correntes de fase. Assim, temos mais um princípio simplificador para calcular correntes de 
linha por meio das correntes de fase (ou vice-versa), quando se trata de uma carga trifásica 
equilibrada ligada em A. A Figura 11.13 resume esse princípio. O Exemplo 11.2 ilustra os cál- 
culos envolvidos na análise de um circuito trifásico equilibrado que tem uma fonte ligada em 
Y e uma carga ligada em A. 


Figura 11.13 Diagramas fasoriais mostrando a relação entre correntes de linha 
e correntes de fase em uma carga ligada em A. (a) Sequência 
positiva. (D) Sequência negativa. 


Lc 


EXEMPLO 11.2 Análise de um circuito Y-A. 


A fonte ligada em Y no Exemplo 11.1 alimenta uma carga ligada em À por meio de uma linha de dis- 
tribuição cuja impedância é 0,3 + 0,9 O/g. A impedância de carga é 118,5 +;85,8 0/q. Use a tensão a 
vazio da fase a do gerador como referência. 

a) Construa um circuito monofásico equivalente do sistema trifásico. 

b) Calcule as correntes de linha I ,, Lp € Lc- 

c) Calcule as tensões de fase nos terminais da carga. 

d) Calcule as correntes de fase da carga. 


e) Calcule as tensões de linha nos terminais da fonte. 
Solução 
a) A Figura 11.14 mostra o circuito monofásico equivalente. A impedância da carga do Y equivalente é 


118,5 + j85,8 


E = 39,5 + |286 0/6. 
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Figura 11.14 Circuito monofásico equivalente para o b) A corrente de linha da fase a é 
Exemplo 11.2. 
4020 050 4 030 90 A ne 120 70) 
AMO AMAS (0,2 + 0,3 + 39,5) + j(0,5 + 0,9 + 28,6) 
LA é 
; $ 3950 120 70) 
' =-—— > =24/-36,87º A. 
40 + 730 Pia 
(O 120/0º V 
28,6 0 Daí 
ba : Ls =24/-1]5687A, 


Lc =24/8313ºA. 


c) Como a carga está ligada em 4, as tensões de fase são as mesmas que as tensões de linha. Para cal- 
cular as tensões de linha, primeiro calculamos V q: 


Van = (39,5 + ;28,6)(2,4 / 36,87") 
= 117,04 /—0,96' V. 
Como a sequência de fases é positiva, a tensão de linha V, p é 
Vas = (V3 /30") Van 
= 202,12 /29,04' V. 
Portanto, 
Vpc = 202,72 /—90,96º V, 
Vca — 202,72 /149,04º V. 


d) As correntes de fase da carga podem ser calculadas diretamente pelas correntes de linha: 
À. 5 
IaB =— vã / 30 LA 


=1,39/-6,87 A. 
Conhecida I, p, também conhecemos as outras correntes de fase da carga: 


Isc = 1,39 /-12687 A, 
Ica = 1,39 /113,13º A. 


Observe que podemos confirmar o cálculo de I,, usando a V,, que calculamos antes e a impe- 
dância da carga ligada em A; isto é, 


Lo Vas 202,72/29,04º 
“BZ,  1185+585,8 


=1,39/-6,87 A. 
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e) Para calcular a tensão de linha nos terminais da fonte, em primeiro lugar calculamos V, |. A Figura 
11.14 mostra que V, | é a queda de tensão na impedância de linha somada à impedância da carga, 
portanto, 


Van = (39,8 + ;29,5)(02,4 / —36,87") 
= 118,90 /-0,32º V. 


A tensão de linha V,, é 
Vab = (V3 730º) Vam, 
ou 
Vip = 205,94 729,68" V. 
Portanto, 


Voc = 205,94 / —90,32º V, 
Vea = 205,94 /149,68º V. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber analisar um circuito trifásico equilibrado Y-A. 


11.4 A corrente I., em uma carga trifásica equilibrada ligada em A é 8 /—15º A. Se a sequência de fases for 
positiva, qual será o valor de 1.2 


Resposta: 13,86 /—45" A. 

11.5 Uma carga trifásica equilibrada ligada em A é alimentada por um circuito trifásico equilibrado. A refe- 
rência para a corrente de linha da fase b é no sentido da carga. O valor da corrente na fase b é 12 /65' A. 
Se a sequência de fases for negativa, qual será o valor de I, 6? 

Resposta: 6,93 /—85' A. 

11.6 A tensão de linha V; nos terminais de uma carga trifásica equilibrada ligada em À é 4.160/0º V. A 
corrente de linha I,, é 69,28 /—10º A. 

a) Calcule a impedância por fase da carga, se a sequência de fases for positiva. 
b) Repita (a) para uma sequência de fases negativa. 
Resposta: (a) 104 / 20º O; 

(b) 104 7 +40º O. 

11.7 A tensão de linha nos terminais de uma carga equilibrada ligada em A é 110 V. Cada fase da carga con- 
siste em um resistor de 3,667 O em paralelo com uma impedância indutiva de 2,75 O. Qual é o módulo 
da corrente na linha que alimenta a carga? 

Resposta: 86,60 A. 


NOTA: tente resolver também os problemas 11.14-11.16, apresentados no final do capítulo. 
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11.5 Cálculos de potência em circuitos trifásicos equilibrados 


Até aqui, limitamos nossa análise de circuitos trifásicos equilibrados à determinação de 
correntes e tensões. Agora, discutiremos cálculos de potência trifásica. Começamos conside- 
rando a potência média fornecida a uma carga equilibrada ligada em Y. 


Potência média em uma carga equilibrada ligada em Y 


A Figura 11.15 mostra uma carga ligada em Y e as correntes e tensões pertinentes. Calcu- 
lamos a potência média associada a qualquer uma das fases usando as técnicas apresentadas 
no Capítulo 10. Tomando a Equação 10.21 como ponto de partida, expressamos a potência 
média associada à fase a como 


P,=|VanlLal cos aba) (11.28) 


Egui V Cargas igudamy em que 0,, e 0,, são os ângulos de fase de VAy e La» Tespectiva- 


utilizada nos cálculos de potência mente. Usando a notação apresentada na Equação 11.28, podemos 


média em circuitos trifásicos. determinar a potência associada às fases b e c: 
has A Pg = |Venlllogl cos (0,5 — Op) (11.29) 
e 
+ Es 
Pe=IVadlLol cos (0,8) (11.30) 
v Van Nas equações 11.28-11.30, todos os fasores corrente e ten- 
log B a são são escritos em termos do valor eficaz da função senoidal que 


Ee + — = 
ii [Zo| RE es representam. 


Em um sistema trifásico equilibrado, o módulo de cada tensão 
Ven fase-neutro é o mesmo, assim como o módulo de cada corrente de 
fase. O argumento das funções cosseno também é o mesmo para 


| 


todas as três fases. Enfatizamos essas observações apresentando a 
seguinte notação: 


Vo =[Vanl=|Venl= Vendo (11.31) 
1, = al = og! = el, (11.32) 
e 
9,=0,n7 On 0,7 Op=0,07 Oi (11.33) 
Além do mais, para um sistema equilibrado, a potência fornecida a cada fase da carga é 
a mesma, 


PA=P,=PÇ=P,=VAl,C056,, (11.34) 


em que P, representa a potência média por fase. 
A potência média total fornecida à carga equilibrada ligada em Y é simplesmente três 
vezes a potência por fase, ou 


P,=3P,=3V , 056, (11.35) 
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Também é desejável expressar a potência total em termos dos valores eficazes da tensão e 
corrente de linha. Se representarmos os módulos da tensão de linha e da corrente de linha por 
V, e 1,, respectivamente, podemos modificar a Equação 11.35 da seguinte forma: 


e cos 
au vã E (0) 


= V3Vil cos 0. (11.36) 

Para deduzirmos a Equação 11.36, levamos em conta que, em uma carga equilibrada 
ligada em Y, o módulo da tensão de fase é o módulo da tensão de linha dividido por V3 e que 
o módulo da corrente de linha é igual ao módulo da corrente de fase. Quando usar a Equação 
11.36 para calcular a potência total fornecida à carga, lembre-se de que 0, é o ângulo de fase 
entre a tensão de fase e a corrente de fase. 


Potência complexa em uma carga equilibrada ligada em Y 


Também podemos calcular a potência reativa e a potência complexa associadas a qual- 
quer uma das fases de uma carga ligada em Y, usando as técnicas apresentadas no Capítulo 10. 
Para uma carga equilibrada, as expressões para a potência reativa são 


Os = Vols sen [um (11.37) 


Or = 30, e V3Vil sen Oo (11.38) 


A Equação 10.29 é a base para expressar a potência complexa associada a qualquer fase. 
Para uma carga equilibrada, 


So = Vanha = Venhe — Venkc — Vol, (11.39) 


em que V $€ I q Tepresentam a tensão e a corrente de uma mesma fase. Assim, de modo geral, 


So = Po +jOs = Volo, (11.40) 


Sr =38S, = V3Vil /04. (11.41) 


Cálculos de potência em uma carga equilibrada ligada em A 


Se a carga estiver ligada em 4, o cálculo de potência — reativa ou complexa — é basica- 
mente o mesmo que para uma carga ligada em Y. A Figura 11.16 mostra uma carga ligadaem 4, 
com as correntes e tensões pertinentes. A potência associada a cada fase é 


PA = IVapllLag! cos (0,AB — 0;AB); (11.42) 
Pp = IVpcllgel cos (9,BC — 0;BC), (11.43) 
Pe = IVcalllea! cos (0,CA E Bica). (11.44) 


«4 


4 


4 
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Figura 11.16 Carga ligada em A utilizada Para uma carga equilibrada, 
para os cálculos de potência 
em circuitos trifásicos. IVaB! = |Vpel = IVcal = Vo (11.45) 
A Tag! = IEgel = Leal = Lo, (11.46) 
E = 
|| 0,aB — Oiap = 0,Bc — Oipc = 0,ca — Bica = Op, (11.47) 
Vas Za | as 
e 
——HHH4SBIúilz , 
E cal [Za] Vcs PA=P=PC=P,=VA, Cos 0, (11.48) 
Va Za | Inc Observe que a Equação 11.48 é idêntica à Equação 11.34. Assim, 
em uma carga equilibrada, independentemente de ser ligada em Y ou 
in + gi em À, a potência média por fase é igual ao produto do valor eficaz da 
Cc 


tensão de fase pelo valor eficaz da corrente de fase e pelo cosseno do 
ângulo entre a tensão e a corrente de fase. 
A potência total fornecida a uma carga equilibrada ligada em 4 é 


Pre Ar = 3Valpcos 0, 


Hi 
=3VL vã cos 0 
= v3Vul cos [7 E (11.49) 


Observe que a Equação 11.49 é idêntica à Equação 11.36. As expressões para potência rea- 
tiva e potência complexa também têm a mesma forma que as desenvolvidas para a carga em Y: 


Os = Vol gsen dg; (11.50) 
Or — 30, — 3Vol sen 0; (11.51) 
So = Po +jOs = Vo: (11.52) 
Sr =38, = V3Vili /06. (11.53) 


Potência instantânea em circuitos trifásicos 


Embora nossa preocupação prioritária seja o cálculo de potências média, reativa e com- 
plexa, o cálculo da potência instantânea total também é importante. Em um circuito trifásico 
equilibrado, essa potência tem uma propriedade interessante: ela não varia com o tempo! 
Assim, o torque desenvolvido no eixo de um motor trifásico é constante, o que, por sua vez, 
significa menos vibração nas máquinas acionadas por motores trifásicos. 

Tomemos a tensão instantânea fase-neutro, v AN» Como referência e, como antes, 0 4 como 
ângulo de fase 6, — 0,,- Então, para uma sequência de fases positiva, a potência instantânea 
em cada fase é 


DA = VANias = VmlmCoswicos (wt — 05), 
Pe = venibe = Val Cos (wt — 120º) cos (wt — 0, — 1209), 


Pc = venicc = Vmlmcos (wt + 120º) cos (wt — 804 + 120º), 
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em que V, e 1, representam o valor de pico da tensão de fase e da corrente de linha, respec- 
tivamente. A potência instantânea total é a soma das potências instantâneas de fase, o que se 
reduz a 1,5V, 7, cos 0; isto é, 


Pr=PAa+tPp +Ppç= LSVl, Cos Op: 


Observe que esse resultado é consistente com a Equação 11.35, visto que V,, = V2Vg e 
Im = V21, (veja o Problema 11.26, apresentado no final do capítulo). 
Os exemplos 11.3-11.5 ilustram cálculos de potência em circuitos trifásicos equilibrados. 


EXEMPLO 11.3 Cálculo da potência em um circuito trifásico Y-Y. 


a) Calcule a potência média por fase fornecida à carga ligada em Y do Exemplo 11.1. 
b) Calcule a potência média total fornecida à carga. 
c) Calcule a potência média total dissipada na linha. 
d) Calcule a potência média total dissipada no gerador. 
e) Calcule a potência reativa total absorvida pela carga. 
f) Calcule a potência complexa total fornecida pela fonte. 
Solução 
a) Pelo Exemplo 11.1, Va = 115,22 V, L, =24A e 0, =-—1,19 — (-36,87) = 35,68º. Portanto, 
P,=(115,22)(2,4) cos 35,68º = 224,64 W. 
A potência média por fase também pode ser calculada por 1 Ig ou 
En (2,4)4(39) = 224,64 W. 


b) A potência média total fornecida à carga é P, =3P 4 = 673,92 W. Como calculamos a tensão de 
linha no Exemplo 11.1, podemos usar também a Equação 11.36: 


Pr = V3(199,58)(2,4) cos 35,68º 
= 67392. W. 
c) A potência média total dissipada na linha é 


P. =3(2,4)40,8) = 13,824 W. 


linha 
d) A potência média dissipada internamente no gerador é 
Fase 3(2,4)(0,2) — 3,456 W. 
e) A potência reativa total absorvida pela carga é 
Or — V3(199,58)(2,4) sen 35,68º 
= 483,84 VAR. 


f) A potência complexa total associada à fonte é 


Circuitos elétricos 


Sr = 38, = —3(120)(2,4) /36,87º 
= —691,20 — [518,40 VA. 


O sinal negativo indica que a potência média e a potência reativa estão sendo fornecidas ao cir- 
cuito. Verificamos esse resultado calculando a potência média e a potência reativa absorvidas pelo 
circuito: 


P=673,92 + 13,824 +3,456 = 691,20 W (confere), 


O = 483,84 +3(2,9)41,5) + 3(2.4)U0,5) = 483,84 + 25,92 + 8,64 = 518,40 VAR(confere). 


EXEMPLO 11.4 Cálculo da potência em um circuito trifásico Y-A. 
a) Calcule a potência complexa total fornecida à carga ligada em A do Exemplo 11.2. 
b) Qual percentagem da potência média disponível no início da linha é fornecida à carga? 
Solução 
a) Usando os valores da fase a da solução do Exemplo 11.2, obtemos 
Vo = Vas — 202,72 /29,04' V, 
L, = IaB = 1,39 / —6,87º A. 


Usando as equações 11.52 e 11.53, temos 


Sr = 3(202,72 /29,04º)(1,39 /6,87º) 
= 682,56 + j49421 VA. 


b) A potência média total disponível no início da linha de distribuição é igual à potência média for- 
necida à carga mais a potência média dissipada na linha; assim 


Prcio — 082,56 + 3(2,4)(0,3) = 687/74 W. 


A percentagem da potência média que chega à carga é 682,56/68774,ou 99,25%. Aproximadamente 
100% da potência média disponível no início da linha é fornecida à carga, pois a impedância da 
linha é muito pequena em comparação com a impedância da carga. 


EXEMPLO 11.5 Cálculo da potência trifásica com uma carga de tipo não especificado. 


Uma carga trifásica equilibrada requer 480 kW a um fator de potência atrasado de 0,8. A carga é ali- 
mentada por uma linha de impedância 0,005 + ;0,025 0/9. A tensão de linha nos terminais da carga 
é 600 V. 


a) Construa um circuito monofásico equivalente do sistema. 
b) Calcule o módulo da corrente de linha. 
c) Calcule o módulo da tensão de linha no início dela. 


d) Calcule o fator de potência no início da linha. 
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Solução 


a) A Figura 11.17 mostra o circuito monofásico equivalente. Selecionamos arbitrariamente a tensão 


fase-neutro na carga como referência. 
Figura 11.17 Circuito monofásico equivalente para o 


b) A corrente de linha La é dada por Exemplo 11.5. 
(Ss) “a = (160 + j120)10º ae Ends pr A 
id | | ú E 600 E 
ou Van EV 160 kW em 


0,8 atrasado 


as = 577,35 /368TC A. did N 


Portanto, La = 577,35 / 36,87" A. O módulo da corrente de linha é o módulo de I ,: 
LEOA, 
Obtemos uma solução alternativa para 1, pela expressão 
Pr = V3Vil, cos 0, 
= V3(600)1,(0,8) 
= 480.000 W; 


| = 480.000 
= /3(600)(0,8) 


1.000 
v3 
= 571,35 A. 


c) Para calcular o módulo da tensão ela no início dela, em primeiro lugar calculamos V, |. Pela 
Figura 11.17, 


Van — Van + Zed 


600 
= vã + (0,005 + ;0,025)(577,35 /—36,87") 
=357,51/1,57'V. 


Assim, 
Vi = V3IVanl = 61923 V. 
d) O fator de potência no início da linha é o cosseno do ângulo entre V el: 


fp=cos [1,57º — (-36,87º)] = cos 38,44º = 0,783 atrasado. 
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Circuitos elétricos 


Um método alternativo para o cálculo do fator de potência é calcular, em primeiro lugar, a potên- 
cia complexa no início da linha: 


So = (160 + ;120)10º + (577,35)*(0,005 + ;0,025) 
= 161,67 + 712833 kVA 
= 206,41 /38,44º kVA. 
O fator de potência é 
fp = cos 38,44º = (0,783 atrasado. 


Por fim, se calcularmos a potência complexa total no início da linha, depois do cálculo do módulo 
da corrente de linha, podemos usar esse valor para calcular V, . Isto é, 


V3Vil, = 3(206,41) x 102, 


— 3(206,41) x 10 
a V3(577,35) * 
= 61923 V. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber calcular a potência (média, reativa e complexa) em qualquer circuito trifásico. 


11.8 A potência trifásica média nominal da unidade central de processamento (CPU) de um computador de 
grande porte é 22.659 W. A tensão nominal de linha do circuito que alimenta o computador é 208 V (ef). 
A corrente de linha é 73,8 A (ef). O computador absorve potência reativa. 
a) Calcule a potência reativa total absorvida pela CPU. 
b) Calcule o fator de potência. 


Resposta: (a)13.909,50 VAR; (b) 0,852 atrasado. 


11.9 A potência complexa associada a cada fase de uma carga equilibrada é 144 + [192 kVA. A tensão de 
linha nos terminais da carga é 2.450 V. 
a) Qual é o módulo da corrente de linha que alimenta a carga? 
b) A carga está ligada em A e a impedância de cada fase consiste em uma resistência em paralelo com uma 
reatância. Calcule Re X. 
c) A carga está ligada em Y e a impedância de cada fase consiste em uma resistência em série com uma 


reatância. Calcule Re X. 
Resposta: (a) 169,67 A; (b) R=41,680,X=31,260;(c) R=50,X=6,67 0. 


NOTA: tente resolver também os problemas 11.25 e 11.27, apresentados no final deste capítulo. 


11.6 Medição de potência média em circuitos trifásicos 


O instrumento básico utilizado para medir potência em circuitos trifásicos é o wattímetro. 
Ele contém duas bobinas: a primeira, denominada bobina de corrente, é estacionária e proje- 
tada para conduzir uma corrente proporcional à corrente de carga. A segunda, denominada 


bobina de potencial, é móvel e conduz uma corrente 
proporcional à tensão de carga. As características impor- 
tantes do wattímetro são mostradas na Figura 11.18. 

A deflexão do ponteiro ligado à bobina móvel é 
proporcional ao produto entre o valor eficaz da cor- 
rente na bobina de corrente, o valor eficaz da tensão 
nos terminais da bobina de potencial e o cosseno do 
ângulo de fase entre a tensão e a corrente. A direção 
de deflexão do ponteiro depende do sentido instantã- 
neo da corrente na bobina de corrente e da polaridade 
da tensão aplicada à bobina de potencial. Assim, cada 
bobina tem um terminal com uma marca de polari- 
dade — normalmente um sinal positivo (+) — porém, 
às vezes é utilizado o sinal (+), de dupla polaridade. 
O wattímetro deflete no sentido do crescimento da 
escala quando (1) o terminal marcado da bobina de 
corrente estiver do lado da fonte e (2) o terminal mar- 
cado da bobina de potencial estiver ligado à mesma 
linha em que a bobina de corrente foi inserida. 


O método de dois wattímetros 


Pense em um circuito geral, no interior de uma caixa, 
alimentado por n condutores. Essa situação é mostrada na 
Figura 11.19. 


Se desejarmos medir a potência total nos terminais do 
circuito, precisamos conhecer n — 1 correntes e tensões. Isso 
porque, se escolhermos um dos terminais como referência, 
haverá somente n — 1 tensões independentes. Da mesma 
maneira, somente n — 1 correntes independentes podem 
existir nos n condutores que entram na caixa. Assim, a 
potência total é a soma de n — 1 produtos; isto é, 
p=vy+ovi + +uvmi- 

Por essa observação geral, podemos ver que, para um cir- 
cuito de três condutores, equilibrado ou não, precisamos de 
apenas dois wattímetros para medir a potência total. Para um 
circuito de quatro condutores, precisaremos de três wattíme- 
tros, se o circuito trifásico não for equilibrado, mas de apenas 
dois wattímetros, se ele for equilibrado, pois, nesse caso, não 
há nenhuma corrente no neutro. Assim, somente dois wattí- 
metros são necessários para medir a potência média total em 
qualquer sistema trifásico equilibrado. 

O método de dois wattímetros reduz-se a determinar o 
módulo e osinal algébrico da potência média indicada por cada 
wattímetro. Podemos descrever o problema básico em rela- 
ção ao circuito mostrado na Figura 11.20, em que os dois wat- 
tímetros são indicados pelos retângulos sombreados W, e W,. 
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Figura 11.18 Principais características de um wattímetro típico. 
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Figura 11.19 Circuito geral alimentado por n condutores. 
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Figura 11.20 Circuito utilizado para analisar o método 
de dois wattímetros para medir a potência 
média fornecida a uma carga equilibrada. 
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Circuitos elétricos 


As notações bc e bp das bobinas representam bobina de corrente e bobina de potencial, res- 
pectivamente. Optamos por inserir as bobinas de corrente dos wattímetros nas linhas aA e cC. 
Assim, a linha bB é a linha de referência para as duas bobinas de potencial. A carga está ligada 
em Y e a impedância de carga por fase é designada Z, — IZI /0. Essa é uma representação 
geral, porque qualquer carga ligada em À pode ser representada por seu circuito equivalente 
em Y; ademais, no caso equilibrado, o ângulo da impedância 6 não é afetado pela transforma- 
ção A-Y. 

Escreveremos, agora, equações gerais para as leituras dos dois wattímetros. Admitamos 
que a corrente conduzida pela bobina de potencial seja desprezível em comparação com a 
corrente de linha medida pela bobina de corrente. Admitamos ainda que as cargas possam ser 
modeladas por elementos passivos, de modo que o ângulo de fase da impedância da carga (6 
na Figura 11.20) fique entre —90º (capacitância pura) e +90º (indutância pura). Por fim, admi- 
tamos uma sequência de fases positiva. 

Por nossa discussão introdutória acerca da deflexão do ponteiro do wattímetro, podemos 
ver que o wattímetro 1 responderá ao produto de |V,p| por |L,| e pelo cosseno do ângulo 
entre V Ap e La: Chamando essa leitura de W,, podemos escrever 


W, = |VasllLal cos 04 
= Vi cos 64. (11.54) 
Do mesmo modo, decorre que 
W = |VegllEecl cos 05 
= Wi cos 6. (11.55) 


Na Equação 11.54,0, é o ângulo de fase entre V,, e L,; na Equação 11.55, 0, é o ângulo 
de fase entre Vcp e Lc 


Para calcular W, e W,, expressamos 0, e 0, em termos do ângulo da impedância 0, que 
também é o ângulo de fase entre a tensão e a corrente de fase. Para uma sequência de fases 
positiva, 


9,=0+30º=0,+30º, (11.56) 
5=0-30º=6,-—30º. (11.57) 


A dedução das equações 11.56 e 11.57 fica como exercício (veja o Problema 11.35, apre- 
sentado no final do capítulo). Quando substituímos as equações 11.56 e 11.57 nas equações 
11.54e 11.55, respectivamente, obtemos 


W,= Vil, cos (9, + 30º), (11.58) 
W,= Vil, cos (9, — 30º). (11.59) 
Para determinar a potência total, somamos W, e W,; assim, 
P; = W + W = 2Wlh cos [7 cos 30º 


== V3YL cos Oo» (11.60) 
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que é a expressão para a potência média em um circuito trifásico. Portanto, confirmamos que 
a soma das leituras dos dois wattímetros resulta na potência média total. 


Um exame mais detalhado das equações 11.58 e 11.59 revela o seguinte sobre os dois 
wattímetros: 


1. Seo fator de potência for maior que 0,5, as leituras dos dois wattímetros serão positivas. 
2. Seo fator de potência for igual a 0,5, a leitura de um dos wattímetros será igual a zero. 

3. Seo fator de potência for menor que 0,5, a leitura de um dos wattímetros será negativa. 
4 


Inverter a sequência de fases causará a inversão das leituras dos dois wattímetros. 


Essas observações são ilustradas no exemplo a seguir e nos problemas 11.41-11.52, apre- 
sentados no final do capítulo. 


EXEMPLO 11.6 Cálculo de leituras de wattímetros em circuitos trifásicos. 


Calcule a leitura de cada wattímetro no circuito da Figura 11.20, se a tensão de fase na carga for 120 
Ve(a)Z,-=8+;60;(b)Z,-8-j60;(c)Z, = 5 +;5V3 De (d) Z, = 10 775º O. (e) Verifique, 
para os itens (a)-(d), se a soma das leituras dos wattímetros é igual à potência média fornecida à carga. 


Solução 
a) Z; = 10/3687 O, V; = 1203 Ve 1 = 120/10 = 124. 
W, = (120V3)(12) cos (36,87º + 30º) = 979,75 W, 
W, = (120V3)(12) cos (36,87º — 30º) = 2.476,25 W. 
b) Z, = 10/-36,87º O, Vi = 120V3 Ve 1, = 120/10 = 12. 
W, = (120V3)(12) cos (—36,87º + 30º) = 2.476,25 W, 
W, = (120V3)(12) cos (—36,87º — 30º) = 979,75 W. 
)Z,=Hl+jv3)=10/60º 0,V; =120V3Vel =1I2A. 
W, = (120V3)(12) cos (60º + 30") =00, 
W> = (120V3)(12) cos (60º — 30º) = 2.160 W. 
d) Z,=10/=75'0,V, = 12003 Vel = 124. 
W, = (120V3)(12) cos (—75º + 30º) = 1.763,63 W, 
W, = (120V3)(12) cos (—75º — 30º) = —645,53 W. 
e) Pra) = 3(12)(8) = 3.456 W, 


W, + W = 979,75 + 2.476,25 = 3.456 W, 


Pb) = Pra) = 3.456 W, 
W + W = 2476,25 + 979,75 = 3.456 W, 


Circuitos elétricos 


Pr(c) = 3(12)45) = 2.160 W, 


W + W = 0 + 2.160= 2.160 W, 


Pd) = 3(12)(2,5882) = 1.118,10 W, 


W + W = 1.763,63 — 645,53 = 1.118,10 W. 


NOTA: avalie sua compreensão do método de dois wattímetros tentando resolver os problemas 11.41 e 11.45, apresentados no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Transmissão e distribuição de energia elétrica 


No início deste capítulo, destacamos a obrigação que as concessionárias de energia elétrica têm de manter o valor eficaz 
da tensão fornecida a seus clientes. Embora o desvio aceitável em relação ao valor nominal possa variar de um país para outro, 
admitiremos, na presente discussão, uma tolerância aceitável de + 5,8%. Portanto, uma tensão nominal de 120 V (ef) poderia 
variar entre 113 e 127 V. Destacamos também que capacitores colocados em posições estratégicas no sistema poderiam ser 
utilizados para manter os níveis de tensão. 


Figura 11.21 Subestação urbana ligada a uma usina 
geradora por uma linha trifásica. 


Usina 
geradora 


Linha 3 d 
Õ 


/ 


e Subestação 


Figura 11.22 Circuito monofásico equivalente para o 


sistema na Figura 11.21. 


O circuito mostrado na Figura 11.21 representa uma subestação 
urbana de um sistema de distribuição. Admitiremos que o sistema seja 
equilibrado, que a tensão fase-fase na subestação seja 13,8 kV, que a 
impedância de fase da linha de distribuição seja 0,6 + /4,80 e que a 
carga na subestação, às três horas da tarde de um dia quente e úmido de 
verão, seja 3,6 MW e 3,6 MVAR. 

Usando a tensão fase-neutro na subestação como referência, o cir- 
cuito monofásico equivalente para o sistema na Figura 11.21 é mostrado 
na Figura 11.22. A corrente de linha pode ser calculada pela expressão 
para a potência complexa na subestação. Assim, 


13.800 ., paso 


a 060 já80 A 
e AA IE VIVENEN o E 
+ E Disso, decorre que 
ç 13.800 ye y| 1,2 te ' E 
an B MW | IMVAR La = 150,61 + j150,61 A 
e A ou 
n N 
La = 150,61 —j150,61 A. 
A tensão fase-neutro na usina geradora é 
13.800 : ; 
Va => /0º + (0,6 + ;4,8)(150,61 — ;150,61) 
v3 
= 8.780,74+ 632,58 
= 8.803,50/4,12º V. 


Assim, o módulo da tensão de linha na usina geradora é 
Val = V3(8.803,50) = 15.248,11 V. 


da tensão de linha calculado poderia causar problemas para os clientes. 
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Estamos admitindo que a concessionária deva manter o nível de tensão entre ++5,8% do valor nominal. Isso significa que 
o módulo da tensão fase-fase na usina geradora não deve exceder 14,6 kV, nem ser menor do que 13 kV. Portanto, o módulo 


Quando um banco de capacitores é ligado ao barramento da subestação para compensar a energia reativa fornecida à 
carga, a corrente de linha 1, torna-se 


La =150,61+j0A 


Assim, a tensão na usina geradora necessária para manter uma tensão fase-fase de 13.800 V na subestação é 


13.800 


Vin => /0º + (0,6 + ;4,8)(150,61 + j0) 


v3 


= 8.057,80 + 722,94 


= 8.090,17/5,13º V. 


Daí, 


[Val = V3(8090,17) = 14.012,58 V. 


Esse nível de tensão está dentro da faixa admissível de 13 kV a 14,6 kV, 


NOTA: avalie sua compreensão dessa Perspectiva prática tentando resolver os problemas 11.53(a)-(b) e 11.54, 11.57 e 11.58, apresentados no 
final deste capítulo. 


Resumo 


A primeira etapa ao analisar circuitos trifásicos 
equilibrados é transformar quaisquer ligações 
em À em ligações em Y, de modo que o circuito 
global tenha a configuração Y-Y. (Seção 11.3.) 


Um circuito monofásico equivalente é utilizado 
para calcular a corrente de linha e a tensão de 
fase em uma das fases do circuito Y-Y. Normal- 
mente, a fase a é escolhida para essa finalidade. 
(Seção 11.3.) 


Uma vez conhecidas a corrente de linha e a ten- 
são de fase no circuito equivalente da fase a, 
podemos determinar qualquer corrente ou ten- 
são em um circuito trifásico equilibrado, com 
base nos seguintes fatos: 


e As correntes e tensões das fases b e c são 
idênticas à corrente e tensão da fase a, exceto 
por um deslocamento de fase de 120º. Em 
um circuito de sequência positiva, a gran- 
deza da fase b está 120º atrasada em relação 


à grandeza da fase a, e a grandeza da fase c 
está 120º adiantada em relação à grandeza 
da fase a. No caso de um circuito de sequên- 
cia negativa, as fases b e c são intercambia- 
das em relação à fase a. 


O conjunto das tensões de linha está 30º 
defasado em relação ao conjunto de tensões 
de fase. O sinal positivo ou negativo corres- 


ponde à sequência positiva e à sequência 
negativa, respectivamente. 


Em um circuito Y-Y, o módulo de uma tensão 
de linha é V3 vezes o módulo de uma tensão 
de fase. 


O conjunto de correntes de linha está 30º 
defasado em relação ao conjunto de corren- 
tes de fase em fontes e cargas ligadas em A. 
O sinal positivo ou negativo corresponde à 
sequência positiva e à sequência negativa, 
respectivamente. 
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Circuitos elétricos 


e O módulo de uma corrente de linha é V3 
vezes o módulo de uma corrente de fase em 
uma fonte ou carga ligada em A. 

(Seções 11.3 e 11.4.) 


As técnicas para calcular a potência média, a 
potência reativa e a potência complexa por fase 
são idênticas às apresentadas no Capítulo 10. 
(Seção 11.5.) 

As potências ativa, reativa e complexa totais 
podem ser determinadas multiplicando-se por 
3 a quantidade correspondente por fase ou 
usando as expressões baseadas em correntes de 
linha e tensões de linha, como dadas pelas equa- 
ções 11.36, 11.38 e 11.41. (Seção 11.5.) 


Problemas 


A potência instantânea total em um circuito tri- 
fásico equilibrado é constante e igual a 1,5 vez a 
potência média por fase. (Seção 11.5.) 


Um wattímetro mede a potência média forne- 
cida a uma carga usando uma bobina de cor- 
rente ligada em série com a carga e uma bobina 
de potencial ligada em paralelo com a carga. 
(Seção 11.6.) 

A potência média total em um circuito trifásico 
equilibrado pode ser medida somando-se as lei- 
turas de dois wattímetros ligados em duas fases 
diferentes do circuito. (Seção 11.6.) 


Todos os fasores tensão nos problemas a seguir são expressos em termos do valor eficaz. 


Seção 11.1 


11.1 Qual é a sequência de fase de cada um dos 


seguintes conjuntos de tensões? 
a) v,=137 cos (wt + 63º) V, 
v, = 137 cos (wt — 57º) V, 
v.= 137 cos (wt + 183º) V. 
b) v,=820 cos (wt — 36º) V, 
v, = 820 cos (wt + 84º) V, 
v.= 820 sen (wt — 66º) V. 


v,=—188 cos 250t V, 
v.= 188 cos (250t — 60º) V. 

c) v, = 426 cos 100tV, 
v, = 426 cos (100t + 120º) V, 
uv. = 426 cos (100t — 120º) V. 

d) v, = 1.121 cos (2.000t — 20º) V, 
v, = 1.121 sen (2.000 — 50º) V, 
v.= 1.121 cos (2.000t + 100º) V. 


11.2 Para cada conjunto de tensões, verifique se elas e) v, = 540 sen 630tV, 
Pspice formam ou não um conjunto trifásico equili- v, = 540 cos (6301 — 120º) V, 


Multisim 
as Poa v,.= 540 cos (630t + 120º) V. 
se a sequência de fases é positiva ou negativa. f) v,= 144 cos (8001+ 80º) V, 


Se ele não for equilibrado, explique por quê. 
a) v,=48 cos(314t — 45º) V, 

v, = 48 cos(314t — 165º) V, 

v. = 48 cos(314t + 775º) V. 
b) v, = 188 cos (250t + 60º) V, 


brado. Se o conjunto for equilibrado, informe 


v, = 144 sen (800t — 70º) V, 
v.= 144 sen (800t + 50º) V. 
11.3 Verifique se a Equação 11.3 é válida para a 
Equação 11.1 ou para a Equação 11.2. 


Seção 11.2 


11.4 Considere o circuito da Figura 11.5(b). Admita 
que não haja ligações externas aos terminais 
a,b,c. Admita ainda que os três enrolamentos 11.5 


Determine a corrente que circula no gerador 
ligado em À. 

Repita o Problema 11.4, mas assuma que as 
tensões trifásicas são as descritas no Problema 
11.2(c). 


sejam de um gerador trifásico cujas tensões 
são aquelas descritas no Problema 11.2(b). 
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Seção 11.3 
11.6 a) O circuito na Figura P11.6 é ou não um 11.9 As expressões, no domínio do tempo, para as 
Pspice sistema trifásico equilibrado? Explique. três tensões fase-neutro nos terminais de uma 
et b) Determine I carga ligada em Y são 
” 
Figura P11.6 Van 288 cos (wt — 45º) V, 
Vpn = 288 cos (wt — 165º) V, 
340) 8 O A PT) AQ) 
oo Ro mm Ven = 288 cos (wt + 75º) V. 
110/0º V : Quais sHGas sapressões no domínio do tempo 
O) aa Ea) es para as três tensões fase-fase VA p, Vc e Vea? 
= 11.10 Um circuito trifásico equilibrado tem as 
so b 89 B 10 seguintes características: 
n t NAN ——O INN o— BAVAVA, N aa 
e Está ligado em Y-Y; 
110/—120º V 
o e A tensão de linha na fonte, V., é 
20) “ENS V: 
110/120º V 110V3 760º V; 
50 c js O [e 35 9 e A sequência de fases é positiva; 
AAA Ae 
e A impedância de linha é 3 +72 O/g; 
11.7 a) Determine I, no circuito da Figura P11.7 * A impedância de carga é 37 + j28 O/q. 
sa b) Determine VAN: a) Desenhe o circuito monofásico equiva- 


c) Determine V,p. lente para a fase a. 


edi ” : Nie a b) Calcule a corrente de linha na fase a. 
d) O circuito é ou não um sistema trifásico 


equilibrado? c) Calcule a tensão de linha na carga na fase a. 
Figura P11.7 11.11 O módulo da tensão de linha nos terminais de 
040 20 a 160 O ARO j40 uma carga equilibrada, ligada em Y, é 6.600 
MA DAE AMA e AMA V. A impedância de carga é 240 — j70 0/4. A 
77/0º V carga é alimentada por uma linha cuja impe- 
SÓ dância é 0,5 + j4 O/q. 
040 jL6 b 260 ;240 B 70 j;560 a) Qual é o módulo da corrente de linha? 
n AMAM LN e AMA IO e AMA aaa! N 
Ng [120º V L Z| b) Qual é o módulo da tensão de linha na 
= fonte? 
277 120º V z = ; 
020 120 c 080 B80 CNO jss0 11.12 Cnádulo da suo de asa de uma guie tri- 
MA AO AM OA e AM mma fásica ideal, equilibrada, ligada em Y, é 125 V. 
A fonte está ligada a uma carga equilibrada, 
11.8 Determine o valor eficaz de I, no circuito tri- ligada em Y, por uma linha de distribuição 
fásico não equilibrado da Figura P11.8. que tem uma impedância de 0,1 + j0,8 O/q. 
Figura P11.8 A impedância de carga é 19,9 +714,2 0/4.A 
270 P40a 130/060 A 560 J7O sequência de fases da fonte é acb. Use a ten- 
pr A a q 4 são da fase a da fonte como referência. Cal- 
1 320/0º V cule o módulo e o ângulo de fase das seguin- 
dio tes grandezas: (a) as três correntes de linha, 


” O) Eu b no j0,6 O B so 7 O N (b) as três tensões de linha na fonte, (c) as três 
N320/=120º V 200 L / tensões de fase na carga e (d) as três tensões 
CG ER de linha na carga. 
270 2400 130;0,60 C 260 ;370 
AAA aaa: E, AAAr AAA LA 


PN ad 
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Seção 11.4 


11.13 


11.14 


11.15 


11.16 


Uma carga equilibrada, ligada em A, tem uma 
impedância de 216 + ;288 0/6. A carga é ali- 
mentada por uma linha cuja impedância é 3 
+ j5 0/9. A tensão de fase nos terminais da 
carga é 72 kV. A sequência de fases é negativa. 
Use VAp como referência. 


a) Calcule as três correntes de fase da carga. 
b) Calcule as três correntes de linha. 


c) Calcule as três tensões de linha no início 
da linha. 

Um circuito trifásico equilibrado é caracteri- 

zado da seguinte forma: 


e Está ligado em Y-4; 


Z 


e A tensão da fase b da fonte b é 
150/135º V; 

e A sequência de fases da fonte é acb; 

º A impedância de linha é 2 +73 O/q; 

º A impedância de carga é 129 +j171 0/9. 


a) Desenhe o equivalente monofásico para 
a fase a. 


b) Calcule a corrente de linha na fase a. 


c) Calcule a tensão de linha da fase a da 
carga trifásica. 

Uma fonte trifásica equilibrada, ligada em Y, 
com sequência acb, fornece energia a uma 
carga trifásica, equilibrada, ligada em 4, cuja 
impedância é 12 +j9 0/4. A tensão da fonte 
na fase b é 240/—50º V. A impedância de 
linha é 1 +71 0/4. Desenhe o circuito mono- 
fásico equivalente, para a fase a, e use-o para 
determinar a corrente na fase a da carga. 

Em um sistema trifásico equilibrado, a 
fonte é equilibrada, ligada em Y, com uma 
sequência de fases abc e uma tensão de linha 
Va = 208/50º V.A carga é ligada em Y, equi- 
librada, em paralelo com uma carga em 4, 
equilibrada. A impedância de fase da carga em 
Yé4+;3 0/G e a impedância de fase da carga 
em A é3-—;9 0/4. A impedância de linha é 


11.17 


11.18 


1149 


1,4+0,8 0/g. Desenhe o circuito monofásico 
equivalente e use-o para calcular a tensão de 
linha na carga. 

Uma carga equilibrada, ligada em Y, tem uma 
impedância de 60 — j45 0/q e está ligada em 
paralelo com uma carga equilibrada, ligada 
em A, cuja impedância é 90V2/45º O/9.As 
cargas em paralelo são alimentadas por uma 
linha com uma impedância de 2 +;2 0/94. O 
módulo da tensão fase-fase da carga em À é 
300 V'3V. 


a) Calcule o módulo da corrente de fase na 
carga ligada em Y. 


b) Calcule o módulo da corrente de fase na 


no 


carga ligada em À. 


Calcule o módulo da corrente na linha 


(e) 
no 


que alimenta as cargas. 


O 
No 


Calcule o módulo da tensão de linha no 
início dela. 

Um gerador trifásico ligado em A tem uma 
impedância interna de 9 +90 m0/g. Quando 
o gerador opera a vazio, o módulo de sua ten- 
são terminal é 13.800 V. O gerador alimenta 
uma carga ligada em À por meio de uma linha 
de transmissão com uma impedância de 20 + 
7180 mO/g. A impedância de carga por fase é 
7056 + 3,417 O. 

a) Construa um circuito monofásico equi- 


valente. 


b) Calcule o módulo da corrente de linha. 


no 


c) Calcule o módulo da tensão de linha nos 


no 


terminais da carga. 


d) Calcule o módulo da tensão de linha nos 


terminais da fonte. 


NA 


e) Calcule o módulo da corrente de fase na 


no 


carga. 

f) Calcule o módulo da corrente de fase na 
fonte. 

A impedância Z no circuito trifásico equili- 

brado da Figura P11.19 é 100 — j75 O. 


Determine 


a) Lap» Ipc e ca; 
b) La Lp e Lo 
c) 1,1, eLo 
Figura P11.19 


11.20 Para o circuito mostrado na Figura P11.20, 


Pspice | determine 
Multisim 
a) as correntes de fase Ip, Esc e Ia 


b) ascorrentes de linha I ,,1,p € Lc quando 
Z,=24-;0,71),2,=8+;60;e Z,=20 
+70 O. 

Figura P11.20 

a A 


mp) (ss (2) SEN 


480/120º V 


11.21 A Figura P11.21 mostra uma fonte trifásica, 
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c) Aplique um curto-circuito externo aos 
terminais A, Be €. Use a fonte ligada em 
A para determinar as três correntes de 
linha Ls, Ep € Lc 


d) Repita (c), mas use a fonte equivalente 
em Y para determinar as três correntes 
de linha. 


Figura P11.21 


a 
« A 


$ 450 


450 $ jo 


(O 846/0º V 


be———— se B 


$ 450 


jo 


(O 864 /—120º V 


+ ec 
c 


864 /120º V () 


11.22 A fonte ligada em A do Problema 11.21 é 
ligada a uma carga em Y, por meio de uma 
linha de distribuição trifásica equilibrada. A 
impedância de carga é 1.192 41.584 O/G,e a 
impedância de linha é 6,5 +15 0/9. 


a) Construa um circuito monofásico equiva- 
lente do sistema. 


equilibrada, ligada em A. b) Determine o módulo da tensão de linha 
. lo. , E nos terminais da carga. 
a) Determine o circuito equivalente ligado 
emY c) Determine o módulo da corrente de fase 
Ds , j na fonte em A. 
b) Mostre que o circuito equivalente ligado 
sm Y lomeco a mesnadendo dé citculio d) Determine o módulo da tensão de linha 
aberto da fonte original ligada em A. nos terminais da fonte. 
Seção 11.5 
11.23 a) Determine o valor eficaz e o ângulo de fase b) Qual percentagem da potência média 


de Ip no circuito da Figura P11.23. 


fornecida pela fonte trifásica é dissipada 
na carga trifásica? 
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Figura P11.23 


20 a 150 A 
ai e AMA, e 
$85,5 0 
(O 1365/0º V $85,5 0 
jm4o 
20 65150 
é Pora +B 
1365/=120º V éssso 
(1) 1.365/120º V jnN4 0 
im4o 
20 c 150 
NA AM É 


11.24 Uma fonte trifásica equilibrada está for- 
necendo 60 kVA, com um fator de potên- 
cia atrasado de 0,6, a duas cargas paralelas 
equilibradas ligadas em Y. A impedância da 
linha de distribuição que liga a fonte à carga 
é desprezível. A carga 1 é puramente resistiva 
e absorve 30 kW. Determine a impedância 
por fase da carga 2, se a tensão de linha for 
120V3 Ve os componentes da impedância 
estiverem em série. 


11.25 Em um sistema trifásico equilibrado, a fonte 
tem uma sequência abc, é ligada em Y e 
Van = 120/20º V. A fonte alimenta duas 
cargas, ambas ligadas em Y. A impedância da 
carga 1 é 8 +j6 0/9.A potência complexa para 
a fase a da carga 2 é 600/36º VA. Determine a 
potência complexa total fornecida pela fonte. 


11.26 A tensão fase-neutro nos terminais da carga 
trifásica equilibrada da Figura P11.26 é 1.600 V. 
A carga está absorvendo 480 kVA com um fp 
atrasado de 0,8. 


a) Use V,x como referência e expresse I,, 
na forma polar. 


b 


ne 


Calcule a potência complexa associada à 
fonte trifásica ideal. 


c) Verifique se a potência média total for- 
necida é igual à potência média total 
absorvida. 


d) Verifique se a potência reativa total for- 
necida é igual à potência reativa total 
absorvida. 


Figura P11.26 


& 


É 


Ina á 0,2 0 10,80 "TT 9 
E e: AM INN A 
Vasp FASO 480 kVA 
Yon b 020 1080 
Ore am o 
qa 0,8 fp 
Ven [750 atrasado 
c 020 7080 
— AM —— A ec 


11.27 


11.28 


11,29 


Uma fonte trifásica de sequência positiva 
ligada em Y fornece 14 kVA, com um fator 
de potência atrasado de 0,75, a uma combi- 
nação em paralelo de uma carga ligada em Y 
e uma carga ligada em A. A carga ligada em 
Y absorve 9 kVA, com um fator de potência 
atrasado de 0,6, e conduz uma corrente na 
fase a de 10/—30º A. 


a) Determine a potência complexa por fase 
da carga ligada em A. 


b) Determine o módulo da tensão de linha. 


Umalinha de distribuição trifásica equilibrada 
tem uma impedância de 5 +710 0/4. Essa linha 
é utilizada para alimentar três cargas trifásicas 
equilibradas que estão ligadas em paralelo. 
As três cargas são L, = 180 kVA, com um fp 
atrasado de 0,866; L, — 150 kVA, com um fp 
adiantado de 0,28; e L, = 72,12 kW, com fp 
unitário. O módulo da tensão de linha nos 
terminais das cargas é 1.800V3 V. 


a) Qual é o módulo da tensão de linha no 
início dela? 
b) Qual é a eficiência percentual da linha de 
distribuição em relação à potência média? 
As três ferramentas descritas a seguir fazem 
parte da oficina de uma universidade. Cada 
ferramenta é uma carga trifásica equilibrada 
com tensão nominal de 220 V (ef). Calcule (a) 
o módulo da corrente de linha que alimenta 
essas três ferramentas e (b) o fator de potên- 
cia da carga combinada. 


e Furadeira de mesa: 10,2 kVA, com um fp 
atrasado de 0,87. 


11.30 


11.31 


11.32 


11.33 


11.34 


11.35 


11.36 


e Torno mecânico: 4,2 kW, com um fp atra- 
sado de 0,91. 


e Serra de fita: corrente de linha de 36,8 A 
(ef), 725 KVAR 

Calcule a potência complexa em cada fase da 

carga não equilibrada do Problema 11.20. 

Mostre que a potência instantânea total em 

um circuito trifásico equilibrado é constante e 

iguala l,5V 1 eL,repre- 


ml m COS 0, em que V 
sentam as máximas amplitudes da tensão de 


m 
fase e corrente de fase, respectivamente. 

A potência aparente total de um sistema tri- 
fásico equilibrado, ligado em A-Y, é 4.800 VA. 
A tensão de linha é 240 V. Se a impedância 
de linha for desprezível e o ângulo do fator 
de potência da carga for —50º, determine a 
impedância da carga. 

Uma carga trifásica equilibrada absorve 150 
kVA, com um fator de potência adiantado de 
0,96, quando a tensão de linha nos terminais 
da carga é 600 V. Determine quatro circuitos 
equivalentes que podem ser utilizados para 
modelar essa carga. 

Um motor de indução trifásico de 100 hp, dis- 
ponível no comércio, funciona com uma efi- 
ciência de 97% e um fator de potência atra- 
sado de 0,88 funcionando a plena carga. O 
motor é alimentado por uma rede trifásica 
cuja tensão de linha nominal é 208 V. 


a) Qual é o módulo da corrente de linha for- 
necida pela rede? (1 hp = 746 W.) 


b) Calcule a potência reativa fornecida ao 
motor. 

Uma linha trifásica tem uma impedância de 
0,1 + 70,8 0/4. A linha alimenta duas cargas 
trifásicas equilibradas ligadas em paralelo. A 
primeira carga está absorvendo um total de 
630 kW e de 840 kVAR. A segunda carga está 
ligada em Y e tem uma impedância de 15,36 
— [4,48 O/q. A tensão fase-neutro na carga é 
4.000 V. Qual é o módulo da tensão de linha 
no início dela? 

Três cargas trifásicas equilibradas estão ligadas 
em paralelo. A carga 1 está ligada em Y e tem 
uma impedância de 400 + 7300 0/6; a carga 
2 está ligada em À e tem uma impedância de 


11.37 
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2.400 — ;1.800 0/%; e a carga 3 absorve 172,8 
+/2.203,2k VA. As cargas são alimentadas por 
uma linha de distribuição com uma impedân- 
cia de 2 + 716 0/4. O módulo da tensão fase- 
-neutro na carga é 24V3 kV. 


a) Calcule a potência complexa total no iní- 
cio da linha. 


b) Qual percentagem da potência média, 
disponível no início da linha, é fornecida 
às cargas? 

A fonte trifásica equilibrada de sequência 

positiva na Figura P11.37 fornece 41,6 kVA, 

com um fator de potência atrasado de 0,707 

A tensão de linha na fonte é 240 V. 


a) Determine o módulo da tensão de linha 
na carga. 
b) Determine a potência complexa total nos 


terminais da carga. 


Figura P11.37 


0,040 10,03 0 
e AAA Raso 1d 
Fonte 0,040 J0,03 0 Carga 
trifásica * e º trifásica 
equilibrada : equilibrada 
É 0,040 0,03 0 4 
e MA NENE e 
11.38 Uma fonte trifásica equilibrada está forne- 


11.39 


cendo 540 kVA, com um fp atrasado de 0,96,a 
duas cargas paralelas equilibradas ligadas em 
A. A impedância da linha de distribuição que 
liga a fonte à carga é desprezível. A potência 
associada à carga 1 é 38,4 — 208,8 kVA. 


a) Determine os tipos de componente e suas 
impedâncias por fase da carga 2, se a ten- 
são de linha for 1.600V3 V e os compo- 
nentes da impedância estiverem em série. 


b) Repita (a) com os componentes da impe- 
dância em paralelo. 

A potência total fornecida a uma carga trifásica 

equilibrada, quando submetida a uma tensão 

de linha de 2.500V3 V, é 900 kW, com um fator 

de potência atrasado de 0,6. A impedância da 

linha de distribuição que alimenta a carga é de 
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1+;3 0/6. Sob tais condições de funciona- 

mento, a queda do módulo da tensão de linha 

entre o início e o final da linha é excessiva. 

Para compensar, um banco de capacitores, 

ligados em Y, é inserido em paralelo com a 

carga. O banco de capacitores é projetado 

para fornecer 1.125 kVAR de potência reativa, 
quando alimentado por uma tensão de linha 

de 2.500V3 V. 

a) Qual será a magnitude da tensão no iní- 
cio da linha quando a tensão de linha 
nos terminais da carga for 2.500V3 Ve o 
banco de capacitores estiver desligado? 

b) Repita (a), com o banco de capacitores 
ligado. 

c) Qual é a eficiência percentual da linha 
em relação à potência média em (a)? 


d) Qual é a eficiência em (b)? 


Seção 11.6 


11.41 O método de dois wattímetros é utilizado para 


medir a potência absorvida pela carga no Exem- 
plo 11.1. Calcule a leitura de cada wattímetro. 


11.42 As leituras dos wattímetros no circuito da 


Figura 11.20 são as seguintes: W, = 40.823,09 
We W,= 103.176,91 W. O módulo da tensão 
de linha é 2.400V3 V. A sequência de fases 
é positiva. Determine Z,,. 


11.43 No circuito trifásico equilibrado da Figura 


P11.43, a bobina de corrente do wattímetro 
está ligada à linha a A e a bobina de potencial 
do wattímetro está ligada às linhas b e c. Mos- 
tre que a leitura do wattímetro multiplicada 
por V3 é igual à potência reativa total asso- 
ciada à carga. A sequência de fases é positiva. 


Figura P11.43 


11.40 


11.44 


11.45 


11.46 
11.47 


e) Se o sistema estiver operando com uma 
frequência de 60 Hz, qual será o valor de 
cada capacitor em microfarads? 

Um banco de capacitores equilibrados em A 

está ligado em paralelo com a carga descrita 

no Problema para avaliação 11.9. Isso é equi- 
valente a colocar um capacitor em paralelo 
com a carga em cada fase. Assim, a tensão de 
linha nos terminais da carga permanece em 

2.450 V. O circuito opera com a frequência de 

60 Hz. Os capacitores são ajustados de modo 

que o módulo da corrente de linha, que ali- 

menta a combinação em paralelo da carga com 

o banco de capacitores, esteja em seu mínimo. 


a) Qual é o valor de cada capacitor em 
microfarads? 


b) Repita (a) para capacitores ligados em Y. 


c) Qual é o módulo da corrente de linha? 


A tensão fase-neutro no circuito da Figura 
P11.43 é 680 V, a sequência de fases é positiva 
e a impedância de carga é 16 — j12 0/6. 


a) Determine a leitura do wattímetro. 


b) Determine a potência reativa total asso- 
ciada à carga. 

Os dois wattímetros na Figura 11.20 podem 

ser utilizados para calcular a potência reativa 

total da carga. 


a) Prove essa afirmação, mostrando que 
V3(W> — Wi) = V3Vrl sen 0,. 

b) Calcule a potência reativa total usando as 
leituras dos wattímetros para cada uma 
das cargas no Exemplo 11.6. Verifique seus 
cálculos, definindo a potência reativa total 
diretamente da tensão e impedância dadas. 

Deduza as equações 11.56 e 11.57 

a) Calcule a potência complexa associada 
a cada fase da carga equilibrada no Pro- 
blema 11.19. 


b) Se o método de dois wattímetros for utili- 
zado para medir a potência média forne- 
cida à carga, especifique a leitura de cada 
medidor. 


11.48 


11.49 


O método de dois wattímetros é utilizado para 
medir a potência fornecida à carga não equi- 
librada no Problema 11.20. A bobina de cor- 
rente do wattímetro 1 é colocada na linha aÃ 
e a do wattímetro 2 é colocada na linha bB. 


a) Determine a leitura do wattímetro 1. 
b) Determine a leitura do wattímetro 2. 


c) Mostre que a soma das leituras dos dois 
wattímetros é igual à potência total for- 
necida à carga não equilibrada. 

A carga trifásica equilibrada mostrada na 

Figura P11.49 é alimentada por uma fonte 

trifásica, equilibrada, de sequência positiva e 

ligada em Y. A impedância da linha que liga 

a fonte à carga é desprezível. A tensão fase- 

-neutro da fonte é 7200 V. 


a) Determine a leitura do wattímetro em 
watts. 


b) Explique como conectar um segundo 
wattímetro ao circuito de modo que os 


dois wattímetros meçam a potência total. 


c) Determine a leitura do 


wattímetro. 


segundo 


d) Verifique se a soma das leituras dos dois 


4 


wattímetros é igual à potência média 
total fornecida à carga. 


Figura P11.49 
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a) Determine a leitura de cada wattímetro no 
circuito da Figura P11.50. O valor de Z, é 
40/30" O. 

b) Verifique se a soma das leituras dos wat- 
tímetros é igual à potência média total 
fornecida à carga ligada em À. 
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Figura P11.50 


240/120º V. 
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a) Determine a leitura de cada wattímetro 
no circuito da Figura P11.51, quando Z = 
13,44 + ;46,08 O. 


b) Verifique se a soma das leituras dos dois 
wattímetros é igual à potência total for- 
necida à carga. 

c) Verifique se V3(W, — W5) é igual à 
potência reativa total fornecida à carga. 


Figura P11.51 
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a) Determine a leitura de cada wattímetro 
no circuito mostrado na Figura P11.52, 
se Za =20/30'0, Z, =60/0'0 e 
Zc = 40/30" O. 

b) Mostre que a soma das leituras dos wattí- 
metros é igual à potência média total for- 
necida à carga trifásica não equilibrada. 


Figura P11.52 
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Seções 11.1-11.6 


11.53 


Perspectiva 
Prática 


11.54 


Perspectiva 
Prática 


11.55 


11.56 


Consulte o exemplo da Perspectiva prática e: 


a) Construa o triângulo de potências para a 
carga da subestação, antes da ligação dos 
capacitores ao barramento. 


b) Repita (a), após a ligação dos capacitores 


ao barramento. 


c) Usando a tensão fase-neutro na subes- 
tação como referência, construa um 
diagrama fasorial que retrate a relação 
entre Van € V,m antes da adição dos 


capacitores. 


an” 


d) Admita uma sequência de fases posi- 
tiva e construa um diagrama fasorial que 
retratre a relação entre V,p e V,p- 

Consulte o exemplo da Perspectiva prática. 

Admita que a frequência seja 60 Hz. 


a) Qual o valor de cada capacitor (em uF), 
se eles estiverem ligados em A? 


b) Qual o valor de cada capacitor (em uF), 
se eles estiverem ligados em Y? 

Escolha um capacitor do Apêndice H que 

esteja mais próximo do valor, em uF, do capa- 

citor ligado em Y do Problema 11.54(b). 


a) Qual será potência reativa que um banco 
de capacitores fornecerá usando esse 
novo valor? 


b) Qual tensão fase-fase, na usina geradora, 
será exigida, quando esse novo banco de 
capacitores for conectado ao barramento 
da subestação? 

Escolha um capacitor do Apêndice H que 

esteja mais próximo do valor, em uF, do capa- 

citor ligado em A do Problema 11.54(a). 


a) Qual será potência reativa que um banco 
de capacitores fornecerá usando esse 
novo valor? 


b) Qual tensão fase-fase na usina geradora 
será exigida quando esse novo banco de 
capacitores for conectado ao barramento 
da subestação? 
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Perspectiva 
Prática 


11.59 


Perspectiva 
Prática 


11.60 


Perspectiva 
Prática 


No exemplo da Perspectiva prática, o que 
acontecerá na tensão do gerador, se a tensão 
na subestação for mantida em 13,8kV,a carga 
da subestação for reduzida a zero e o banco 
de capacitores permanecer ligado? 

No exemplo da Perspectiva prática, calcule a 
perda total na linha, em kW, antes e depois 
da ligação dos capacitores ao barramento da 
subestação. 

Admita que a carga no barramento da subes- 
tação, no exemplo da Perspectiva prática, caia 
para 180 kW e 480 kVAR. Admita também 
que os capacitores permaneçam ligados à 
subestação. 


a) Qual é o módulo da tensão fase-fase na 
usina geradora necessário para man- 
ter a tensão fase-fase de 13,8 kV na 
subestação? 


b) Esse nível de tensão causará problemas 
para outros clientes? 

No Problema 11.59, admita que, quando a 

carga é reduzida para 180 kW e 480kVAR, o 

banco de capacitores seja desativado. Admita 

também que a tensão fase-fase na subestação 

seja mantida em 13,8 kV. 


a) Qual é o módulo da tensão fase-fase na 
usina geradora? 


b) O nível de tensão determinado em (a) 


está dentro da faixa de variação aceitável”? 


c) Qual é a perda total na linha, em kW, 
quando os capacitores permanecem ligados 
após a carga ser reduzida a 180 +7480 kVA? 


d) Qual é a perda total na linha em kW 
quando os capacitores são retirados após 
a carga ser reduzida a 180 + ;480 kVA? 


e) Com base em seus cálculos, você reco- 
mendaria desligar os capacitores depois 
de a carga ser reduzida a 180 + ;480 kVA? 
Explique. 


Capítulo o a 
? Introdução à 


transformada 
de Laplace 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


12.1 Definição da transformada de Laplace 12.6 Uma aplicação da transformada de Laplace 
12.2 A função degrau 12.7 Transformadas inversas 

12.3 A função impulso 12.8 Polos e zeros de F(s) 

12.4 Transformadas funcionais 12.9 Teoremas do valor inicial e do valor final 
12.5 Transformadas operacionais 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber calcular a transformada de Laplace de uma função usando sua definição, a tabela de transformadas de La- 
place e/ou uma tabela de transformadas operacionais. 


2. Saber calcular a transformada inversa de Laplace usando a expansão por frações parciais e a tabela de transfor- 
madas de Laplace. 


3. Entender e saber como usar o teorema do valor inicial e o teorema do valor final. 


Apresentaremos agora uma técnica analítica poderosa amplamente usada para estudar o comporta- 
mento de circuitos lineares de parâmetros concentrados. O método é baseado na transformada de Laplace, cuja 
definição matemática é dada na Seção 12.1. Antes disso, precisamos explicar por que é necessária outra técnica 
analítica. Em primeiro lugar, queremos analisar o comportamento transitório de circuitos descritos por mais do que 
uma única equação diferencial de tensões de nó ou correntes de malha. Em outras palavras, queremos examinar 
circuitos com múltiplos nós e circuitos com múltiplas malhas que sejam descritos por sistemas de equações dife- 
renciais lineares. 

Em segundo lugar, queremos determinar a resposta transitória de circuitos com fontes de sinal cuja variação 
seja mais complexa do que os simples saltos vistos nos capítulos 7 e 8. Em terceiro lugar, podemos usar a trans- 
formada de Laplace para apresentar o conceito da função de transferência como uma ferramenta para analisar a 
resposta senoidal de regime permanente de um circuito, quando a frequência da fonte senoidal varia. Discutiremos 
a função de transferência no Capítulo 13. Por fim, queremos relacionar, de modo sistemático, o comportamento de 
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um circuito no domínio do tempo com seu comportamento no domínio da frequência. Usar a transformada de 
Laplace permitirá um entendimento mais amplo das funções desempenhadas pelos circuitos. 

Neste capítulo, introduzimos a transformada de Laplace, discutimos suas características pertinentes e 
apresentamos um método sistemático para passar do domínio da frequência para o domínio do tempo. 


Perspectiva prática 


Efeitos transitórios 


Como vimos no Capítulo 9, a potência fornecida por tomadas elétricas nos Estados Unidos pode ser modelada como uma 
fonte de tensão senoidal ou uma de corrente senoidal, cuja frequência é de 60 Hz. Os conceitos de fasor introduzidos no Capítulo 9 
possibilitaram nossa análise da resposta de regime permanente de um circuito a uma fonte senoidal. 

Normalmente, é importante prestar atenção à resposta completa de um circuito a uma fonte senoidal. Lembre-se de que a 
resposta completa tem duas partes: a resposta de regime permanente, que tem a mesma forma da entrada para o circuito, e a 
resposta transitória, que cai a zero ao longo do tempo. Quando a fonte de um circuito é modelada como uma fonte senoidal de 
60 Hz, a resposta de regime permanente também é uma senoide de 60 Hz, e sua amplitude e ângulo de fase podem ser calcu- 
lados usando-se análise fasorial de circuito. A resposta transitória depende dos componentes que formam o circuito, dos valores 
desses componentes e da forma como eles estão interligados. A tensão e a corrente de cada componente no circuito é a soma 
de uma parte transitória e uma parte de regime permanente, quando a fonte é chaveada no circuito. 

Embora a parte transitória da tensão e da corrente acabe caindo a zero, no início essa parte, quando agregada à parte de 
regime permanente, pode ultrapassar o valor de tensão ou corrente do componente do circuito. Por isso, é importante saber 
determinar a resposta completa de um circuito. As técnicas de transformada de Laplace apresentadas neste capítulo podem ser 
utilizadas para determinar a resposta completa de um circuito a uma fonte senoidal. 

Considere o circuito ALLC mostrado a seguir, composto de componentes do Apêndice H e alimentado por uma fonte senoidal 
de 60 Hz. Conforme detalhado no Apêndice H, o indutor de 10 mH tem um valor de corrente de 40 mA. A amplitude da fonte 
senoidal foi escolhida de modo que esse valor não seja ultrapassado no regime permanente (veja o Problema 12.54). Após 
apresentarmos o método da transformada de Laplace, poderemos determinar se esse valor de corrente é ultrapassado ou não, 
quando a fonte é ligada pela primeira vez e tanto os componentes transitórios quanto os de regime permanente da corrente do 
indutor estão ativos. 


nrt/Shutterstock 
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12.1 Definição da transformada de Laplace 


A transformada de Laplace de uma função é dada pela expressão 
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Si / f(De “dt, (12.1) « Transformada 


em que o símbolo LH f(t)! é lido como “a transformada de Laplace de f(t)” 
A transformada de Laplace de f(t) também é representada por F(s); isto é, 


F(s) = LO). (12.2) 


Essa notação enfatiza que, quando a integral na Equação 12.1 é avaliada, a expressão resul- 
tante é uma função de s. Em nossas aplicações, t representa o domínio do tempo e, como o 
expoente de e na integral da Equação 12.1 deve ser adimensional, s deve ter a dimensão do recí- 
proco do tempo, ou frequência. A transformada de Laplace transforma o problema do domí- 
nio do tempo para o domínio da frequência. Depois de obtida a expressão para a incógnita no 
domínio da frequência, executamos a transformação inversa, voltando ao domínio do tempo. 

Se a ideia que fundamenta a transformada de Laplace parecer-lhe estranha, pense em outra 
transformada matemática muito conhecida. Logaritmos são usados para transformar um pro- 
blema de multiplicação ou divisão, tal como A = BC, em um problema mais simples de adição 
ou subtração: log A = log BC = log B + log €C. Antilogaritmos são usados para executar o pro- 
cesso inverso. O fasor é outra transformada; como vimos no Capítulo 9, ele converte um sinal 
senoidal em um número complexo para facilitar o cálculo algébrico de valores de circuitos. Após 
determinarmos o valor fasorial de um sinal, nós o transformamos de volta à sua expressão no 
domínio do tempo. Esses dois exemplos destacam o aspecto essencial de transformadas mate- 
máticas: elas são projetadas para criar um novo domínio que facilite as manipulações matemá- 
ticas. Depois de determinarmos a incógnita no novo domínio, fazemos a transformação inversa, 
de volta ao domínio original. Em análise de circuitos, usamos a transformada de Laplace para 
transformar um conjunto de equações íntegro-diferenciais no domínio do tempo para um con- 
junto de equações algébricas no domínio da frequência. Por conseguinte, reduzimos a solução 
de uma quantidade desconhecida à manipulação de um conjunto de equações algébricas. 

Antes de ilustrarmos algumas das propriedades importantes da transformada de Laplace, 
cabem alguns comentários gerais. Em primeiro lugar, observe que a integral na Equação 12.1 
é imprópria porque o limite superior é infinito. Assim, enfrentamos de imediato a questão de 
saber se a integral converge ou não. Em outras palavras, uma dada função f(t) tem uma trans- 
formada de Laplace? Evidentemente, as funções de maior interesse usadas em engenharia 
possuem transformadas de Laplace; caso contrário, não estaríamos interessados na transfor- 
mada. Em análise de circuitos lineares, excitamos circuitos com fontes que têm transformadas 
de Laplace. Funções excitação, do tipo É ou e”, que não possuem transformadas de Laplace, 
não têm aplicação aqui. 

Em segundo lugar, como o limite inferior da integral é igual a zero, a transformada de 
Laplace ignora f(t) para valores negativos de t. Em outras palavras, F(s) é determinada pelo 
comportamento de f(t) somente para valores positivos de t. Para enfatizar que o limite inferior 
é igual a zero, a Equação 12.1 costuma ser denominada transformada de Laplace unilateral. 
Na transformada de Laplace bilateral, o limite inferior é — co. Aqui, não usamos a forma bila- 
teral; portanto, fica entendido que F(s) é uma transformada unilateral. 


de Laplace 
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Figura 12.1 Uma função contínua e uma função 
descontínua na origem. (a) ft?) é contínua na 
origem. (b) ft) é descontínua na origem. 


fe) 


—at 


Outra observação a respeito do limite inferior refere-se 
à situação em que f(t) tem uma descontinuidade na origem. 
Se f(t) for contínua na origem — como na Figura 12.1(a) — 
HO) não é ambígua. Todavia, se f(f) tiver uma descontinui- 
O) dade finita na origem — como na Figura 12.1(b) —, surge a 
questão se a integral da transformada de Laplace deve incluir 
ou excluir a descontinuidade. Em outras palavras, devemos 
tomar 0” como o limite inferior e incluir a descontinuidade, ou 
devemos excluir a descontinuidade tomando 0* como o limite 
inferior? (Usamos a notação 0” e 0* para designar os valores 
0,1<0 de t imediatamente à esquerda ou à direita da origem, respec- 


1,0 et, t > 0 


(a) 


Figura 12.2 Função degrau. 


0 tivamente.) Na verdade, podemos escolher qualquer um deles, 
(b) contanto que sejamos consistentes. Por razões que explicare- 
mos mais adiante, escolhemos 0" como o limite inferior. 

Visto que estamos usando 0 como o limite inferior, observamos de imediato que a inte- 
gração de 07 a 0* é igual a zero. A única exceção a essa regra ocorre quando a descontinuidade 
na origem é uma função impulso, situação que discutiremos na Seção 12.3. Agora, o impor- 
tante é que as duas funções mostradas na Figura 12.1 têm a mesma transformada de Laplace 
unilateral, porque não há nenhuma função impulso na origem. 

A transformada de Laplace unilateral ignora f(t) para t<07.O que acontece antes de 0" é 
definido pelas condições iniciais. Assim, usamos a transformada de Laplace para prever a res- 
posta a uma perturbação que ocorre após o estabelecimento das condições iniciais. 

Na discussão a seguir, dividimos as transformadas de Laplace em dois tipos: transforma- 
das funcionais e transformadas operacionais. A transformada funcional é a transformada de 
Laplace de uma função específica como sen wt, t,e “e assim por diante. A transformada opera- 
cional define uma propriedade matemática geral da transformada de Laplace, como determinar 
a transformada da derivada de f(t). Contudo, antes de examinarmos transformadas funcionais e 
operacionais, precisamos apresentar a função degrau e a função impulso. 


12.2 A função degrau 


Podemos nos defrontar com funções que têm uma descontinuidade, ou salto, na origem. 
Por exemplo, sabemos, por discussões anteriores acerca do comportamento transitório, que 
operações de chaveamento provocam mudanças abruptas em correntes e tensões. Tratamos 
matematicamente dessas descontinuidades por meio das funções degrau e impulso. 

A Figura 12.2 ilustra a função degrau, que é igual a zero 
para t<0.O símbolo para a função degrau é Ku(t). Assim, a 


f(1) definição matemática da função degrau é 


Ku(t) =0,t<0, 


Ku(t) = K.t>0. (12.3) 


! Se K for igual a 1,a função definida pela Equação 12.3 
é chamada função degrau unitário. 


A função degrau não é definida em 1 = 0. Em situações 
em que precisamos definir a transição entre 0” e 0*, admitimos que ela seja linear e que 


Ku(0) =0,5K. (12.4) 
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Como antes, 0” e 0! representam pontos simétricos 
arbitrariamente próximos da esquerda e da direita da ori- 
gem. A Figura 12.3 ilustra a transição linear de 07 a 0*. 

Uma descontinuidade pode ocorrer a qualquer tempo, 
não só em t= 0; por exemplo, no chaveamento sequencial. Um 
degrau que ocorra em t= a é expresso como Ku(t — a). Assim, 


Ku(t—- a) =0,t<a, 


Ku(t-a)=Kt>a. (12.5) 


Se a > 0,0 degrau ocorre à direita da origem; se a < 0, 
o degrau ocorre à esquerda da origem. A Figura 12.4 ilustra 
a Equação 12.5. Observe que a função degrau é igual a O 
quando seu argumento (t — a) é negativo, e K, quando seu 
argumento é positivo. 

Uma função degrau que seja igual a K parat< a é 
escrita como Ku(a — t). Assim, 


Ku(a—-)=Kt<a, 


Ku(a—t)=0,t>a. (12.6) 


A descontinuidade está à esquerda da origem quando 
a<0.A Equação 12.6 é mostrada na Figura 12.5. 

Uma aplicação da função degrau dá-se na expres- 
são matemática de uma função que só não é igual a zero 
durante um intervalo finito de tempo. Um exemplo útil, 
em análise de circuitos, é um pulso de largura finita, que 
podemos criar somando duas funções degrau. A função 
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Figura 12.3 Aproximação linear para função degrau. 


fe) 


Figura 12.4 Função degrau ocorrendo em t= a quando 
a>0. 


fe) 


Figura 12.5 Função degrau Ku(a — t) para a > 0. 
fo) 
K 


a as 


0) a 


K[u(t— 1) — u(t— 3)] tem o valor K para 1 <t<3 e o valor O em todos os outros instantes. 
Assim, ela é um pulso de largura finita de altura K, que começa em t= 1 e termina em t=3. 


Ao definirmos esse pulso usando funções degrau, é útil pensar na função degrau u(t — 1) como 


aquela que “liga” o valor constante K em t= 1,e na função degrau —u(t — 3) como aquela que 


“desliga” o valor constante K em t = 3. No Exemplo 12.1, usamos funções degrau para ligar e 


desligar funções lineares em tempos determinados. 


EXEMPLO 12.1 Uso das funções degrau para representar uma função de duração finita. 


Use funções degrau para escrever a expressão para a 
função ilustrada na Figura 12.6. 


Solução 

A função mostrada na Figura 12.6 é composta por 
segmentos lineares com pontos de inflexão em 0, 1,3 
e 4s. Para construir essa função, precisamos adicionar 
e subtrair funções lineares de inclinação adequada. 
Usamos a função degrau para iniciar e terminar esses 
segmentos lineares nos tempos adequados. Em outras 


Figura 12.6 Função para o Exemplo 12.1. 
AU 


t(s) 
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Figura 12.7 Definição dos três segmentos de reta ligados 
e desligados por funções degrau para formar uma linha reta com as seguintes equações: +2t, ligada 


a função mostrada na Figura 12.6. em t=(0e desligada em t=1;-2t+ 4, ligada em t=1, 


f() 


palavras, usamos a função degrau para ligar e desligar 


desligada em t= 3; e +2t — 8, ligada em t = 3 e desligada 
em t = 4. Esses segmentos de reta e suas equações são 
mostrados na Figura 12.7 A expressão para f(t) é 


ft) = 24 u(t) — u(t— DD] + (—2t+ Du(t— 1) — u(t— 3)] 
+(2t— 8) [u(t— 3) — u(t— 4)). 


NOTA: avalie sua compreensão a respeito da função degrau tentando resolver os 


problemas 12.3 e 12.4, apresentados no final deste capítulo. 


12.3 A função impulso 


Quando temos uma descontinuidade finita em uma função, como a ilustrada na Figura 
12.1(b), a derivada da função não é definida no ponto de descontinuidade. O conceito de uma 
função impulso! permite definir a derivada em uma descontinuidade e, assim, definir a trans- 
formada de Laplace dessa derivada. Um impulso é um sinal de amplitude infinita e duração 
nula. Tais sinais não existem na natureza, mas alguns sinais de tensão e corrente aproximam- 
-se muito dessa definição e, portanto, um modelo matemático de um impulso é útil. Tensões e 
correntes impulsivas ocorrem em análise de circuitos seja por causa de operações de chavea- 
mento, seja porque o circuito é excitado por uma fonte impulsiva. Analisaremos essas situa- 
ções no Capítulo 13; aqui, discutiremos a definição da função impulso de modo geral. 

Para definir a derivada de uma função em uma descontinuidade admitimos, em primeiro 
lugar, que a função varie linearmente na descontinuidade, como mostra a Figura 12.8, onde 
observamos que, quando e — 0, ocorre uma descontinuidade abrupta na origem. Quando dife- 
renciamos a função, a derivada entre —e e +e é constante e tem um valor de 1/2e. Parat>e,a 
derivada é —ae (9. A Figura 12.9 mostra essas observações em forma de gráfico. À medida 
que e se aproxima de zero, o valor de f'(t) entre + e aproxima-se de infinito. Ao mesmo tempo, 
a duração desse valor aproxima-se de zero. Além disso, a área sob f'(t) entre +e permanece 
constante quando e — 0. Nesse exemplo, a área é igual à unidade. À medida que e se aproxima 
de zero, dizemos que a função entre +e aproxima-se de uma função impulso unitária, deno- 
tada por ó(t). Assim, a derivada de f(t) na origem aproxima-se de uma função impulso unitária 
quando e aproxima-se de zero, ou 


f(0) > d(t) quando e > 0 


Se a área sob a curva da função impulso for diferente da unidade, a função impulso será 
denotada por Kôó(t), onde K é a área. K costuma ser denominada a intensidade da função 
impulso. 


1 A função impulso também é conhecida como função delta de Dirac. 
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Em resumo, uma função impulso é criada por uma fun- 
ção de parâmetro variável, cujo parâmetro aproxima-se de 
zero. A função de parâmetro variável deve exibir as seguin- 
tes três características, à medida que o parâmetro aproxima- 
-se de zero: 


1. A amplitude aproxima-se de infinito. 
A duração da função aproxima-se de zero. 


A área sob a função de parâmetro variável permanece 
constante à medida que o parâmetro varia. 


Há muitas funções de parâmetro variável que possuem 
as características mencionadas. Na Figura 12.8, usamos uma 
função linear f(t) = 0,5t/e + 0,5. Outro exemplo de uma fun- 
ção de parâmetro variável é a função exponencial: 

fe Dre tl (12.7) 

À medida que e se aproxima de zero, a função torna- 
-se infinita na origem e, ao mesmo tempo, cai a zero em uma 
fração infinitesimal de tempo. A Figura 12.10 ilustra o cará- 
ter de f(t) à medida que e — 0. Para mostrar que uma função 
impulso é criada à medida que e — 0, também precisamos 
mostrar que a área sob a função é independente de e. Assim, 


0 [oo] 
a K K 
Área -[ DS eledt + k —etledt 
RR a Jo 2e 


K elle 0 K ele (oo) 

2€ 1/e ada dE RETA 0 

K K 

+55 =K 12.8 
E+Ék, (128) 


que nos diz que a área sob a curva é constante e igual a K 
unidades. Portanto, à medida que e > 0, f(t) > Kó(1). 

Em termos matemáticos, a função impulso é definida 
como 


/ . Ks(ndt = K; (12.9) 


AD)=0,1%0. (12.10) 


A Equação 12.9 estabelece que a área sob a função 
impulso é constante. Essa área representa a intensidade do 
impulso. A Equação 12.10 afirma que o impulso é nulo em 
todos os pontos, exceto em t = 0. Um impulso que ocorre em 
t=a é denotado por Kó(t — a). 

O símbolo gráfico para a função impulso é uma seta. 
A intensidade do impulso é dada entre parênteses, ao lado 
da ponta da seta. A Figura 12.11 mostra os impulsos Kó(t) 
e Ko(t— a). 


Figura 12.8 Visão ampliada da descontinuidade na Figura 
12.1(b), admitindo uma transição linear entre 
—E O +e. 


HU) 


NUbEES SsS 


Figura 12.9 Derivada da função mostrada na Figura 12.8. 


fit) 


Figura 12.10 Função de parâmetro variável usada para 
gerar uma função impulso. 


f() 


Figura 12.11 Representação gráfica do impulso KS (?) e 
kô (t— a). 


AU) 
(K) (K) 


(em) 
q 
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Figura 12.12 Derivada de primeira ordem da função 
impulso. (a) Função geradora do impulso 


9'(t) quando e > 0. 


Circuitos elétricos 


Uma propriedade importante da função impulso é a propriedade de filtragem, que é 
expressa como 


Lero — a)dt = f(a), (12.11) 


em que a função f(t) é suposta contínua em t = a; isto é, no local do impulso. A Equação 12.11 
mostra que a função impulso filtra tudo, exceto o valor de f(t) em t= a. A validade da Equação 
12.11 decorre do fato de que ô(t — a) é igual a zero em todos os pontos, exceto em t=a e, por 
conseguinte, a integral pode ser escrita 


I = [ros — a)dt = A “Fo — a)dt. (12.12) 


Contudo, como f(t) é contínua em a, ela assume o valor f(a) à medida que t > a, portanto 


1=[ Foot — ajdi = f(0)f o(t — a) dt 


= f(a). (12.13) 
Usamos a propriedade de filtragem da função impulso para determinar sua transformada 
de Laplace: 
SAI(S ) À (te “ dt = / (dt =1, (12.14) 
(oa (om 


que é um importante par de transformadas de Laplace muito usado em análise de circuitos. 
Podemos definir também as derivadas da função impulso e a transformada de Laplace 
dessas derivadas. Vamos discutir a derivada de primeira ordem, junto com sua transformada e, 
então, enunciar os resultados para as derivadas de ordens mais altas. 
A função da Figura 12.12(a) gera uma função impulso 
quando e > 0. A Figura 12.12(b) mostra a derivada dessa 


usada para definir a derivada de primeira função geradora, que é definida como a derivada do impulso 
ordem. (b) Derivada de primeira ordem da [8'(1)] quando e — 0. As vezes, a derivada da função impulso 
função geradora do impulso que tende para é denominada função momento, ou dubleto unitário. 


Para determinar a transformada de Laplace de 6'(t),sim- 
f(t) plesmente aplicamos a integral definidora à função mostrada 
na Figura 12.12(b) e, após integrar, fazemos e — 0. Então, 


Ve 
E “(4 
cy = pa [O lera + f(-L)eal 
0 É : 
—€ e 
a + SE 2 
(a) = lim — É 
ro ia 
| vê x tim o se S€ 
| e>50 2es 
Ss. | Í 
E E 
e 0 E o 7: s2e'€ SE s2e SE 
—Y/e? a E 2s 
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Na dedução da Equação 12.15, tivemos de usar a regra de "Hôpital duas vezes para ava- 


liar a forma indeterminada 0/0. 
Derivadas de ordens mais altas podem ser geradas de 
gerar a derivada de primeira ordem (veja o Problema 12.6) 


maneira semelhante à usada para 
e, então, a integral definidora pode 


ser usada para determinar sua transformada de Laplace. Para a derivada de n-ésima ordem da 
função impulso, constatamos que sua transformada de Laplace é simplesmente s”; isto é, 


PL) =". (12.16) 


Por fim, uma função impulso pode ser considerada a 


derivada de uma função degrau; isto é, 
du(t) 


=" (12.17) 


A Figura 12.13 apresenta a interpretação gráfica da 
Equação 12.17 A função mostrada na Figura 12.13(a) apro- 
xima-se de uma função degrau unitário à medida que e — 
0. A função mostrada na Figura 12.13(b) — a derivada da 
função da Figura 12.13(a) — aproxima-se de um impulso 
unitário à medida que e > 0. 


A função impulso é um conceito de extrema utilidade 
em análise de circuitos e falaremos mais sobre ela nos pró- 
ximos capítulos. Apresentamos o conceito aqui para poder- 
mos incluir descontinuidades na origem em nossa definição 
da transformada de Laplace. 


NOTA: avalie sua compreensão a respeito da função impulso tentando resolver 
os problemas 12.6, 12.8 e 12.10, apresentados no final deste capítulo. 


12.4 Transformadas funcionais 


Uma transformada funcional é simplesmente a transf 


Figura 12.13 Função impulso como a derivada da função 
degrau: (a) f() — u(t) à medida que e — 0; 
e (b) f'(t) — 6 (?) à medida que e — 0. 
fo 


10 H 


| 
m 
[em] 
di is = 


ormada de Laplace de uma dada 


função de t. Visto que estamos limitando nossa introdução à transformada de Laplace unilate- 


ral, todas as funções consideradas são nulas para t<0.. 


Determinamos um par de transformadas funcionais na Seção 12.3, na qual mostramos 
que a transformada de Laplace da função impulso unitário é igual a 1 (veja a Equação 12.14). 


Um segundo exemplo é a função degrau unitário da Figura 


12.13(a), em que 


LLu(i) = A fetdi= A le “dt 


st 


= 


É 
s 


0+ 


(12.18) 


A Equação 12.18 mostra que a transformada de Laplace da função degrau unitário é 1/s. 


A transformada de Laplace da função exponencial decrescente da Figura 12.14 é 


1 


Pfe) = / ecteldt = K pd = . (12.19) 
o+ + Sra 


Quando deduzimos as equações 12.18 e 12.19, usamos o fato de que a integração de 0 a 


0* é igual a zero. 
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Figura 12.14 Função exponencial decrescente. Um terceiro exemplo de determinação de uma trans- 
fo formada funcional é a função senoidal mostrada na Figura 


12.15. A expressão de f(t) para t> 0" é sen wt; portanto, a 
expressão para a transformada de Laplace é 


et t>0 LH sen wt) = / (senwt)e “ dt 
pe 


0) oo eo! no —) 
= > je“ dt 
/ 2j 


Figura 12.15 Função senoidal para t> 0. 


O ALs-jwt — sAstjot 
f(1) = / E E dt 
0” 2] 
10 H 
etc o 1 1 1 
; 2jis-—jo s+Hjw 
0 
“0 =, (12.20) 
s“+w 


A Tabela 12.1 apresenta uma lista abreviada de pares de transformadas de Laplace. Ela 
inclui as funções de maior interesse para um curso introdutório de circuitos elétricos. 


Tabela 12.1 Lista abreviada de pares de transformadas de Laplace. 


Tipo Fe) (t> 0) F(s) 
(impulso) ô (1) 1 
(degrau) u (t) 1 

s 
(rampa) t 1 

E 
(exponencial) es 1 

s+a 
(seno) sen wt (o) 
(cosseno) cos wt s 

s? + q? 
(rampa amortecida) te“ 1 

(s+a? 
(seno amortecido) e“ sen wt o 
(cosseno amortecido) e“ cos wt s+a 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber calcular a transformada de Laplace de uma função, usando a definição dessa transformada. 


12.1 Use a equação definidora da transformada de Laplace para 


a) determinar a transformada de Laplace de cosh Bt; 
b) determinar a transformada de Laplace de senh Bt. 


Resposta: (a) s/(s2 — 8”); (b) B/(s? — B?). 
NOTA: tente resolver também o Problema 12.20, apresentado no final deste capítulo. 


12.5 Transformadas operacionais 


Transformadas operacionais indicam como operações matemáticas realizadas em f(t) ou 
F(s) são convertidas para o domínio oposto. As operações de maior interesse são (1) multi- 
plicação por uma constante; (2) adição (subtração); (3) diferenciação; (4) integração; (5) des- 
locamento no domínio do tempo; (6) deslocamento no domínio da frequência e (7) mudança 
de escala. 


Multiplicação por uma constante 
Pela definição da integral, se 


MAIO) = F(s), 


então 
SEKf(O), = KF(s). (12.21) 
Assim, multiplicar f(t) por uma constante corresponde a multiplicar F(s) pela mesma 
constante. 
Adição (subtração) 


A adição (subtração) no domínio do tempo corresponde à adição (subtração) no domínio 
da frequência. Assim, se 


Afi()y = F(s), 
Atl = Fls), 
AÍ) = Fls), 
então 
Afito) + fo) — fal = Fls) + o(s) — Fa(s), (12.22) 


que é deduzida pela simples substituição da soma algébrica de funções no domínio do tempo 
na equação integral de definição. 
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Diferenciação 


Diferenciar no domínio do tempo corresponde a multiplicar F(s) por s e, então, subtrair, 
desse produto, o valor inicial de f(t) — isto é, (0) — de: 


a(o! = sF(s) — (0), (12.23) 


resultado esse obtido diretamente da definição da transformada de Laplace, ou 


d ER. 
| o! - / | DO ua, (12.24) 


Avaliamos a integral na Equação 12.24 integrando por partes. Fazendo u = es e 
dv = [df(t)/dtldt, obtemos 


dO Vs 
a (dO! = e It) 


Como estamos admitindo que f(t) possui transformada de Laplace, a avaliação de e“'f(t) 
em t= oo é igual a zero. Portanto, o lado direito da Equação 12.25 reduz-se a 


[0,0] 


/ FOCse do) (12.25) 


0 


—f(0) + f f(De “dt = sF(s) — f(O). 


Essa observação conclui a dedução da Equação 12.23. Trata-se de um resultado impor- 
tante porque estabelece que a diferenciação no domínio do tempo reduza-se a uma operação 
algébrica no domínio de s. 


Determinamos a transformada de Laplace de derivadas de ordens mais altas usando 
a Equação 12.23 como ponto de partida. Por exemplo, para determinar a transformada de 
Laplace da derivada de segunda ordem de f(t), em primeiro lugar, fazemos 


af(t) 
) = ; 12.26 
80) = (12.26) 
Agora, usamos a Equação 12.23 para escrever 
G(s) = sF(s) — HO”). (12.27) 


Porém, como 


ds) LF) 


dt * [a 
escrevemos 
dg(t) df (1) = 
= = = ; 12.28 
a( 7 a, 2 [= 566) — 8(0) (12.28) 
Combinando as equações 12.26, 12.27 e 12.28, obtemos 
dF(t) = OfO) 


Determinamos a transformada de Laplace da derivada de ordem n aplicando sucessiva- 
mente o processo precedente, o que leva ao resultado geral 
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ARO ama meia ago 0) 
s| dt” Hvr IO) sc, 


E Tr (07) E À (07) 
n—3 cia 
s E E 1 ' (12.30) 


Integração 


A integração no domínio do tempo corresponde a dividir por s no domínio de s. Como 
antes, estabelecemos a relação pela integral definidora: 


2( frovar) = [| frear feras (12.31) 


Avaliamos a integral do lado direito da Equação 12.31, integrando por partes, fazendo, 


em primeiro lugar, 
t 
“= / fO)dx, 
ne 


dv = e“ dt. 
Então, 
du = f(t) dt, 
Pa 
pre 


A integração por partes resulta em 


s| ficar) = E vejão 


O primeiro termo do lado direito da Equação 12.32 é igual a zero nos limites superior e 
inferior. O valor no limite inferior é obviamente nulo, ao passo que o valor no limite superior 
é nulo porque estamos admitindo que f(t) tenha uma transformada de Laplace. O segundo 
termo do lado direito da Equação 12.32 é F(s)/s; assim, 


RA (ro de) = EA (12.33) 


o que revela que a operação de integração no domínio do tempo é transformada na operação 
algébrica de multiplicar por 1/s no domínio de s. As equações 12.33 e 12.30 formam a base da 
afirmação que fizemos antes, isto é, a transformada de Laplace transforma um conjunto de 
equações íntegro-diferenciais em um conjunto de equações algébricas. 


oo Post 
o + / ft) dt. (12.32) 


s 


Deslocamento no domínio do tempo 


Dada uma função qualquer f(t)u(t), podemos representar essa mesma função deslocada 
no tempo de uma constante a, como f(t — a)u(t — a) 2 O deslocamento no domínio do tempo 
corresponde à multiplicação por uma exponencial no domínio da frequência. Assim, 


PLf(t — adult — a)h =e“F(s), a>o0. (12.34) 


2 Observe que sempre multiplicamos qualquer função arbitrária f(t) pela função degrau unitário u(t) 


para garantir que a função resultante seja definida apenas para tempos positivos. 
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Por exemplo, sabendo que 
1 
Pftu(t)) = EA 
8 


a Equação 12.34 permite escrever diretamente a transformada de Laplace de (t — aJu(t — a): 


e —as 


SHU — aut — a) = 


s2 


A prova da Equação 12.34 decorre da definição da integral definidora: 


Lt — ajult — a)) = i u(t — a)f(t — aje “ dt 


= [ra — aje “dt. (12.35) 


Quando escrevemos a Equação 12.35, lançamos mão do fato de que u(t— a)=1 para t>a. 
Agora, mudamos a variável de integração. Especificamente, fazemos x = t — a. Então, x = O 
quando t = a; x = co quando t = co e dx = dt. Assim, escrevemos a integral da Equação 12.35 
como 


ra — aut a) = | fear 


= a) fl) “dx 
0 


eSF(s), 


que é o que nos propusemos à provar. 


Deslocamento no domínio da frequência 


O deslocamento no domínio da frequência corresponde a multiplicar por uma exponen- 
cial no domínio do tempo: 


Pero) =F(s+a), (12.36) 


o que decorre da definição da transformada de Laplace. A dedução da Equação 12.36 fica para 
o Problema 12.15. 

Podemos usar a Equação 12.36 para deduzir novos pares de transformadas. Assim, 
sabendo que 


s 


Picos vt = -—>—s, 
t ) 2 + q 


usamos a Equação 12.36 para deduzir que 
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Mudança de escala 


A propriedade de mudança de escala refere-se à relação entre f(t) e F(s) quando a variá- 
vel tempo é multiplicada por uma constante positiva: 


$ 


Elf(ar)y = in(É), a>o0, (12.37) 


cuja dedução deixamos para o Problema 12.16. A propriedade de mudança de escala é útil 
particularmente em trabalhos experimentais, em especial quando tais mudanças no tempo são 
feitas para facilitar a construção do modelo de um sistema. 


Usamos a Equação 12.37 para formular novos pares de transformadas. Assim, sabendo que 


s 
sS2+1 


Pfcos tl = 


, 


deduzimos, pela Equação 12.37, que 


1 s/w h) 
PO E E 


A Tabela 12.2 fornece uma lista abreviada de transformadas operacionais. 


Tabela 12.2 Lista abreviada de transformadas operacionais. 


Operação Fe) O) 
Multiplicação por uma constante Kf(t) KF(s) 
Adição/subtração AO+rEO-AD+ e FI)+E()— Fls) + 
Derivada de primeira ordem df(t) o 
o sP(s) — HO) 

(tempo) dt 
Derivada de segunda ordem df (t df (o 

g rO ide dias EO 
(tempo) dt dt 

df(o” 
SR (5). 5H) = gra (0) ) 
Dedmidadoodanadomo) SO e 
erivada de ordem n (tempo a p=ipzao 
E dt" as PO) dO) 
dt? dir 
, : F(s) 
Integral em relação ao tempo / f(x) dx ne 
0 
Deslocamento no tempo Ht— aju(t— a),a >0 et F(s) 
Deslocamento na frequência et) F(s+a) 
1 
Mudança de escala Hat),a>0 ar (=) 
Derivada de primeira ordem dF(s) 
URU) - 
(em s) ds 
d"F 

Derivada de ordem n (em s) rr(t) (—1D)” (9) 


ds” 


Integral (em s) to / F (u) du 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber calcular a transformada de Laplace de uma função, usando a tabela de transformada de Laplace ou uma 
tabela de transformadas operacionais. 


12.2 Use a transformada operacional adequada da Tabela 12.2 para determinar a transformada de Laplace de 
cada função: 


a) ÉTE 


d 
b mi 5 
) ; (e senh B t ) 5 


c) tcos wt. 
Bs — q? 
E: Ro GERE Fio EO 


NOTA: tente resolver também os problemas 12.18 e 12.22, apresentados no final deste capítulo. 


(b) 


Resposta: (a) 


12.6 Uma aplicação da transformada de Laplace 


Vamos, agora, ilustrar como usar a transformada de 
Figura 12.16 Circuito ALC em paralelo. Laplace para resolver as equações íntegro-diferenciais ordi- 
a nárias que descrevem o comportamento de circuitos de 
o 1 + parâmetros concentrados. Examine o circuito mostrado na 
Le O) E R L c T v(t) Figura 12.16. Admitimos que não haja nenhuma energia ini- 


cial armazenada no circuito no instante em que a chave, que 
º curto-circuita a fonte de corrente cc, é aberta. O problema 
consiste em determinar a expressão de v(t), quando t = 0. 


Começamos escrevendo a equação íntegro-diferencial que v(t) deve satisfazer. Precisa- 
mos somente de uma única equação nodal para descrever o circuito. Somando as correntes 
que saem do nó superior do circuito obtemos a equação: 


io 


O + = Locult). (12.38) 


Observe que, ao escrevermos a Equação 12.38, representamos a abertura da chave por 
uma fonte de corrente em forma de degrau que varia de zero a 1... 

Depois da obtenção das equações íntegro-diferenciais (neste exemplo, apenas uma), 
transformamos as equações para o domínio de s. Não abordaremos todas as etapas da trans- 
formação detalhadamente porque, no Capítulo 13, veremos como evitá-las e como gerar as 
equações diretamente no domínio de s. Ainda que brevemente, usamos três transformadas 
operacionais e uma transformada funcional na Equação 12.38 para obter 


TO ÃO 4 cv(o) - vo)]= tal), (12.39) 


que é uma equação algébrica, em que V(s) é a variável desconhecida. Estamos admitindo que 
os parâmetros de circuito R, L e C€, bem como a corrente da fonte, 1... sejam conhecidos; a ten- 
são inicial no capacitor, v(0), é nula porque não há a energia inicial armazenada no circuito. 
Assim, reduzimos o problema à resolução de uma equação algébrica. 


Capítulo 12 e Introdução à transformada de Laplace 497 


Em seguida, resolvemos as equações algébricas (novamente, apenas uma neste caso) 
determinando o valor das incógnitas. Resolvendo a Equação 12.39, obtemos 


1.4 a 
Vila ta ts€ ni 


Laio 
V(s) = ú 


s? + (1/RO)s + (1/LO). 


(12.40) 


Para determinarmos v(t), temos de efetuar a transformada inversa de V(s). Denotamos 
essa operação inversa como 


vu) = VO). (12.41) 


A etapa seguinte da análise é determinar a transformada inversa da expressão no domí- 
nio de s; este será o assunto da Seção 12.7 Nessa seção, apresentaremos também uma etapa 
final, crucial: verificar a validade da expressão resultante no domínio do tempo. A necessidade 
de tal verificação não é exclusiva da transformada de Laplace; engenheiros conscienciosos e 
prudentes sempre testam qualquer solução calculada, para assegurar-se de que ela faz sentido 
em termos do comportamento conhecido do sistema. 

Simplificar a notação agora é vantajoso. Portanto, fazemos isso eliminando o t entre parên- 
teses nas expressões no domínio do tempo e o s entre parênteses nas expressões no domínio 
da frequência. Usamos letras minúsculas para todas as variáveis no domínio do tempo e letras 
maiúsculas para as variáveis correspondentes no domínio da frequência. Assim, 


Liv) =V ou v=LHV, 
rel dm is AI, 
HI =F ou f=245), 


e assim por diante. 


NOTA: avalie sua compreensão a respeito deste assunto tentando resolver o Problema 12.26, apresentado no final deste capítulo. 


12.7 Transformadas inversas 


A expressão para V(s) na Equação 12.40 é uma função racional de s; isto é, uma expressão 
que pode ser mostrada na forma de uma razão entre dois polinômios em s, de tal modo que 
nenhuma potência não inteira de s apareça nos polinômios. Na realidade, para circuitos linea- 
res, de parâmetros concentrados, cujos componentes têm valores constantes, as expressões no 
domínio de s para as tensões e correntes desconhecidas são sempre funções racionais de s. 
(Você pode verificar essa observação resolvendo os problemas 12.27-12.30.) Se pudermos exe- 
cutar transformadas inversas de funções racionais de s, poderemos calcular as expressões para 
o domínio do tempo das tensões e das correntes. A finalidade desta seção é apresentar uma 
técnica sistemática e direta para determinar a transformada inversa de uma função racional. 

De modo geral, precisamos determinar a transformada inversa de uma função cuja forma seja 


Ni) us” + anus! +..+as + ag 
D(s) bas E bas! + eco bs + bh 


F(s) = (12.42) 
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Os coeficientes a e b são constantes reais, e os exponentes m e n são inteiros positivos. A 
razão N(s)/D(s) é denominada uma função racional própria, se m > n, e uma função racional 
imprópria, se m = n. Somente uma função racional própria pode ser expandida como uma 
soma de frações parciais. Essa restrição não causa nenhum problema, como mostraremos no 
final desta seção. 


Expansão por frações parciais: funções racionais próprias 


Uma função racional própria é expandida em uma soma de frações parciais escrevendo- 
-se um termo ou uma série de termos para cada raiz de D(s). Assim, D(s) deverá ser fatorada 
antes de podermos realizar uma expansão por frações parciais. Cada raiz distinta de D(s) gera 
um único termo na soma de frações parciais. Cada raiz múltipla de D(s), de multiplicidade r, 
gera r termos na expansão. Por exemplo, na função racional 


s+6 
s(s + 3s + 1)?" 


o denominador tem quatro raízes. Duas delas são distintas — ou seja, em s=0 es =—3. Uma 


raiz múltipla, de multiplicidade 2, ocorre em s = —1. Assim, a expansão por frações parciais 
dessa função toma a forma 
s+6 = K, K, Ks Ky 


= + + Hr ; 12.43 
s(S+HI(SHIZ ss s+3 (s+HIZ s+1 


A técnica das frações parciais para determinar transformadas inversas baseia-se na asso- 
ciação de uma função f(f) a cada termo da soma de frações parciais. Pela Tabela 12.1, pode-se 


verificar que 
Ea s+6 h 
s(s + Is + 1)? 


= (Ky + Ke * + Kate” + Ke Du(t). (12.44) 


Agora só falta estabelecer uma técnica para determinar os coeficientes (K,, K,, K,,...) 
gerados por uma expansão por frações parciais. Esse problema pode assumir quatro formas 
gerais. Especificamente, as raízes de D(s) são (1) reais e distintas; (2) complexas e distintas; (3) 
reais e repetidas ou (4) complexas e repetidas. Antes de examinarmos cada situação, há alguns 
comentários gerais a fazer. 

Usamos o sinal de identidade = na Equação 12.43 para enfatizar que expandir uma fun- 
ção racional em uma soma de frações parciais estabelece uma identidade. Por isso, ambos os 
lados da equação devem ser o mesmo para todos os valores da variável s. Além disso, a relação 
de identidade deverá ser válida quando ambos os lados estiverem sujeitos à mesma operação 
matemática. Essas características são úteis para determinar os coeficientes, como veremos. 

Lembre-se de verificar se a função racional é própria. Isso é importante porque nada no pro- 
cedimento para determinar os vários K'ºs indicará resultados absurdos se a função racional for 
imprópria. Apresentamos um procedimento para verificar a validade dos K's, mas você poderá 
evitar um trabalho inútil habituando-se a questionar: “F(s) é uma função racional própria?” 


Expansão por frações parciais: raízes reais distintas de D(s) 


Em primeiro lugar, vamos analisar a determinação dos coeficientes, em uma expansão 
por frações parciais, quando todas as raízes de D(s) são reais e distintas. Para determinar o K 
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associado a um termo, que surge por causa de uma raiz simples de D(s), multiplicamos ambos 

os lados da identidade por um fator igual ao denominador do termo desejado. Então, avaliare- 

mos ambos os lados da identidade quando s for igual à raiz correspondente ao fator multipli- 

cador, sendo o lado direito o K desejado e o lado esquerdo seu valor numérico. Por exemplo, 
| 


- 96(s + 5(s + 12) —K K, K, 
2“ ÇAIÇ+IO ss s+8/s+6 


F(s) (12.45) 


Para determinar o valor de K,, multiplicamos ambos os lados por s e, então, avaliamos 
ambos os lados em s = O: 
96(s + 5)(s + 12) 
(s + 8)(s + 6) 


Kas 


K5s 
= Ki + En 
s=0 s+6 


s=0 s+8 


s=0 i 
ou 
96(5)(12) 
8(6) 
Para determinar o valor de K,, multiplicamos ambos os lados por s + 8 e, então, avaliamos 
ambos os lados em s = —8: 


= Ky = 120. (12.46) 


96(s + 5)(s + 12) Kils +8) Kas + 8) 
= +K +, 
s(s Ar 6) s=-8 s s=-8 (s + 6) s=-8 
ou 
96(—3)(4) 
— = K, = —. (12.47) 
(=8(-2) 
Então, K, é 
6(s + 5)(s + 12 
CO eme=m (12.48) 
s(s + 8) s=-6 
Pela Equação 12.45 e pelos valores obtidos para K, 
96(s + 5)(s + 12) 120 48 72 


s(s+8(s+6) ss e s+8' e, 

Neste ponto, é uma boa ideia testar o resultado para se proteger contra erros de cálculo. 

Como já mencionamos, uma expansão por frações parciais cria uma identidade; assim, ambos 

os lados da Equação 12.49 devem ter o mesmo valor para todos os valores de s. A escolha de 

valores de teste é completamente livre; daí, escolhemos valores fáceis de verificar. Por exem- 

plo, na Equação 12.49, os valores —S e —12 são interessantes porque anulam o lado esquerdo 
da equação. Para —5, temos 


E asd = 24 +48 —-24 = 0 

Ss 1 30 | ne 
e para —12, temos 

DO 48 ND. megane 

2º 6 40 o 


Agora, confiantes de que os valores numéricos das constantes estejam corretos, prossegui- 
mos na determinação da transformada inversa: 
4 ) D6(8 + 5)(s + 12) 
s(s + 8)(s + 6) 


= (120 + 480 * — 72 “u(t). (12.50) 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber calcular a transformada inversa de Laplace usando a expansão por frações parciais e a tabela de transfor- 
madas de Laplace. 


6s2 + 265 + 26 
(5 ar bio ar sr 3) 


Resposta: f(1) = (30! +2e 2! + e3Nu(t). 


12.3 Determine f(t) se F(s) = 


7s2 + 63s + 134 
(6) (RR) (E 


Resposta: f(1) = (4! + 6e — 3 SDu(1). 


12.4 Determine f(t) se F(s) = 


NOTA: tente resolver também os problemas 12.40(a) e (b), apresentados no final deste capítulo. 


Expansão por frações parciais: raízes complexas distintas de D(s) 


A única diferença entre determinar os coeficientes associados a raízes complexas distintas 
e determinar os associados a raízes reais distintas é que, para os primeiros, a álgebra envolve 
números complexos. Ilustramos o método expandindo a função racional: 


100(s + 3) 


(s + 6)(s2 + 65 + 25). Na 


F(s) = 


Começamos observando que F(s) é uma função racional própria. Em seguida, devemos 
determinar as raízes do termo quadrático s? + 6s +25: 


s2+68+25=(s+3—j4)(s +3 +j4). (12.52) 


Com o denominador na forma fatorada, prosseguimos como antes: 


100(s + 3) K, K, K; 
5 E + E is (12.53) 
t+ 6 +25) sTO s+rI-M s+I+já 
Para determinar K,, K, e K,, usamos o mesmo processo de antes: 
100(s + 3 100(—3 
e CS DD (12.54) 
sº + 6s + 25|s=-6 25 
ko = 1006 +3) = 100(j4) 
É (+ +3 HIM (3 +IDCG8) 
= 6 — j8 = 1005313" (12.55) 
kK = 100(s + 3) 100(+j4) 
PC (+ +3 Ds BIN) 


= 6 +j8 = 10e 1513" (12.56) 
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Então 


100(s + 3) 12º 10/-5313º  10/53,13º 
2 - Ea e e (12.57) 
(s +66 +68 +25) s+TO s+I-j4 s+3+J4 


Mais uma vez, precisamos fazer algumas observações. Em primeiro lugar, em circuitos 
fisicamente realizáveis, raízes complexas sempre aparecem em pares conjugados. Em segundo 
lugar, os coeficientes associados a esses pares também são conjugados. Observe, por exemplo, 
que K, (Equação 12.56) é o conjugado de K, (Equação 12.55). Assim, para raízes complexas 
conjugadas, na verdade só é preciso calcular metade dos coeficientes. 

Antes de executarmos a transformação inversa da Equação 12.57 verificamos numerica- 
mente a expansão por frações parciais. Testar para —3 é interessante porque este valor reduz 
a zero o lado esquerdo: 


—12 a 10 /—53,13º ay /53,13º 


F 
(9) = =i4 já 


=-4+2,5/36,87º +2,5/-36,87º 


=4+20+j15+20-j15=0. 


Agora, prosseguimos com a transformação inversa da Equação 12.57: 


ga f n o s! = ( 120% + 10018313 3-4 
s s ç 


+ 10e 13 CH u(r). (12.58) 


De modo geral, não é desejável que a função no domínio do tempo contenha componen- 
tes imaginários. Felizmente, como os termos que envolvem componentes imaginários sempre 
aparecem em pares conjugados, podemos eliminá-los simplesmente somando os pares: 


1085313" CA + 10 15313 HIM 
— 10e e (453,13) + ga aTa 
= 20e* cos(4t — 53,137), (12.59) 


o que nos habilita a simplificar a Equação 12.58: 
qa 100(s + 3) 
(s + 6)(s? + 65 + 25) 


= [—12e*! + 20e* cos(4t — 53,13)Ju(t). (12.60) 


Como raízes complexas distintas aparecem frequentemente na análise de circuitos linca- 
res de parâmetros concentrados, precisamos resumir esses resultados com um novo par de 
transformadas. Sempre que D(s) contiver raízes complexas distintas — isto é, fatores da forma 
(s+Hta—jB)(s+a+jB) — um par de termos da forma 


K 4 K* 
s+ta-gsB s+ta+j;B 


(12.61) 
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aparece na expansão por frações parciais, onde o coeficiente da fração parcial é, de modo geral, 
um número complexo. Na forma polar, 


K =|kleº = |kl/0º, (12.62) 
onde |K] denota o módulo do coeficiente complexo. Então 
K* = |K|e?º = |K|/>0º. (12.63) 


A transformada inversa dos pares de conjugados complexos da Equação 12.61 é sempre 


Ri Ko, K 
sta-jB s+ta+jB 


=2|Kl|e“cos(Bt + 6). (12.64) 


Ao aplicar a Equação 12.64, é importante observar que K é definido como o coeficiente 
associado ao denominador s + a — jB e que K* é definido como o coeficiente associado ao 
denominador s + a + jp. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber calcular a transformada inversa de Laplace usando a expansão por frações parciais e a tabela de transfor- 
madas de Laplace. 


10(s2 + 119) 


12.5 Determine f(t) se F(s) = (E + SST + 10s + 169)' 


Resposta: f(1) = (10€*' — 8,33e% sen120)u(1). 


NOTA: tente resolver também os problemas 12.41(c) e (a), apresentados no final deste capítulo. 


Expansão por frações parciais: raízes reais repetidas de D(s) 


Para determinar os coeficientes associados aos termos gerados por uma raiz múltipla de 
multiplicidade r, multiplicamos ambos os lados da identidade pela raiz múltipla elevada à sua 
potência de ordem r. Determinamos K, que aparece acima do fator elevado à potência r, ava- 
liando ambos os lados da identidade na raiz múltipla. Para determinar os (r — 1) coeficientes 
restantes, diferenciamos ambos os lados da identidade (r — 1) vezes. Ao final de cada diferen- 
ciação, avaliamos ambos os lados da identidade na raiz múltipla. O lado direito é sempre o K 
desejado, e o lado esquerdo é sempre seu valor numérico. Por exemplo, 


100(s + 25) o K K, Ks K, 


+ + ; 12.65 
s(s + 5) s (S+SP (S+HSP s+5 ( ) 

Determinamos K, como já descrevemos antes; isto é, 
100(s + 25) n 100(25) Si (12.66) 


(s+ 5 Is=o 125 


Para determinar K,, multiplicamos ambos os lados por (s + 5)?, e então avaliamos ambos 
os lados em —S: 
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100(s + 25) Ki(s + 52 
Do = DEDO + Ko +Ks+ Ss 
Ss s=—5 s s=—5 
+ Kds + 5) : (12.67) 
s=—5 
100(20) 
= K, = —400. (12.68) 


Para determinar K, temos de multiplicar, em primeiro lugar, ambos os lados da Equação 
12.65 por (s + 5)º. Em seguida, diferenciamos ambos os lados uma vez em relação a s e, então, 


avaliamos em s=—S5. 
d | 100(s + 25) a| K(s+5) 
ds s a do s g==5 


d 
E as LR2ls=-s 


+ SUKAS + Sos 


d 
+ lKU(s + Sr li==as (12.69) 


s—(s +25) 
100 5 = K; = —100. (12.70) 
s s=5 
Para determinar K, multiplicamos, em primeiro lugar, ambos os lados da Equação 12.65 
por (s + 5). Em seguida, diferenciamos ambos os lados duas vezes em relação a s e, então, 
avaliamos ambos os lados em s = —5. Após simplificarmos a derivada de primeira ordem, a de 
segunda ordem torna-se 


m4[.5] -pt|C+PE-S) 
ds 2 los ds s2 s=—5 


d d 
HO + Ka) -—s+ KAS + 5] -—s, 


ou 
—40=2K, (12.71) 
Resolvendo a Equação 12.71, obtemos 


K,=—20. (12.72) 
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Então 


100(s +25) 20 400 100 20 
2 — : ; (12.73) 
se 5) S t+ (FS st 


Neste ponto, podemos verificar nossa expansão, testando ambos os lados da Equação 
12.73 em s = —25. Observe que ambos os lados da Equação 12.73 são iguais a zero quando s 
= —25, e isso nos dá confiança na correção da expansão por frações parciais. A transformada 
inversa da Equação 12.73 resulta em 


aa 100(s + o) 
s(s + 5) 


= [20 — 200e* — 100% — 20€*u(t). (12.74) 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber calcular a transformada inversa de Laplace usando a expansão por frações parciais e a tabela de transfor- 
madas de Laplace. 


DES A) 


12.6 Determi t) se F(s) = 
etermine f(t) se F(s) a E 


Resposta: f(t) = (1 +2te* +3e Du(t). 


NOTA: tente resolver também os problemas 12.41(a) e (b), apresentados no final deste capítulo. 


Expansão por frações parciais: raízes complexas repetidas de D(s) 


Tratamos raízes complexas repetidas do mesmo modo que as raízes reais repetidas; a única 
diferença é que a álgebra envolve números complexos. Lembre-se de que raízes complexas 
sempre aparecem em pares conjugados e de que os coeficientes associados ao par conjugado 
também são conjugados. Portanto, somente metade deles precisa ser avaliada. Por exemplo, 


768 


F() =5————: 12.75 
(9) (1 gs das dao, 
Após fatorar o polinômio do denominador, escrevemos 
768 
F(s) = Erê E 
(s+3-;9(s+3 +;4) 
Ki K, 
= o + - 
(s+3 — j4) s+3 —j4 
Ki Ko, (12.76) 


(s+3+j4P s+3+j4 


Precisamos agora avaliar somente K, e K,, porque Kj e K3 são valores conjugados. O 
valor de K, é 
768 768 


=—— DE = = 2. iPad 
(s +3 +47 |s=sma (58? a 


K, 
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O valor de K, é 


d 768 
K, = RO 
ds | (s +3 + 4) ]s=-3+;4 


o U7168) 
(s+3 + j4y s=3+j4 
2768) 
(18) 
= 3=3/-90º. (12.78) 
Pelas equações 12.77 e 12.78, 
Kj = —2, (12.79) 
K,=j3=3/90º. (12.80) 


Agrupamos agora a expansão por frações parciais por termos conjugados para obter 


E “2 “2 
id E F3 jp (43 | 


3 /—90º 3 /90º 
+ a — |). (12.81) 
s+3-j4 s+3+j4 
Escrevemos, então, a transformada inversa de F(s): 
ft) = [-24te*' cos 4t + 63! cos(4t — 909 u(t). (12.82) 


Observe que, se F(s) tiver uma raiz real a de multiplicidade r em seu denominador, o 
termo correspondente na expansão por frações parciais é da forma 


pad 
(s + a , 
A transformada inversa desse termo é 
o K KtTte! 
E e n 5) e u(t). (12.83) 


Se F(s) tiver uma raiz complexa de a + jB de multiplicidade r em seu denominador, o 
termo correspondente na expansão por frações parciais é o par conjugado 


K n É dg 
(sta-jB” (sta+jpr 


A transformada inversa desse par é 


— K KR NE sam , 
e e Fai Ea => E so Ci o| (1). (12.84) 
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As equações 12.83 e 12.84 são as que nos possibilitam obter, por inspeção, a transformada 
inversa de qualquer expansão por frações parciais. Uma observação adicional sobre essas duas 
equações: na maioria dos problemas de análise de circuitos, raramente r é maior do que 2. 
Assim, a transformada inversa de uma função racional pode ser tratada com quatro pares de 
transformadas. A Tabela 12.3 apresenta uma lista desses pares. 


Tabela 12.3 Quatro pares de transformadas úteis. 


Número Natureza das raízes 
do par 
1 Reais e distintas K Ke “u(t) 
sta 
2 Reais e repetidas K Kte “u(t) 
(s+a? 
3 Complexas e distintas K K* 2|K| e cos (Bt+ 0)u(t) 


+ 
sta-jBb s+a+jB 
4 Complexas e repetidas K E K* 2t |K| e! cos (Bt + o)u(t) 
(s+a-jBY (s+a+jp) 
NOTA: nos pares 1 e 2, K é uma quantidade real, ao passo que, nos pares 3 e 4, K é a quantidade com- 
plexa|K | /0. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber calcular a transformada inversa de Laplace usando a expansão por frações parciais e a tabela de transfor- 
madas de Laplace. 


40 


12.7 Determine ft) se F(s) = EEE 
s Ss 


Resposta: f(t) = (—20te *' cos t + 20€"* sen t)u(1). 


NOTA: tente resolver também o Problema 12.43(b), apresentado no final deste capítulo. 


Expansão por frações parciais: funções racionais impróprias 


Concluiremos a discussão da expansão por frações parciais voltando a uma observação 
feita no início desta seção, ou seja, que as funções racionais impróprias não constituem um 
problema sério para determinar transformadas inversas. Uma função racional imprópria pode 
sempre ser expressa como um polinômio somado a uma função racional própria. Calculamos, 
então, a transformada inversa do polinômio, por meio da função impulso e suas derivadas. A 
transformada inversa da função racional própria é calculada pelas técnicas esboçadas nesta 
seção. Para ilustrar o procedimento, usamos a função 


82 + 139º + 6682 + 2005 + 300 
s2 + 9s +20 


F(s) (12.85) 
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Dividindo o numerador pelo denominador até que o resto seja uma função racional pró- 
pria, obtemos 
30s + 100 


F()=8 +45 +10+5——, 
s2 + 9s + 20 


(12.86) 


em que o termo (30s + 100)/(s? + 9s + 20) é o resto. 


Em seguida, expandimos a função racional própria em uma soma de frações parciais: 


30s + 100 305 +100 -20 50 


+ a 12.87 
2 +98+20 (S+H4(S+H5) s+4 s+5 ( ) 
Substituindo a Equação 12.87 na Equação 12.86, obtemos 
20 50 
-J . 12.88 
Ro) Pedra ta (12.88) 


Agora podemos obter a transformada inversa da Equação 12.88 por inspeção. Daí 


fy)= “a + so + 106(t) — (20e* — 50 Su(t). (12.89) 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber calcular a transformada inversa de Laplace usando a expansão por frações parciais e a tabela de transfor- 
madas de Laplace. 


(5s2 + 295 + 32) 
(s+2(s+4) é 


12.8 Determine f(t) se F(s) = 


Resposta: f(1) = 59(t) — (302! — 2e*Yu(t). 


12.9 Desermine (4) de FG) (28º + 882 +25 — 4) 
9 Determine f(t) se F(s) = 
(s2 +5s +4) 


o 


Resposta: f(t) = 2—— — 28(t) + 4e“u(t). 


NOTA: tente resolver também o a 12.43(c), apresentado no final deste capítulo. 


12.8 Polos e zeros de F(s) 


A função racional da Equação 12.42 também pode ser expressa como a razão entre dois 
polinômios fatorados. Em outras palavras, podemos escrever F(s) como 


K(s + zy)(s + zo): (s + zu) 
(s + pis + po): (s + pm)” 
em que K é a constante a,/b,.. Por exemplo, também podemos escrever a função 


F(s) = (12.90) 


8s? + 120s + 400 
2s* + 205? + 7082 + 100s + 48 


F(s) = 
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como 
8(s? + 15s + 50) 4(s + 5)(s + 10) 
O Da i a = - (12.91) 
2(s* + 105º + 358º + 50s +24) (ss +I)(s + Zs + 3)s + 4) 
As raízes do polinômio do denominador, isto é, —p,,—P5, Ps, - + —P,p São denominadas 


os polos de F(s); elas são os valores de s nos quais F(s) torna-se infinitamente grande. Na fun- 
ção descrita pela Equação 12.91, os polos de F(s) são —1,—2, -3 e —4. 


As raízes do polinômio do numerador, isto é, —z,, —Z,, —Zs, .. .,—Z, São denominadas os 
zeros de F(s); clas são os valores de s nos quais F(s) torna-se zero. Na função descrita pela 
Equação 12.91, os zeros de F(s) são —S e —10. 

No que vem a seguir, você, com certeza, concordará que é útil visualizar os polos e zeros de 
F(s) como pontos sobre um plano complexo s. Um plano complexo é necessário porque as raí- 
zes dos polinômios podem ser complexas. No plano complexo s, usamos o eixo horizontal para 
representar os valores reais de s e o eixo vertical para representar os valores imaginários de s. 


Como exemplo de representação gráfica de polos e zeros, considere a função 


Os +5)s +3 = j4)ls +3 + j4) 
s(s + 10)X(s + 6 — j8Xs + 6 +78) 


F(s) (12.92) 


Os polos de F(s) estão em 0,—10, —6 +j8 e —6 — j8. Os zeros 
estão em —5, 3 +j4e —3 — ;4.A Figura 12.17 mostra os polos 
e zeros representados no plano s, onde X representa polos e O 
dá Plano s representa zeros. 


Figura 12.17 Representação gráfica de polos e zeros 
no plano s. 


6+j8 
Observe que os polos e zeros para a Equação 12.90 são loca- 


lizados no planos finito. F(s) também pode ter um polo de ordem 
nm r ou um zero de ordem r no infinito. Por exemplo, a função des- 
ENPESEMaNNE RR DEPARA crita pela Equação 12.91 tem um polo de segunda ordem no infi- 
—10 5 | nito porque, para grandes valores de s, a função reduz-se a 4/s? 

e F(s) = O quando s = oo. Neste livro, estamos interessados nos 

o polos e zeros finitos. Por conseguinte, quando nos referirmos aos 


polos e zeros de uma função racional de s, estamos nos referindo 


aos polos e zeros finitos. 


12.9 Teoremas do valor inicial e do valor final 


Os teoremas do valor inicial e do valor final são úteis porque nos possibilitam determinar, 
a partir de F(s), o comportamento de f(t) em O e oo. Daí, podemos calcular os valores inicial 
e final de f(t) para verificar se estão de acordo com o comportamento conhecido do circuito, 
antes mesmo de determinar a transformada inversa de F(s). 


O teorema do valor inicial afirma que 


Teorema do D im, f(t) = dim sF(s), (12.93) 
valor inicial 


e o teorema do valor final afirma que 


Teorema do > fim f(1) = lim sF'(s). (12.94) 
valor final 
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O teorema do valor inicial baseia-se na premissa de que f(t) não contém nenhuma função 
impulso. Na Equação 12.94, temos de acrescentar a restrição de que o teorema só será válido 
se os polos de F(s), exceto um polo de primeira ordem na origem, estiverem localizados na 
metade esquerda do plano s. 

Para provar a Equação 12.93, começamos com a transformada operacional da derivada 
de primeira ordem: 


af 2 [Ea 
a (Eh =sF(s) — f(0) = / Are dt. (12.95) 
Agora, tomamos o limite quando s > oo 
: ca : CR so 
lim [sF(s) — f(09] = lim e “dt. (12.96) 
$— 00 s=>00 Jo 


Observe que o lado direito da Equação 12.96 pode ser escrito como 


0” [00] 
; df df ) 
I eat + et dt |. 
im( dré /, dr é 


Quando s > 9, (df/dt)e *! — 0; daí, a segunda integral anula-se no limite. A primeira integral 
reduz-se a f(0º) — (0), que é independente de s. Assim, o lado direito da Equação 12.96 torna-se 


Jim l Lea dt = (0) — f(0). (12.97) 
Como f(0”) é independente de s,o lado esquerdo da Equação 12.96 pode ser escrito 
lim [SF(5) — (09) = Jim [sF(s)] — f(09. (12.98) 
Pelas equações 12.97 e 12.98, 
tim sF(s) = (0%) = lim f(0), 
o que conclui a prova do teorema do valor inicial. 


A prova do teorema do valor final também começa com a Equação 12.95. Agora, toma- 
mos o limite quando s — O: 


ed 
lim[sF(s) — f(09] = tm( / da a) (12.99) 


Como a integração é em relação a t e a operação de limite é em relação a s,o lado direito 
da Equação 12.99 reduz-se a 


a Cd 
li re“ dt) = —— dt. 12.100 
ill qera)= [a E 
Como o limite superior da integral é infinito, ela também pode ser escrita na forma de 

um limite: 
“df “df 
— dt = hi —d 

/ ER im [5 », (12.101) 


em que usamos y como o símbolo de integração para evitar confusão com o limite superior da 
integral. Calculando a integral, teremos 


lim (9) — f(09] = lim [FCO] — (09. (12.102) 
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Substituindo a Equação 12.102 na Equação 12.99, obtemos 
lim[sF(5)] — (0) = lim [f(0] — (09. (12.103) 
Como f(0”) se cancela, a Equação 12.103 reduz-se ao teorema do valor final, ou seja, 
lim sF(s) = dim f(1). 


O teorema do valor final é útil somente se f(o0) existir. Essa condição só será válida, 
se todos os polos de F(s), exceto um polo simples na origem, estiverem dentro da metade 
esquerda do plano s. 


A aplicação dos teoremas do valor inicial e do valor final 


Para ilustrar a aplicação dos teoremas do valor inicial e do valor final, nós os aplicamos a 
uma função que utilizamos anteriormente para mostrar a expansão por frações parciais. Exa- 
mine o par de transformadas dado pela Equação 12.60. Pelo teorema do valor inicial, temos 

100s7[1 + (3/5)] 
Pa 1 + 6/9] + (6/5) + CS) l 


lim sF(s) = 


lim, *() = [=12 +20 cos(=53,13)](1) = =12 41250, 
t> 


Pelo teorema do valor final, temos 
100s(s + 3) 
So (s + 6)(s? + 65 + 25) 


lim à sF(s) = 


lim f(t) = lim [—12e* + 20e cos(4t — 53,13) Ju(t) = 0. 
t>00 t—> 00 


Quando aplicamos os teoremas à Equação 12.60, já tínhamos a expressão no domínio do 
tempo e estávamos apenas testando nosso entendimento. Mas o real valor dos teoremas do valor 
inicial e do valor final está na capacidade de testar as expressões no domínio da frequência antes de 
resolver a transformada inversa. Por exemplo, considere a expressão para V(s) dada pela Equação 
12.40. Embora não possamos calcular v(t) até que os parâmetros do circuito sejam especificados, 
podemos verificar se V(s) fornece os valores corretos de v(0*) e v(o0). Sabemos, pelo enunciado 
do problema, que v(0?) é igual a zero. Também sabemos que v(co) deve ser nulo, pois o indutor 
ideal é um curto-circuito perfeito nos terminais da fonte de corrente cc. Por fim, sabemos que os 
polos de V(s) devem estar localizados na metade esquerda do plano s porque R, L e C são cons- 
tantes positivas. Daí, os polos de sV(s) também encontrarem-se na metade esquerda do plano s. 

Aplicando o teorema do valor inicial, obtemos 


S(cc /C) 


O Ros TOO 


Aplicando o teorema do valor final, obtemos 


Sec /C) 


INS) = MZ G/RO) + G/LO À 


A expressão calculada para V(s) fornece corretamente os valores inicial e final de v(t). 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Entender e saber como usar o teorema do valor inicial e o teorema do valor final. 


1210 Use os teoremas do valor inicial e do valor final para determinar os valores inicial e final de f(t) nos 
Problemas para avaliação 12.4, 12.6 e 12.7, 
Resposta: 7, 0;4,1 e 0,0. 


NOTA: tente resolver também o Problema 12.50, apresentado no final deste capítulo. 


Perspectiva prática a x 
Figura 12.18 Um circuito RLC em série com fonte 
senoidal de 60 Hz. 


Efeitos transitórios 
RR ; Ro SEER ú Z 10mH 100 uF 
O circuito apresentado na Perspectiva prática, no início do capítulo, é re- POA 
produzido na Figura 12.18, com a chave fechada e a fonte senoidal escolhida. b, 
Usamos os métodos de Laplace para determinar a resposta completa cos om VC) 150 
da corrente do indutor, i,(t). Para começar, use LTK para somar as quedas de 
tensão no circuito, no sentido horário: 
. dir(t) 1 a 
15ir(t) + 0,01 = ar MEanTo! ir(x)dx = cosl20mt (12.104) 
Agora, tomamos a transformada de Laplace da Equação 12.104, usando as tabelas 12.1 e 12.2: 
Tr(s) s 
151,(s) + 0,01s7;(s) + 10º = 12.105 
1(s) s 1(s) s RE E (1207) ( ) 
Em seguida, reorganizamos os termos da Equação 12.105 para obter uma expressão para /,(s): 
100s? 
(12.106) 


tils) = [52 + 1.5005 + 10º][52 + (1207) | 


Note-se que a expressão para | (s) tem dois pares de polos conjugados complexos, por isso a expansão por frações parciais 
de 1 (s) terá quatro termos: 


K, Ki K, K 


Eure Ee E 12.107 
(8) (s + 750 — [661,44) (s + 750 +;661,44) (s—j1207) (s + 71207) ) 
Determinemos os valores de K, e K;: 
B) 
= 1 = 0,073572-97,89º 
Ê + 750s + j661,44][s? JF (1207)? s=-150+661,44 
(12.108) 


1005? 
[s? + 1.500s + 10º|[s + ;1207] 


= 0,018345 256,61º 
s=/1207 


Por fim, podemos usar a Tabela 12.3 para calcular a transformada inversa de Laplace da Equação 12.107 e determinar i, (1): 


ir(t) = 147,14e 7“ cos(661,44t — 97,89º) + 36,69 cos(1207t + 56,61º) mA (12.109) 
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O primeiro termo da Equação 12.109 é a resposta transitória, que cai a praticamente zero em cerca de 7 ms. O segundo 
termo da Equação 12.109 é a resposta de regime permanente, que tem a mesma frequência que a fonte senoidal de 60 Hz e 
persistirá enquanto essa fonte estiver ligada ao circuito. Note-se que a amplitude da resposta de regime permanente é de 36,69 
mA, que é menor do que o valor de corrente de 40 mA do indutor. Mas a resposta transitória tem amplitude inicial de 147,14 
mA, bem maior do que o valor de corrente de 40 mA. Calcule o valor da corrente do indutor em t= O: 


ir(0) = 14714(1)cos(=9789º) + 36,69 cos(56,61º) =—6,21 LA 


Claramente, a parte transitória da resposta não faz a corrente no indutor exceder inicialmente seu valor nominal. Mas 
precisamos de um gráfico da resposta completa para determinar se o valor da corrente é ou não ultrapassado, como mostrado 
na Figura 12.19. O gráfico sugere que verifiguemos o valor da corrente do indutor em 1 ms: 


i,(0,001) = 1471425 cos (—59,82º) + 36,69 cos (78,21º) = 42,6 mA 


Assim, o valor da corrente é excedido no indutor, ao menos momentaneamente. Se determinarmos que não desejamos exceder 
o valor da corrente, deveremos reduzir a magnitude da fonte senoidal. Este exemplo ilustra a importância de se examinar a resposta 
completa de um circuito para uma entrada senoidal, ainda que estejamos satisfeitos com a resposta em regime permanente. 


Figura 12.19 Gráfico da corrente do indutor no circuito na Figura 12.18. 


i(0)(mA) 50 
40 
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NOTA: avalie sua compreensão da Perspectiva Prática tentando resolver os problemas 12.55 e 12.56, apresentados no final do capítulo. 


Resumo 

e A transformada de Laplace é uma ferramenta e A função degrau, Ku(t), descreve uma função 
para converter equações no domínio do tempo que passa por uma descontinuidade de um nível 
em equações no domínio da frequência, de constante para outro em t=0. K é a amplitude do 
acordo com a seguinte definição geral: degrau; se K= 1, Ku(t) é a função degrau unitá- 


rio. (Seção 12.2.) 


= mst = 
HI ( A Pesdi= MS): * A função impulso K9(1) é definida por 


oo 


em que f(t) é a expressão no domínio do tempo Kad! = K, 
e F(s) é a expressão no domínio da frequência. —o0 
(Seção 21.1.) 1) =0, 10. 


K é a intensidade do impulso; se K=1, Kó(t) é a 
função impulso unitário. (Seção 12.3.) 


e Uma transformada funcional é a transformada 
de Laplace de uma função específica. Pares de 
transformadas funcionais importantes estão 
resumidos na Tabela 12.1. (Seção 12.4.) 


e Transformadas operacionais definem as pro- 
priedades matemáticas gerais da transformada 
de Laplace. Pares de transformadas operacio- 
nais importantes estão resumidos na Tabela 
12.2. (Seção 12.5.) 


e Em circuitos lineares de parâmetros concen- 
trados, F(s) é uma função racional de s. (Seção 
12.7) 


e Se F(s) for uma função racional própria, a trans- 
formada inversa será determinada por uma 
expansão por frações parciais. (Seção 12.7.) 

e Se F(s) for uma função racional imprópria, 
sua transformada inversa poderá ser determi- 
nada expressando-a antes como uma soma de 
um polinômio e uma função racional própria. 
(Seção 12.7) 


Problemas 


Seção 12.2 
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F(s) pode ser expressa como a razão entre dois 
polinômios fatorados. As raízes do denomina- 
dor são denominadas polos e representadas 
por X no gráfico do plano complexo s. As raízes 
do numerador são denominadas zeros e repre- 
sentadas por O no gráfico do plano complexo s. 
(Seção 12.8.) 


O teorema do valor inicial estabelece que 
lim f(t) = lim sF(s). 
t50* s>00 


O teorema só será válido se f(1) não contiver 
nenhuma função impulso. (Seção 12.9.) 


O teorema do valor final estabelece que 
lim f(t) = lim, sF(s). 
t> 00 s> 


O teorema só será válido se os polos de F(s), 
exceto um polo de primeira ordem na origem, 
estiverem na metade esquerda do plano ss. 
(Seção 12.9.) 


Os teoremas do valor inicial e do valor final per- 
mitem prever os valores inicial e final de f(t) a 
partir da expressão no domínio da frequência. 
(Seção 12.9.) 


12.1 Funções degrau podem ser usadas para definir 
uma função janela. Assim, u(t+ 2) — u(t— 3) 
define uma janela de 1 unidade de altura e 
5 unidades de largura, localizada no eixo do 
tempo entre 2 e 3. 


Uma função f(t) é definida da seguinte forma: 


f(t) =0, ao 
= 5t, O =t =10s 
= —St + 100, 10s =t =30s 
= —50, 30s =t =40s; 
= 2,5t — 150 40s =t =60s 
= 0, 60s =t < oo. 


a) Desenhe o gráfico de f(t), no intervalo O 
<t=60s. 


b) Use o conceito da função janela para 
escrever uma expressão para f(t). 


12.2 Desenhe um gráfico de f(t) para = —3s = 


t = 18s, quando f(t) for dada pela seguinte 
expressão: 
ft) = (—10t — 30)u(t + 3) + 10tu(t) 
+ (104 — 30)u(t — 3) 
+ (90— 108u(t— 9) + (150 — 100u(t — 15) 
+ (104 — 180)u(t — 18) 


12.3 Use funções degrau para escrever a expres- 


são para cada uma das funções mostradas na 
Figura P12.3. 
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Figura P12.3 
fo 


12.4 Use funções degrau para escrever a expres- 
são para cada uma das funções mostradas na 
Figura P12.4. 


Seção 12.3 
12.5 Explique por que a seguinte função gera uma 
função impulso quando e > O: 
e/m 


er? 


ft) = 


=B0 Sf = O, 


12.6 a) Calcule a área sob a função da Figura 
12.12(a). 
b) Qual é a duração da função quando e = 0? 
c) Qual é o valor de f(0) quando e = 02 
12.7 Os pulsos triangulares mostrados na Figura 
P12.7 são equivalentes aos pulsos retangu- 


lares da Figura 12.12(b), pois ambos abran- 
gem a mesma área (1/€) e tendem ao infinito, 


Figura P12.4 


proporcionalmente a 1/e?, à medida que e — 
0. Usando essa representação de pulso trian- 
gular para 6'(t), determine a transformada de 
Laplace de ô"(1). 


Figura P12.7 


12.8 Calcule as seguintes integrais: 


É] 
a) I= / (té + 2)[ô(t) + 86(t — Dldt. 


2 
b) 7 = friso + (t+ 1,5) + o(t — 3) dt. 


12.9 Na Seção 12.3, usamos a propriedade de fil- 
tragem da função impulso para mostrar que 
SHtó(t))] = 1. Mostre que podemos obter o 
mesmo resultado determinando a transfor- 
mada de Laplace do pulso retangular que 
existe entre + e na Figura 12.9 e, então, deter- 
minando o limite dessa transformada quando 
e >). 


12.10 Determine f(t) se 


Seções 12.4-12.5 
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Ff(t) = =! F(w)e'º do, 


4 +) 
DE môto), 
q 


9+j 


F(w) = 


12.11 Mostre que 
LL) =”. 
12.12 a) Mostre que 


[rosa = aja = (0 


(Sugestão: integre por partes.) 
b) Use a fórmula em (a) para mostrar que 


e =s. 


12.13 Determine a transformada de Laplace de cada 

uma das seguintes funções: 

a) Ao) = 206 0% 1Du(y — 10). 

b) ft) = (5t+ 20)[u(t+ 4) — u(t+ 2)] 

—St[u(t+ 2) — u(t— 2)] 
+ (5t— 20)[u(t — 2) — u(t — 4)). 
12.14 a) Determine a transformada de Laplace da 
função ilustrada na Figura P12.14. 


b) Determine a transformada de Laplace da 
derivada de primeira ordem da função 
ilustrada na Figura P12.14. 

c) Determine a transformada de Laplace 
da derivada de segunda ordem da função 
ilustrada na Figura P12.14. 


Figura P12.14 
AU) 


12.15 Mostre que 
Pe“ =F(s+a). 


12.16 Mostre que 
1 s 


12.17 a) Determine a transformada de Laplace de 
tea, 

b) Use a transformada operacional, dada 

pela Equação 12.23, para determinar a 


d —at 
transformada de Laplace de Er (te "9. 


c) Verifique o resultado obtido na parte (b), 
primeiro diferenciando e, então, transfor- 
mando a expressão resultante. 


t 
12.18 a) Determine £ / e“ dx k 


0— 
b) Verifique o resultado de (a) primeiro 
integrando e, então, transformando. 
12.19 a) Determine a transformada de Laplace de 


t 
fra 
E 


primeiro integrando e, então, transformando. 


b) Verifique o resultado obtido em (a) 
usando a transformada operacional dada 
pela Equação 12.33. 
12.20 Determine a transformada de Laplace de cada 
uma das seguintes funções: 


516 Circuitos elétricos 


12.21 


12.22 


12.23 


a) ft) = tem, 

b) ft) = sen wt; 

c) f(t) = sen (wt + 0); 

D HO=0 

e) f(t) = cosh(t+ 0). 

(Sugestão: veja o Problema para Avaliação 
12.1.) 

a) Dado que F(s) = S(f(t)|, mostre que 


2 puro. 
ds 
b) Mostre que 


d"F(s) 
Dr = SET) 


c) Use o resultado de (b) para determinar 
SL, Pftsen Bt) e Pfte” cosh fl. 


d 

a) Determine “£ [Esenar | 
: d 

b) Determine Y£ ae wt p. 


dê 
c) Determine £ [tuto ; 


d) Verifique os resultados das partes (a), 
(b) e (c), primeiro diferenciando e, então, 
transformando. 

Determine a transformada de Laplace 

(quando e — 0) da derivada da função expo- 

nencial ilustrada na Figura 12.8, usando cada 

um dos dois métodos a seguir: 


Seção 12.6 


12.26 


12.27 


No circuito mostrado na Figura 12.16, a fonte 
de corrente cc é substituída por uma fonte 
senoidal que fornece uma corrente de 5 cos 
20t A. Os componentes do circuito são R = 
125 0,C=50mFe L=200 mH. Determine 
a expressão numérica para V(s). 

Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
cuito mostrado na Figura P12.27, no momento 
em que a chave é aberta. 


a) Deduza a equação íntegro-diferencial que 
governa o comportamento da tensão v,. 


b) Mostre que 


a) Primeiro, diferencie a função e, então, deter- 
mine a transformada da função resultante. 


b) Use a transformada operacional dada 
pela Equação 12.23. 


12.24 Determine a transformada de Laplace para 


(a) e (b). 


a) f(t) = Ses cos wi). 


b) f(t) = per senwx dx. 


c) Verifique os resultados obtidos em (a) 
e (b), primeiro executando a operação 
matemática indicada e, então, determi- 
nando a transformada de Laplace. 


12.25 a) Mostre que, se F(s) = Hf(t)) e ((t)/t) 


possuir transformada de Laplace, então 


f rasa = o 


(Sugestão: use a equação que define a 
transformada de Laplace para escrever 


fraoa= [ (roer) au 


e, então, inverta a ordem de integração.) 


b) Comece com o resultado obtido no Pro- 
blema 12.21(c) para Lftsen Bt) e use a 
transformada operacional dada em (a) deste 


problema para determinar L (sen Bt). 


no 


Lc je 
s2 + (1/RO)s + (1/LC) 


Mostre que 


Vols) = 


c 


sn 


SI 
s2 + (1/RC)s + (1/LC) 


Ts) = 


Figura P12.27 


t=04 ; I 
150) votcL R ==" €C 


12.28 A chave no circuito da Figura P12.28 esteve 
na posição a por um longo tempo. Em t = 0, 
ela passa instantaneamente para a posição b. 


a) Deduza a equação íntegro-diferencial 
que governa o comportamento da cor- 
rente i,, para t = 0º. 

b) Mostre que 

Teels + (1/RC)] 
[s? + (1/RC)s + (1/LO)] 


T(s) = 


Figura P12.28 


12.29 A chave no circuito da Figura P12.29 esteve 
na posição a por um longo tempo. Em t = 0, 
ela passa instantaneamente para a posição b. 
a) Deduza a equação íntegro-diferencial 
que governa o comportamento da tensão 
v,, para t = 0º. 


b) Mostre que 
Vols + (R/D)] 


VA) = 5 | 
[s* + (R/L)s + (1/LC)] 
Figura P12.29 
a R L 
ANA, INN. 
> =0 + 
Vl) | C>= uv 


12.30 A chave no circuito da Figura P12.30 esteve 
aberta por um longo tempo. Em t= 0, ela se 
fecha. 


a) Deduza a equação íntegro-diferencial 
que governa o comportamento da tensão 
v, para t = 0. 


b) Mostre que 


Voc /RC 
s? + (1/RO)s + (1/LO) | 


Vols) = 
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c) Mostre que 


Fi REC 
s[s? + (1/RO)s + (1/LO)] 


Tods) = 


Figura P12.30 


12.31 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
cuito mostrado na Figura P12.31,no momento 
em que a chave é aberta. 


a) Deduza a equação íntegro-diferencial 
que governa o comportamento das ten- 
sões de nó v, e v,. 

b) Mostre que 

sis) 
CIs? + (R/L)s + (1/LO)] 


Vils) = 


Figura P12.31 
R 


AMA 
+ + 
: t=0 
lg vi L Vaz =. € 


12.32 a) Escreva as duas equações diferenciais simul- 


Pspice tâneas que descrevem o comportamento 
Mutisim do circuito mostrado na Figura P12.32, em 


termos das correntes de malha i, e i,. 


b) Determine as transformadas de Laplace 
das equações deduzidas em (a). Admita 
que a energia inicial armazenada no cir- 
cuito seja nula. 


c) Resolva as equações em (b) para 1, (s) e 


L(s). 
Figura P12.32 
1500 625H 


AAA asas: 
aa 
25H 
(O) sum» o pt 10 [> 
h io 
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Seção 12.7 


12.33 Determine v(t) no Problema 12.26. 
12.34 Os parâmetros do circuito da Figura P12.27 
Pspice | têm os seguintes valores: R=20 0,L = 50 
Wim mH,C=20uFel,=75MA. 
a) Determine v (1), para t = 0. 
b) Determine i (t), para t = 0. 
c) A solução para i (t) faz sentido quando t 
= 02 Explique. 
12.35 Os parâmetros do circuito da Figura P12.28 
Pspice são R=2,5k0;L=50mHe C=2nF SeL, 
a 40 mA, determine i (1) para t = 0. 
12.36 Os parâmetros do circuito da Figura P12.29 
são R=4k0,L=400mHe C= 156,25nF Se 
V..= 120 V, determine v (t), para t = 0. 
12.37 Os parâmetros do circuito da Figura P12.30 
Pspice sãoR=2k0,L=1,6He C=-5yF.Se V. for 
MEIA 56 V, determine 
a) vu (t), para t = 0. 
b) is(t), para t = 0. 
12.38 Os parâmetros do circuito da Figura P12.31 
Pspice são R=4.0000;L=40mHe C=15,625nF. 
MERO se 7 RU for 150 mA, determine v,(t). 


12.39 Use os resultados do Problema 12.32 e o cir- 
cuito mostrado na Figura P12.32 para 


a) Determinar i,(t) e i(t). 
b) Determinar i (00) e is(00). 


c) As soluções para i e i, têm sentido? 


Explique. 
12.40 Determine f(t) para cada uma das seguintes 
funções: 
6(s + 10) 
F(s) =-— aro 
ES ES 
2052 + 141s + 315 
b) F(s) = 5 E 
s(s* + 10s + 21) 
155* + TiDs +-208 
9) F()=— és 
(s + 2(s + 4)(s + 6) 
2º Ss” + 9a + 54 
d) F(s) = S s s 


s(s+HIXS +55 +66) 


12.41 Determine f(t) para cada uma das seguintes 


funções: 
280 
a) F = ; 
DO) = tas 2a 
b) F(s) —s? + 525 + 445 
Ss) — ê 
s(s? + 10s + 89) 
o F(s) 145? + 56s + 152 
Ss) — a 
(s + 6)(s2 + 45 + 20) 
8(s + 1)? 
a F() = GR, 


(s2 + 105 + 34)(s? + 8s + 20) 


12.42 Determine f(t) para cada uma das seguintes 


funções: 
320 
is 
s(s + 8) 
80(s + 3) 
O Ra 
s(s + 2) 
60(s + 5 
o) F(s) = Ro) 
(s + Ds + 6s + 25) 
25(s + 4)? 
s(s + 5) 
12.43 Determine f(t) para cada uma das seguintes 
funções: 
135 
E) = 
s(s + 3) 
10(s + 2)? 
DOS O Da 
(s +2s +2) 
255? + 395s + 1.494 
a Fis S l 95s 9 
so +15s +54 
5s? + 205? — 49s — 108 
d) F(s) = > 
sº + Ts + 10 
12.44 Deduza o par de transformadas dado pela 
Equação 12.64. 
12.45 a) Deduzao par de transformadas dado pela 
Equação 12.83. 


b) Deduza o par de transformadas dado 
pela Equação 12.84. 


Seções 12.8-12.9 


Capítulo 12 e Introdução à transformada de Laplace 


12.46 a) Useoteorema do valor inicial para determi- 
nar o valor inicial de v no Problema 12.26. 


b) O teorema do valor final pode ser usado 
para determinar o valor de regime per- 
manente de v? Por quê? 

12.47 Use os teoremas do valor inicial e do valor 
final para verificar os valores inicial e final da 
corrente e da tensão no Problema 12.27, 

12.48 Use os teoremas do valor inicial e do valor 
final para verificar os valores inicial e final da 
corrente no Problema 12.28. 

12.49 Use os teoremas do valor inicial e do valor 
final para verificar os valores inicial e final da 
corrente e da tensão no Problema 12.30. 


Seções 12.1-12.9 


12.50 Aplique os teoremas do valor inicial e do 
valor final a cada par de transformadas do 
Problema 12.40. 

12.51 Aplique os teoremas do valor inicial e do 
valor final a cada par de transformadas do 
Problema 12.41. 

12.52 Aplique os teoremas do valor inicial e do 
valor final a cada par de transformadas do 
Problema 12.42. 

12.53 Aplique os teoremas do valor inicial e do 
valor final a cada par de transformadas do 
Problema 12.43. 


12.54 a) Use as técnicas fasoriais de análise de cir- 
cuito, do Capítulo 9, para determinar a 
expressão de regime permanente da cor- 
rente do indutor na Figura 12.18. 


b) Como o resultado da parte (a) se com- 
para com a resposta completa dada na 
Equação 12.109? 


12.55 Encontre a amplitude máxima da fonte senoi- 
dal, na Figura 12.18, de tal modo que a res- 
posta completa da corrente do indutor não 
ultrapasse o valor de 40 mA,em t=1 ms. 

12.56 Suponha que a entrada para o circuito da 
Figura 12.18 é uma rampa amortecida da 
forma Kte 190V. Determine o maior valor de 
K para que a corrente no indutor não exceda 
o valor nominal de 40 mA. 
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SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


13.1 Elementos de circuito no domínio da frequência 
13.2 Análise de circuitos no domínio da frequência 
13.3 Exemplos 

13.4 Função de transferência 

13.5 Função de transferência em expansões por 


A transformada de 
Laplace na análise 


de circuitos 


13.6 Função de transferência e integral de con- 
volução 

13.7 Função de transferência e resposta de regi- 
me permanente senoidal 


13.8 Função impulso em análise de circuitos 


frações parciais 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber transformar um circuito para o domínio da frequência usando transformadas de Laplace; entender como 
representar, no domínio da frequência, as condições iniciais em elementos que armazenam energia. 


2. Saber como analisar um circuito no domínio da frequência e como transformar uma solução no domínio da frequên- 
cia de volta para o domínio do tempo. 


3. Entender a definição e o significado da função de transferência e saber calculá-la para determinado circuito, usando 
técnicas do domínio da frequência. 


4. Saber como usar a função de transferência de um circuito para calcular sua resposta ao impulso unitário, ao degrau 
unitário e seu regime permanente senoidal. 


A transformada de Laplace tem duas características que a tornam uma ferramenta interessante na aná- 
lise de circuitos. Em primeiro lugar, ela transforma um conjunto de equações diferenciais lineares de coeficientes 
constantes em um conjunto de equações algébricas lineares, que são mais fáceis de manipular. Em segundo lugar, 
ela incorpora os valores iniciais das correntes e tensões automaticamente nas equações algébricas. Desse modo, 
as condições iniciais são parte inerente do processo de cálculo da transformada. (Isso contrasta com a abordagem 
clássica da solução de equações diferenciais, em que as condições iniciais são consideradas no cálculo das cons- 
tantes de integração.) 

Iniciaremos este capítulo mostrando como podemos prescindir da etapa de obtenção das equações integro- 
-diferenciais no domínio do tempo e sua transformação para o domínio da frequência. Na Seção 13.1, vamos 


Capítulo 13 e A transformada de Laplace na análise de circuitos 521 


desenvolver modelos de circuito no domínio da frequência para resistores, indutores e capacitores, de modo 
a podermos escrever as equações de qualquer circuito diretamente no domínio da frequência. A Seção 13.2 
faz uma revisão das leis de Ohm e Kirchhoff no contexto do domínio da frequência. Depois disso, aplicaremos 
o método da transformada de Laplace a uma variedade de problemas de circuitos, na Seção 13.3. 

Técnicas analíticas e de simplificação apresentadas anteriormente para circuitos resistivos — como 
os métodos das correntes de malha e das tensões de nó e transformações de fonte — também podem ser 
usadas no domínio da frequência. Após obtermos a resposta do circuito no domínio da frequência, fazemos a 
transformada inversa, de volta ao domínio do tempo, usando a expansão por frações parciais (como demons- 
tramos no capítulo anterior). Como antes, uma etapa importante da solução é a verificação das equações 
finais no domínio do tempo em termos das condições iniciais e dos valores finais. 

Na Seção 13.4, a consideração dos sinais de entrada e saída dos circuitos no domínio da frequência leva ao 
conceito de função de transferência. A função de transferência para determinado circuito é a razão entre a transfor- 
mada de Laplace de seu sinal de saída e a transformada de Laplace de seu sinal de entrada. Nos capítulos 14 e 15, 
examinaremos a utilização da função de transferência como ferramenta de projeto de circuitos, mas, neste capítulo, 
trataremos de sua utilização como ferramenta analítica. Continuaremos o capítulo examinando o papel da expansão 
por frações parciais (Seção 13.5) e da integral de convolução (Seção 13.6) no emprego da função de transferência 
em análise de circuitos. Concluiremos com um breve exame da função impulso em análise de circuitos. 


Perspectiva prática 


Supressores de surto 


Com o advento dos computadores pessoais, modems, aparelhos de fax e outros equipamentos eletrônicos sensíveis para 
uso doméstico, tornou-se necessário protegê-los contra surtos de tensão que podem ocorrer em um circuito residencial em razão 
do chaveamento. Um supressor de surto disponível no mercado é mostrado na foto a seguir. 

Como o acionamento de uma chave para ligar uma lâmpada ou desligar um secador de cabelo pode causar um surto de 
tensão? No final deste capítulo, responderemos a essa pergunta usando técnicas de transformada de Laplace para analisar a 
situação. Mostraremos como um surto de tensão pode ser criado com o desligamento de uma carga resistiva em um circuito em 
regime permanente senoidal. 


Stockbyte/Getty Images, Inc. 


Circuitos elétricos 


13.1 Elementos de circuito no domínio da frequência 


O procedimento para obter um circuito equivalente no domínio da frequência para cada 
elemento de circuito é simples. Em primeiro lugar, escrevemos a equação que relaciona a ten- 
são terminal à corrente terminal, no domínio do tempo. Em seguida, tomamos a transformada 
de Laplace dessa equação. Essa etapa gera uma relação algébrica, no domínio da frequência, 
entre a corrente e a tensão. Observe que a dimensão da tensão transformada é volts-segundos, 
e a dimensão da corrente transformada é ampêres-segundos. A razão entre tensão e corrente 
no domínio da frequência tem a dimensão de volt por ampêre. Uma impedância no domí- 
nio da frequência é medida em ohms e uma admitância em siemens. Por fim, construímos um 
modelo de circuito que satisfaz a relação entre a corrente e a tensão no domínio da frequência. 
Usamos a convenção passiva em todas as deduções. 


O resistor no domínio da frequência 


Comecemos com o resistor. Pela lei de Ohm, 
v= Ri. (13.1) 


Como R é uma constante, a transformada de Laplace da Equação 13.1 é 


V=RI, (13.2) 
Figura 13.1 Elemento resistor. (a) Domínio do ia ad 
tempo. (b) Domínio da frequência. V=Pjuv e I= Si. 
a a . . . . 
" É A Equação 13.2 afirma que o circuito equivalente de um resistor 
no domínio da frequência é simplesmente uma resistência de R ohms 
u R(i id Rj! que conduz uma corrente de 1 ampéres-segundos e tem uma tensão 
= E terminal de V volts-segundos. 
b b A Figura 13.1 mostra os circuitos do resistor nos domínios do 


(a) (b) tempo e da frequência. Observe que passar do domínio do tempo 
para o da frequência não altera o valor da resistência. 


Figura 13.2 Indutor de £ henrys conduzindo O indutor no domínio da frequência 


a comemennicaL e A Figura 13.2 mostra um indutor conduzindo uma corrente ini- 


ampêres. : ; ; 
i cial de 1, ampéres. A equação no domínio do tempo que relaciona a 
a tensão terminal com a corrente terminal é 
+ 
di 
vL Wo(i vd (13.3) 
= A transformada de Laplace da Equação 13.3 é 
b 


V=L[s/-i(0)]=sLI- LI, (13.4) 


Duas configurações de circuito diferentes satisfazem a Equação 13.4. A primeira consiste 
em uma impedância de sL ohms em série com uma fonte de tensão independente de L!, volts- 
-segundos, como mostra a Figura 13.3. Observe que as marcas de polaridade na fonte de tensão 
LI, estão de acordo com o sinal negativo da Equação 13.4. Note também que LI, tem o próprio 
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sinal algébrico; isto é, se o valor inicial de i for oposto ao sentido de refe- 
rência para i, então [, terá um valor negativo. 

O segundo circuito equivalente no domínio da frequência que 
satisfaz a Equação 13.4 consiste em uma impedância de sL ohms em 
paralelo com uma fonte de corrente independente de 1/s ampéres- 
-segundos, como mostra a Figura 13.4. Podemos obter o circuito equi- 
valente alternativo mostrado na Figura 13.4 de vários modos. Um deles 
é simplesmente explicitar, na Equação 13.4, a corrente 1 e, então, cons- 
truir o circuito que satisfaça a equação resultante. Assim, 

per Vo Db 


sL sL so 


Os outros dois modos são: (1) determinar o equivalente de Norton 


(13.5) 


do circuito mostrado na Figura 13.3 e (2) começar com a corrente no 
indutor em função da tensão no indutor e, então, determinar a transfor- 
mada de Laplace da equação integral resultante. Deixamos essas duas 
abordagens para os problemas 13.1 e 13.2. 

Se a energia inicial armazenada no indutor for nula, isto é,se 1,=0, 
o circuito equivalente do indutor no domínio da frequência reduz-se 
a um indutor com uma impedância de sL ohms. A Figura 13.5 mostra 
esse circuito. 


O capacitor no domínio da frequência 


Um capacitor inicialmente carregado também tem dois circuitos 
equivalentes no domínio da frequência. A Figura 13.6 mostra um capa- 
citor inicialmente carregado até V, volts. A corrente terminal é 


=C— 13.6 
Sa (13.6) 
Transformando a Equação 13.6, obtemos 
1=C|sV— v(07)] 
ou 
I=5€V=CV (13.7) 


que indica que a corrente no domínio da frequência é a soma de duas 
correntes de ramo. Um ramo consiste em uma admitância de sC sie- 
mens e o segundo ramo consiste em uma fonte de corrente indepen- 
dente de CV, ampeéres-segundos. A Figura 13.7 mostra esse circuito 
equivalente em paralelo. 

Obtemos o circuito equivalente em série para o capacitor carre- 
gado, explicitando V na Equação 13.7: 


l W 
=|—+—. 
á (5) s 


A Figura 13.8 mostra o circuito que satisfaz a Equação 13.8. 


(13.8) 


Figura 13.3 Circuito equivalente em série 
para um indutor de L henrys 
que conduz uma corrente inicial 
de  ampéres. 


Qu 


o 
b 


Figura 13.4 Circuito equivalente em paralelo 
para um indutor de L henrys 
que conduz uma corrente inicial 
de | ampéres. 


| +e—soa 
— 
a, 


ná 


b 
Figura 13.5 Circuito para um indutor no 


domínio da frequência quando 
a corrente inicial é nula. 


a 
+ 
V sL|1 


b 


Figura 13.6 Capacitor de C farads carregado 
inicialmente com W, volts. 


Circuitos elétricos 


Figura 13.7 Circuito equivalente em paralelo Nos circuitos equivalentes mostrados nas figuras 13.7 e 13.8, Vo tem 
para um capacitor inicialmente o próprio sinal algébrico. Em outras palavras, se a polaridade de V, for 
amena Dom dns oposta à polaridade de referência para v, V, será uma quantidade nega- 

a tiva. Se a tensão inicial no capacitor for igual a zero, ambos os circui- 
tos equivalentes serão reduzidos a uma impedância de 1/sC ohms, como 

É ) mostra a Figura 13.9. 

+ 
V 


Neste capítulo, uma etapa importante na resolução de problemas 
(Dra será a escolha entre os equivalentes em paralelo ou em série, quando 

houver indutores e capacitores presentes. Com um pouco de atenção 
| e alguma experiência, muitas vezes a opção correta será bastante evi- 
b 


1/8C>& 


dente. Os circuitos equivalentes estão resumidos na Tabela 13.1. 


Tabela 13.1 Resumo dos circuitos equivalentes no domínio da frequência. 
Figura 13.8 Circuito equivalente em série 
para um capacitor inicialmente 
carregado com V, volts. 


Domínio de tempo Domínio de frequência 


+ €a 
| FRIsC Ea sa 
V v=Ri V=RI 
+€a a 
(O Vos | | 
Is 
— 6b +0€a E 
[| V SL) V (1) h/s 
Figura 13.9 Circuito para um capacitor no | v L| h 
domínio da frequência quando LI E 
a tensão inicial é nula. = É | 
a Ui : pda — 6» b 
+ Ro V=sLI-LI I 
|: = plgvde+h i o pj VY,h 
sL Ss 
+ €a 


T o 
1, V 
g T” O InCFS Y (Dra 
Vo/s — 


E b — 

i =Cdvjdt, “a | 
Tr. F Vo 

v= lo ide + Vo F=c" I=sCV — CW 


13.2 Análise de circuitos no domínio da frequência 


Antes de ilustrarmos como usar os circuitos equivalentes no domínio da frequência em 
análise de circuitos, precisamos fundamentar a discussão. 
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Em primeiro lugar, sabemos que se não houver nenhuma energia armazenada no indutor 
ou capacitor, a relação entre a tensão terminal e a corrente terminal para cada elemento pas- 
sivo tomará a forma: 


ASPAS (13.9) 


em que Z refere-se à impedância do elemento no domínio da frequência. Desse modo, um 
resistor tem uma impedância de R ohms, um indutor, uma impedância de sL ohms, e um 
capacitor, de 1/sC ohms. A relação contida na Equação 13.9 também está contida nas figuras 
13.1(b), 13.5 e 13.9. A Equação 13.9 também é denominada lei de Ohm para o domínio da 
frequência. 

A recíproca da impedância é a admitância. Assim, a admitância de um resistor no domínio 
da frequência é 1/R siemens, um indutor tem uma admitância de 1/sL siemens e um capacitor, 
de sC siemens. 

As regras para associar impedâncias e admitâncias no domínio da frequência são as mes- 
mas do domínio do tempo. Assim, simplificações em série, em paralelo e conversões A-Y tam- 
bém são aplicáveis à análise no domínio da frequência. 

Além disso, as leis de Kirchhoff aplicam-se a correntes e tensões no domínio da frequên- 
cia. Sua aplicabilidade origina-se do enunciado da transformada operacional, ou seja, a trans- 
formada de Laplace de uma soma de funções no domínio do tempo é a soma das transforma- 
das das funções individuais (veja a Tabela 12.2). Como a soma algébrica das correntes em um 
nó é igual a zero no domínio do tempo, a soma algébrica das correntes transformadas também 
é nula. Uma afirmação semelhante também é válida para a soma algébrica das tensões trans- 
formadas ao longo de um caminho fechado. A versão das leis de Kirchhoff no domínio da fre- 
quência é 


alg 51 =0, (13.10) 
alg SV =0. (13.11) 


Visto que a tensão e a corrente nos terminais de um elemento passivo estão relacionadas 
por uma equação algébrica, e que as leis de Kirchhoff ainda são válidas, todas as técnicas de 
análise de circuitos desenvolvidas para redes puramente resistivas podem ser usadas em aná- 
lise no domínio da frequência. Por isso, tensões de nó, correntes de malha, transformações de 
fonte, equivalentes de Thévenin e Norton são todas técnicas válidas, mesmo quando houver 
energia inicialmente armazenada nos indutores e capacitores. Nesse caso, a Equação 13.9 é 
modificada pela simples adição de fontes independentes em série ou em paralelo com as impe- 
dâncias dos elementos. A adição dessas fontes é regida pelas leis de Kirchhoff. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


4 Lei de Ohm 
no domínio da 
frequência 


Objetivo 1 Saber transformar um circuito para o domínio da frequência, usando transformadas de Laplace. 


13.1 Um resistor de 500 Q, um indutor de 16 mH e um capacitor de 25 nF estão ligados em paralelo. 


a) Expresse a admitância dessa combinação de elementos como uma função racional de s. 
b) Calcule os valores numéricos dos zeros e dos polos. 


Resposta: (a) 25 X 10*(s? + 80.000s + 25 X 10º)/s; 


Circuitos elétricos 


(b) —z, =—40.000 — j30.000; 
—z, =—40.000 + 30.000; p, = 0. 


13.2 O circuito em paralelo no Problema para avaliação 13.1 é colocado em série com um resistor de 2.000 O. 


a) Expresse a impedância dessa combinação como uma função racional de s. 


b) Calcule os valores numéricos dos zeros e dos polos. 


Resposta: (a) 2.000(s + 50.000)7/(s? + 80.000 + 25 X 10º); 
(b) -z/=—z, =50.000; 
=p, = —40.000 — ;30.000. 
—p, = —40.000 + ;30.000. 


NOTA: tente resolver também os problemas 13.4 e 13.5, apresentados no final deste capítulo. 


13.3 Exemplos 


Ilustramos, agora, como usar a transformada de Laplace para determinar o comporta- 
mento transitório de vários circuitos de parâmetros concentrados. Começamos analisando cir- 
cuitos conhecidos dos capítulos 7 e 8, pois representam um ponto de partida simples, além de 
mostrarem que a abordagem da transformada de Laplace fornece os mesmos resultados. Em 
todos os exemplos, a facilidade de manipular equações algébricas, em vez de equações diferen- 
ciais, certamente ficará evidente. 


Resposta natural de um circuito RG 


Inicialmente, vamos analisar novamente a resposta natural de um circuito RC (Figura 
13.10), agora por meio de técnicas de transformada de Laplace. (Convém rever a análise clás- 
sica desse mesmo circuito na Seção 72.) 

O capacitor está inicialmente carregado com V, volts e estamos 


Figura 13.10 O circuito de descarga do interessados nas expressões no domínio do tempo para i e v. Começa- 


capacitor. mos determinando i. Quando convertemos o circuito na Figura 13.10 

para o domínio da frequência, temos a opção de dois circuitos equiva- 

j a i lentes para o capacitor carregado. Como estamos interessados na cor- 

t=0 rente, o circuito equivalente em série é mais atraente, pois é constituído 

Vo. € AE: Rv de uma única malha no domínio da frequência. Assim, construímos o 
circuito da Figura 13.11. 


A soma das tensões ao longo da malha gera a expressão 


Figura 13.11 Circuito equivalente no W 1 
domínio da frequência para 0 a sc! + RI. (13.12) 
circuito da Figura 13.10. 


Explicitando 1, obtemos 


as e + 
JA 2 I Vo/R 
sC Re SUE (13.13) 
Vo R$V RCs +1 s+(1/RC) 
i = Observe que a expressão para 1 é uma função racional própria de 


s e que podemos determinar sua transformada inversa por inspeção: 


K 
E O, (13.14) 
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que é equivalente à expressão para a corrente obtida pelos métodos clássicos discutidos no Capí- 
tulo 7 Naquele capítulo, a corrente foi dada pela Equação 7.26, em que 7 é usado no lugar de RC. 

Após determinarmos i, o modo mais fácil de determinar v é simplesmente aplicar a lei de 
Ohm; isto é, pelo circuito, 


v=Ri=Voe“RCu(t). (13.15) 

Ilustramos, agora, um modo de determinar v antes de i. Nessa Figura 13.12 Circuito equivalente no 
abordagem alternativa, voltamos ao circuito original da Figura 13.10 domínio da frequência para o 
para convertê-lo ao domínio da frequência utilizando o circuito equi- Berna da na 
valente em paralelo para o capacitor carregado. Usar o circuito equiva- dá 
lente em paralelo é interessante porque podemos descrever o circuito já 1 
resultante em termos de uma única tensão de nó. A Figura 13.12 mostra Evo e a É 5 v 
o novo circuito equivalente. 1 - 


A equação das tensões de nó que descreve o novo circuito é 
V 
q + SCV = Ch. (13.16) 


Explicitando V, obtemos 
voo (13.17) 
s + (1/RC) 
A transformada inversa da Equação 13.17 leva à mesma expressão de v dada pela Equa- 
ção 13.15, ou seja, 


v=Voe RC =Voeu(t). (13.18) 


Nosso propósito aqui é mostrar que a escolha do circuito equivalente a ser utilizado no 
domínio da frequência é influenciada pela grandeza que desejamos obter como resposta. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber como analisar um circuito no domínio da frequência e saber transformar uma solução no domínio da frequên- 
cia de volta para o domínio do tempo. 


13.3 A chave no circuito mostrado esteve na posição a por um longo tempo. Em t = 0, ela passa para a posição b. 
a) Determine I, V, e V, como funções racionais de s. 
b) Determine as expressões no domínio do tempo 
para i, V, € V,. 

Resposta: (a) 1 = 0,02/(s + 1.250), 

V, =80/(s + 1.250), 

V, = 20/(s + 1.250); 

(b) i— 200 12%u(t) mA, 
v,= 8001250 (t) V, 
v,=20€ 1250 (1) V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 13.11 e 13.14, apresentados no final deste capítulo. 


Circuitos elétricos 


Resposta ao degrau de um circuito RLG em paralelo 


A seguir, analisaremos o circuito RLC em paralelo mostrado na Figura 13.13, que já analisa- 
mos no Exemplo 8.7 O problema é determinar a expressão para i, após a fonte de corrente cons- 
tante ser aplicada aos elementos em paralelo. A energia inicial armazenada no circuito é nula. 

Como antes, começamos construindo o circuito equi- 
Figura 13.13 Resposta ao degrau de um circuito ALC em valente no domínio da frequência mostrado na Figura 13.14. 
paralelo. Observe com que facilidade uma fonte independente pode 
ser transformada do domínio do tempo para o domínio da 


o [ frequência. Transformamos a fonte para o domínio da fre- 
(1) le E R ir 13 quência pela simples determinação da transformada de 
2 


Laplace de sua função no domínio do tempo. Aqui, abrir 
a chave significa a aplicação de uma corrente na forma de 


24mA 


um degrau ao circuito. Dessa forma, a fonte de corrente no 
domínio da frequência é H[Icu(t)k, ou 1../s. Para determi- 
narmos 1, primeiro obtemos V e, então, usamos 
RS 
“sL 


para estabelecer a expressão para 1, no domínio da frequên- 


Figura 13.14 Circuito equivalente no domínio da frequência 
para o circuito da Figura 13.13. 


Fe (13.19) 


cia. A soma das correntes que saem do nó superior leva à 


expressão 
VV o Le 
CV dp = 13.20 
E R sL s 
Explicitando V, obtemos 
Lc) C 
v=5 ce/ (13.21) 
sé + (1/RC)s + (1/LC) 
Substituindo a Equação 13.21 na Equação 13.19, temos 
Pee) LC 
Ejs cof (13.22) 


s[s? + (1/RO)s + (1/LO)] 
Substituindo os valores numéricos de R,L, Ce 1 na Equação 13.22, o resultado é 


o 384 X 10º 
s(s? + 64.000s + 16 X 10º). 


E: (13.23) 


Antes de expandirmos a Equação 13.23 em uma soma de frações parciais, fatoramos o 
termo quadrático no denominador: 


Eis 384 X 10º 
Ls(s + 32.000 — ;24.000)(s + 32.000 + ;24.000) ' 


(13.24) 


Agora, podemos testar a expressão de 1, no domínio da frequência, verificando se o teo- 
rema do valor final prevê o valor correto de i, em t = co. Como todos os polos de [,, exceto o 
de primeira ordem na origem, encontram-se na metade esquerda do plano s, o teorema é apli- 
cável. Pelo comportamento conhecido do circuito sabemos que, após a chave ter permanecido 
aberta por um longo tempo, o indutor estará curto-circuitando a fonte de corrente. Assim, o 
valor final de i, deve ser 24 mA. O limite de s7, quando s > 0 é 


DC -2M4mA. (13.25) 
s50 16 X 108 
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(Como as correntes no domínio da frequência têm a dimensão de ampêres-segundos, a 
dimensão de sf, será ampêres.) Desse modo, verificamos que nossa expressão no domínio da 
frequência está correta. 


Agora, procedemos à expansão por frações parciais da Equação 13.24: 


Ki K, 


=D+ 
Loss + 32.000 — ;24.000 


+ ko, 
s + 32.000 + 24.000" 
Os coeficientes das frações parciais são 
384 X 10 
Mora 
16 x 10 


(13.26) 


= 24X 10º, (13.27) 


384 X 10º 


K pe 
2 (32.000 + ;24.000)(j 48.000) 


= 20 X 102/126,87º. (13.28) 


Substituindo os valores numéricos de K, e K, na Equação 13.26 e tomando a transfor- 
mada inversa da expressão resultante, temos 


ir = [24 + 40€32000% cos (24.000t — 126,87) Ju(t)mA. (13.29) 
A resposta dada pela Equação 13.29 é equivalente àquela dada pelo Exemplo 8.7, pois 


40 cos (24.000 + 126,87º) = —24 cos 24.000t — 32 sen 24.000. 


Se não estivéssemos usando uma solução anterior como verificação, testaríamos a Equa- 
ção 13.29 para ter certeza de que i, (0) satisfez as condições iniciais dadas e de que i, (00) satis- 
fez o comportamento conhecido do circuito. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber como analisar um circuito no domínio da frequência e saber transformar uma solução no domínio da frequên- 
cia de volta para o domínio do tempo. 


13.4 A energia armazenada no circuito mostrado é nula no instante em que a chave é fechada. 
a) Determine a expressão para 7 no domínio da frequência. 
b) Determine a expressão para i no domínio do tempo, quando t > 0. 
c) Determine a expressão para V no domínio da frequência. 
d) Determine a expressão para v no domínio do tempo, quando t > 0. 
Resposta: (a) 1=40/(s2 + 1,25 + 1); 
(b) i = (50€ 2% sen 0,8)u(t) A; 
(c) V=160s/(s2 + 1,25 + 1): 
(d) V=[2000* cos (0,8t-+ 36,87)Ju(t) V. 160 V 


NOTA: tente resolver também os problemas 13.13 e 13.25, apresen- 
tados no final deste capítulo. 


Circuitos elétricos 


Resposta transitória de um circuito RALG em paralelo 


Outro exemplo de utilização da transformada de Laplace para determinar o comporta- 
mento transitório de um circuito surge da substituição de uma fonte de corrente cc, no circuito 
da Figura 13.13, por uma fonte de corrente senoidal. A nova fonte de corrente é 


= COSWI A, (13.30) 


em que 1, — 24 mA e w = 40.000 rad/s. Como antes, admitimos que a energia inicial armaze- 
nada no circuito seja nula. 
A expressão para a fonte de corrente no domínio da frequência é 


Ska 


=>: 13.31 
E ra 
A tensão nos elementos em paralelo é 
1,/C)s 
= Cs!) (13.32) 
s2 + (1/RC)s + (1/LC) 
Substituindo a Equação 13.31 na Equação 13.32, obtemos 
Im/ C)s? 
2 dO | a 
(sº + o9[s* + (1/RC)s + (1/LC)] 
da qual 
Ly) LC 
n=—= RISCA (13.34) 
sL (s2 + vs? + (1/RC)s + (1/LC)] 
Substituindo os valores numéricos de 1, w, R, L e C na Equação 13.34, temos 
384 x 10º 
E o - q (13.35) 
(s* + 16 X 10º)(s* + 64.000s + 16 X 109) 
Agora, escrevemos o denominador na forma fatorada: 
5 
Ee 384 X 1025 (13.36) 


(s — jos + jo)ls +a —jB)s + a +jB) 


em que «w = 40.000, a = 32.000 e 8 = 24.000. 
Não podemos testar o valor final de i, pelo teorema do valor final porque 1, tem um par 


de polos no eixo imaginário; isto é, polos em +j4 X 101. Por isso, em primeiro lugar, precisamos 
determinar i, e, depois, verificar a validade da expressão pelo comportamento conhecido do 
circuito. 

Quando expandimos a Equação 13.36 em uma soma de frações parciais, obtemos a 
equação 


I o K: K + K, 
es — 140.000 s + ;40.000 | s + 32.000 — ;24.000 


+ e 
s + 32.000 + [24.000 


(13.37) 
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Os valores numéricos dos coeficientes K, e K, são 


384 X 10º(/40.000) 


K do 
! (;80.000)(32.000 + ;16.000)(32.000 + ;64.000) 
=7,5 X103/-90º, (13.38) 
e 384 X 10(-32.000 + ;24.000) 
2 


E (—32.000 — ;16.000)(—32.000 + ;64.000)(7 48.000) 
= 12,5 X 102/90º. (13.39) 
Substituindo os valores numéricos das equações 13.38 e 13.39 na Equação 13.37 e tomando 
a transformada inversa da expressão resultante, temos 
ip = [15 cos (40.000t — 90º) 
+ 25€7*2000 cos (24.000t + 90º)] mA, 
= (15sen 40.000t — 25e32:000! sen 24.000)u(t) mA. (13.40) 


Agora, testamos a Equação 13.40 para verificar se ela faz sentido em termos das condi- 
ções iniciais dadas e do comportamento conhecido do circuito, depois de a chave ter perma- 
necido aberta por um longo tempo. Para t = 0, a Equação 13.40 prevê corrente inicial nula, o 
que está de acordo com a energia inicial nula no circuito. A Equação 13.40 também prevê uma 
corrente de regime permanente de 


ir, = 15 sen 40.000 mA, (13.41) 


que pode ser verificada pelo método fasorial (Capítulo 9). 


Resposta ao degrau de um circuito de múltiplas malhas 


Até agora, evitamos circuitos que exigissem duas ou mais Figura 13.15 Circuito AL com múltiplas malhas. 
equações de tensões de nó ou de correntes de malha, porque as 
técnicas para resolver equações diferenciais simultâneas estão A aaa ps 
fora do escopo deste livro. Todavia, usando a transformada de pf U iz 
Laplace, podemos resolver um problema como o apresentado (O 336 V 42 9 $48 Q 
pelo circuito de múltiplas malhas da Figura 13.15. 
Aqui, queremos determinar as correntes de ramo i, e i, 
que surgem quando a fonte de tensão cc de 336 V é aplicada 
subitamente ao circuito. A energia inicial armazenada no cir- Figura 13.16 Circuito equivalente no domínio da 
cuito é nula. A Figura 13.16 mostra, no domínio da frequên- frequência para o circuito mosirado na 
: Ria : eta : Figura 13.15. 
cia, o circuito equivalente ao circuito da Figura 13.15. As duas 
equações de correntes de malha são 845 105 
INN INN. 
336 
— = (42 + 845)l, — 4215, (13.42) 
s 


0= —421, + (90 + 105)1,. (13.43) 


336 
CJ ÓDICA: 20 1 444880 


Circuitos elétricos 


Usando o método de Cramer para calcular 1, e L,, obtemos 


A = 42 + 8,45 — 42 
— 42 90 + 10s 
= 84(s? + 145 + 24) 
= 84(s + 2)(s + 12), (13.44) 
- |336/s — 42 
M = | 090 +10s 
3.360(s + 9) 
= an ii (13.45) 
s 
fis 42 + 84s 336/s 
- — 42 0 
14.112 
= : (13.46) 
s 
Com base nas equações 13.44-13.46, 
I No 40(s + 9) Ee 
[O A ss+s +12) CERA 
No 168 
= = : 13.48 
2 A s(s+2(s +12) (Sao) 
Expandindo 1, e 1, em somas de frações parciais, obtemos 
15 14 1 
a s s+2 s+12º Edo) 
lb = ú da do (13.50) 


s s42 s+H' 


Obtemos as expressões para i, e i,, tomando a transformada inversa das equações 13.49 e 
13.50, respectivamente: 


= (15—14€ 2-0, (13.51) 
b=(1-8402U+1, 40 ui) A. 13.52 
pl 


Em seguida, testamos as soluções para verificar se fazem sentido em termos do circuito. 
Como não há nenhuma energia armazenada no circuito, no instante em que a chave é fechada, 
ambas as correntes, i (0) e i;(0), devem ser nulas. As soluções estão de acordo com esses 
valores iniciais. Depois de a chave estar fechada por um longo tempo, os dois indutores com- 
portam-se como curto-circuitos. Portanto, os valores finais de i, e i, são 


— 336(90) 13.53 
gorda REM 
je (13.54) 


90 
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Um teste final envolve os valores numéricos dos expoentes e o cálculo da queda de ten- 
são no resistor de 42 () por três métodos. Pelo circuito, a tensão no resistor de 42 O (positiva 
no topo) é 


di dis 
v =42Miy — io) = 336 — 847) = 48io +10 (13.55) 


Deve-se verificar que, independentemente da forma como a Equação 13.55 é usada, a 
tensão é 


v = (336 — 235,2€! — 100,80 29)u(t) V. 


Portanto, podemos confiar que as soluções para i, e i, estão corretas. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber como analisar um circuito no domínio da frequência e saber transformar uma solução no domínio da fre- 


quência de volta para o domínio do tempo. 
dial 11540 
INN q 


13.5 As fontes de corrente e tensão contínuas ab 


+ 
são aplicadas simultaneamente ao circuito 1F : vi 30% 5 v(O) 


mostrado. Não há nenhuma energia arma- 


zenada no circuito no instante da aplicação. 
a) Calcule as expressões para V, e V, no domínio da frequência. 
b) Calcule as expressões para v, e v, no domínio do tempo, para t> 0. 
c) Calcule v,(0*) e v,(0"). 
d) Calcule os valores de regime permanente de v, e v;. 
Resposta: (a) V, = [5(s + 3)J/[s(s + 0,5)(s + 2)], 
V, = [2,5(s2? + 6)J[s(s + 0,5)(s + 2)]: 
(b) vy = (15 — Be 0 + et) V, 
vo = (15 — 105% 4 Der) V; 
(c) v;(0) =0, v,(0*) =2,5 V; 
(o) = = IM 


NOTA: tente resolver também os problemas 13.19 e 13.21, apresentados no final deste capítulo. 


Utilização do equivalente de Thévenin 


Nesta seção, mostramos como usar o equivalente de 
Thévenin no domínio da frequência. A Figura 13.17 mos- 
tra o circuito a ser analisado. O problema é determinar a 
corrente no capacitor, quando a chave é fechada. A energia 20 0 600 a 
armazenada no circuito antes do fechamento é nula. iitas fia * 


Figura 13.17 Circuito a ser analisado utilizando equivalente 
de Thévenin no domínio da frequência. 


Para determinar i,, em primeiro lugar, construímos 
o circuito equivalente no domínio da frequência e, então, 
determinamos o equivalente de Thévenin desse circuito 
visto a partir dos terminais do capacitor. A Figura 13.18 b 
mostra o circuito no domínio da frequência. 


480 V 


Circuitos elétricos 


Figura 13.18 Modelo no domínio da frequência do circuito A tensão de Thévenin é a tensão de circuito aberto nos 


da Figura 13.17. 


terminais a, b. Sob as condições de circuito aberto, não há 
nenhuma tensão no resistor de 60 O. Daí, 


20 O 600 a 
jo (480/5)(0,0025) 480 
o . Ym="20400025 s+10 (1356) 
= 00025 Vc le>52 a 
o A impedância de Thévenin vista a partir dos terminais 
4 há aeb é igual ao resistor de 60 O em série com a combinação 
em paralelo do resistor de 20 O e do indutor de 2 mH. Assim, 
0,002s(20 80(s + 7.500 
Figura 13.19 Versão simplificada do circuito da Figura Zm = 60+ — se — lu ã ) (13.57) 
13.18, usando um equivalente de Thévenin. 20 + 0,002s s +10 


O 


80 (s + 7.500) a 


Usando o equivalente de Thévenin, reduzimos o circuito 
da Figura 13.18 ao mostrado na Figura 13.19. Ele indica que 


li + a corrente no capacitor, /,. é igual à tensão de Thévenin divi- 
480 Pe Ie(25 2x 10º dida pela impedância total em série. Assim, 
s + 10º 5 
Em 480/(s + 102) 
b rim ; —. (13.58) 
b [80(s + 7.500)/(s + 109] + [(2 X 10º)/5] 
Simplificamos a Equação 13.58 para 
6 6 
loss E = E (13.59) 
s* + 10.000s + 25 X 10 (s + 5.000) 
Da expansão por frações parciais da Equação 13.59 decorre 
—30.000 6 
= + à 13.60 
CO (s+ 5000)? s + 5.000 Soa) 
cuja transformada inversa é 
ic = (30.000re75000 + 6850000, (1) A. (13.61) 


Agora, testamos a Equação 13.61 para verificar se ela corresponde ao comportamento 
conhecido do circuito. Pela Equação 13.61, 


iX0)=64A. (13.62) 


Esse resultado está de acordo com a corrente inicial no capacitor, como calculada pelo 
circuito na Figura 13.17 A corrente inicial no indutor é igual a zero, assim como a tensão inicial 
no capacitor, portanto a corrente inicial no capacitor é 480/80, ou 6 A. O valor final da cor- 
rente é igual a zero, o que também está de acordo com a Equação 13.61. Observe também que, 
por essa equação, a corrente inverte o sinal, quando t excede 6/30.000 ou 200 us. O fato de i,. 
inverter o sinal faz sentido porque, logo que a chave é fechada, o capacitor começa a carregar. 
A certa altura, essa carga reduz-se a zero porque o indutor é um curto-circuito em t= co. À 
reversão de sinal de i,. reflete o carregamento e a descarga do capacitor. 

Vamos admitir que a queda de tensão no capacitor v,. também seja de interesse. Tão logo 
determinemos i,., determinamos v,. por integração no domínio do tempo; isto é, 


t 
vw=2ZxXIr / (6 — 30.000x )e “200 dy. (13.63) 
e 
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Embora a integração da Equação 13.63 não seja difícil, podemos evitá-la determinando, 
em primeiro lugar, a expressão para V. no domínio da frequência e, a seguir, determinando v,. 
por uma transformada inversa. Assim, 


lo 2 10 6s 


V, pre pre 
Eae e ss + 5.000)? 
12 X 10º 
E RS E 13.64 
(s + 5.000)? Lea) 
e, então, 
vc = 12X 10%e 5000 (1), (13.65) 


Deve-se verificar se a Equação 13.65 é consistente com a Equação 13.63 e se ela também 
fundamenta as observações relativas ao comportamento de i,. (veja o Problema 13.33, apre- 
sentado no final deste capítulo). 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber como analisar um circuito no domínio da frequência e saber transformar uma solução no domínio da fre- 
quência de volta para o domínio do tempo. 


13.6 A carga inicial no capacitor do circuito mostrado é nula. 
a) Determine o circuito equivalente de Thévenin, no 
domínio da frequência, visto a partir dos termi- 
naisa eb. 
b) Determine a expressão no domínio da frequência 
da corrente que o circuito fornece à carga, que 


consiste em um indutor de 1 H em série com um 


resistor de 2 0. 


Resposta: (a) Vim = V,p — [20(s + 2,4)]/s(s + 2)], 
Ar SO ro 2) 
(b) Lp, = DO(s + 2,4)]/[s(s + 3)(s + 6)]. 


NOTA: tente resolver também o Problema 13.35, apresentado no final deste capítulo. 


Circuito com indutância mútua 


O próximo exemplo ilustra como usar a 

transformada de Laplace para analisar a res- Figura 13.20 Circuito com enrolamentos magneticamente acoplados. 
posta transitória de um circuito que contém 90 A 30 20 
indutância mútua. A Figura 13.20 mostra 
o circuito. A chave liga-antes-interrompe- 
-depois permaneceu na posição a por um 
longo tempo. Em t = 0, ela passa instanta- 
neamente para a posição b. O problema é 
deduzir a expressão para i, no domínio do 
tempo. 
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Circuitos elétricos 


Começamos desenhando novamente o circuito da Figura 13.20, substituindo a chave na 
posição b e os enrolamentos magneticamente acoplados por um equivalente T do circuito.! A 
Figura 13.21 mostra o novo circuito. 


Agora, transformamos esse circuito para o domínio da frequência e observamos que 


Figura 13.21 Circuito da Figura 13.20, com os 
enrolamentos magneticamente acoplados 
substituídos por um equivalente T. 


(Li —M) (Lo —M) 
30 0H 6H 20 
BA VAVA VS 2020 INN BA VAVA VS 
T E 
b (M)32H 100% 


Figura 13.22 Circuito equivalente no domínio da frequência 
para o circuito da Figura 13.21. 


30), 6s 
AM DONO e ——AN 
[0] 2s (5) 
b 100% 
10 
e 


H(0) = e =5A, (13.66) 
(0) = 0. (13.67) 


Visto que planejamos usar a análise de malhas no 
domínio da frequência, utilizamos o circuito equivalente 
em série para um indutor que conduz uma corrente inicial. 
A Figura 13.22 mostra o circuito no domínio da frequên- 
cia. Observe que há somente uma fonte de tensão indepen- 
dente. Essa fonte aparece na perna vertical do T, para repre- 
sentar o valor inicial da corrente no indutor de 2 H, isto é, 
(0) + i(0), ou 5 A. O ramo que conduz i não possui 
nenhuma fonte de tensão, pois L|, — M=0. 

As duas equações de malha no domínio da frequência 
que descrevem o circuito na Figura 13.22 são 


Expandindo a Equação 13.70 em uma soma de frações parciais, temos 


Então, 


Figura 13.23 Gráfico de i, em função de t para o circuito da 
Figura 13.20. 


io (mA) 


t (ms) 


1 Veja o Apêndice C. 


(+29, + 287, =10 (13.68) 
251, + (12 85), — 10 (13.69) 
Explicitando [,, obtemos 

= = (13.70) 

(s + D(s + 3) 

125 125 

SIS 13.71 

2 s4+1 s+3 ( ) 
à, = 1,250" — 1,25eu(t) A. (13.72) 


A Equação 13.72 revela que i, aumenta de zero até um 
valor de pico de 481,13 mA em 549,31 ms depois de a chave 
passar para a posição b. Daí em diante, decresce exponen- 
cialmente, aproximando-se de zero. A Figura 13.23 mostra 
um gráfico de i, em função de 1. Essa resposta faz sentido 
em termos do comportamento físico conhecido dos enro- 
lamentos magneticamente acoplados. Só pode existir uma 
corrente no indutor L,, se houver uma corrente que varie 
com o tempo no indutor LÃ medida que i, diminui a par- 
tir de seu valor inicial de 5 A, i, aumenta a partir de zero e 
depois diminui à medida que i, tende a zero. 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber como analisar um circuito no domínio da frequência e saber transformar uma solução no domínio da frequên- 
cia de volta para o domínio do tempo. 


a) Verifique, pela Equação 13.72, se i, alcança um valor de pico de 481,13 mA, em t= 549,31 ms. 
b) Determine i, para o circuito mostrado na Figura 13.20, para t> 0. 
c) Calcule di,/dt, quando i, está em seu valor de pico. 
d) Expresse i, como uma função de di,/dt, quando i, está em seu valor de pico. 
e) Use os resultados obtidos em (c) e (d) para calcular o valor de pico de i,. 
Resposta: (a) di,/dt = 0, quando t= In 3 (s); 
(b)i,=2,5(€"+eu(t) A; 
(c) —2,89 A/s; 
(d) i; =—((Mdi,!dt)/12; 
(e) 481,13 mA. 


NOTA: tente resolver também os problemas 13.36 e 13.37, apresentados no final deste capítulo. 


O uso da superposição 


Uma vez que estamos analisando circuitos lineares de parâmetros concentrados, podemos 
usar o teorema da superposição para dividir a resposta em componentes que podem ser iden- 
tificados com determinadas fontes e condições iniciais. Distinguir esses componentes é funda- 
mental para usar a função de transferência, que apresentaremos na próxima seção. 


A Figura 13.24 mostra nosso circuito ilustrativo. Admi- Figura 13.24 Circuito mostrando o uso da superposição no 


timos que, no instante em que as duas fontes são aplicadas domínio da frequência. 

ao circuito, o indutor esteja conduzindo uma corrente inicial 

de p ampêres e o capacitor esteja submetido a uma tensão R, Cc 

inicial de y volts. A resposta desejada do circuito é a tensão dis | ( E 

v, no resistor R,. ; O : I E y a E (O ; 
A Figura 13.25 mostra o circuito equivalente no domí- 

nio da frequência. Optamos pelos equivalentes em paralelo E 


para Le €C porque escolhemos calcular V, usando o método 

das tensões de nó. Figura 13.25 Circuito equivalente no domínio da frequência 
Para determinar V, por superposição, calculamos o com- do circuito da Figura 13.24. 

ponente de V, decorrente da ação individual de cada fonte e, 

então, somamos os componentes. Começamos com a fonte 

a agindo sozinha. Abrir o ramo de cada uma das três fontes 

de corrente elimina-as do circuito. A Figura 13.26 mostra o R, 1/sC 


circuito resultante. Adicionamos a tensão de nó V[ para auxi- iii + F 
Ê. 
s 


liar a análise. As aspas em V, e V, indicam que eles são os 

ga ; ; sL 
componentes de V, e V, atribuíveis a V, agindo sozinha. As o 
duas equações que descrevem o circuito na Figura 13.26 são = 


Ve 
Rr (13.73) 


La 
=+— + 1—sCV) = 
[a Sa sei sCV) 
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Figura 13.26 Circuito da Figura 13.25, 


quando a fonte A age sozinha. 


V, (O sSLÍV)  V$R 


1 
—sCV4 + [x + ses = 0. (13.74) 
2 
Por conveniência, introduzimos a notação 
1 1 
Yi +H— +5C€; 13.75 
u Ri GE se, ( ) 
FC (13.76) 
1 
Y%» => +5€. (13.77) 
R, 


Substituindo as equações 13.75-13.77 nas equações 13.73 e 13.74, obtemos 


HiVi + YoVo = Vy/Ri, (13.78) 


KoVi + KoV5 = 0. (13.79) 


Explicitando V3 nas equações 13.78 e 13.79, temos 


Do —Xyo/Ri 


5=>DD—— (13.80) 
Yuiko — YE É 


Quando a fonte de corrente 7 q age sozinha, o circuito da Figura 13.25 reduz-se ao mos- 
trado na Figura 13.27, Aqui, V7 e V5 são os componentes de V, e V, resultantes da ação da 
fonte 1 e Se usarmos a notação apresentada nas equações 13.75-13.77, as duas equações de ten- 
sões de nó que descrevem o circuito da Figura 13.27 são 


YiV! + YoVi = 0 (13.81) 


KV + RV sl (13.82) 


Explicitando V5 nas equações 13.81 e 13.82, obtemos 


Figura 13.27 Circuito da Figura 13.25, quando a 


fonte k age sozinha. 


R4 1/s€ 


AMA, === 


Figura 13.28 Circuito da Figura 13.25, alimentado 


pela corrente inicial do indutor. 


Rj 1/s€ 


Mr + oe 


e Yi 
2 Tl e 
Yiho — Yô 


Para determinar o componente de V, resultante da energia 


(13.83) 


mr 


inicial armazenada no indutor (V5”), temos de resolver o circuito 
da Figura 13.28, no qual 


KVT + YoV3 = —p/s, (13.84) 
YoV! + YoVY = 0. (13.85) 
Assim 
Y5/s 
vZ = ta/ (13.86) 


— A, 
Hb — Fã 


Pelo circuito da Figura 13.29, determinamos o componente 
de V(V5"), resultante da energia inicial armazenada no capaci- 
tor. As equações de tensões de nó que descrevem esse circuito são 


boi e + YoV?” = YyC, (13.87) 
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YoVi” + BoVy = —yC. (13.88) 


mr 


Explicitando V5”, temos 
= + Fo)C 


V7” = (13.89) 
YuY» — Yi 
A expressão para V, é 
Figura 13.29 Circuito da Figura 13.25, alimentado 
Lh=N+V2+V7+V% apenas pela tensão inicial do capacitor. 
C. 
 —Yu/Rj) XY ã Y 
Yao — Yi É Mo — Yi É 
Ri 1/s€C 
Yo/s —C(Y, + Y AMA ——& 4 
12/ dé Mi 12) (13.90) a IC E 


KH» — YZ Yi», — Y7 
11122 12 11?22 12 sLAvir vr$ R, 


Podemos determinar V, sem usar a propriedade de super- — 0 — 


posição, resolvendo as duas equações de tensões de nó que des- E lá 
crevem o circuito da Figura 13.25. Assim, 
Ve p 
XV +Yh= +9C-—+, (13.91) 
Ri s 
YoV + YoV,=1,—7€. (13.92) 


Deve-se verificar, no Problema 13.42, que a solução das equações 13.91 e 13.92, para V,, é 
a mesma que a da Equação 13.90. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber como analisar um circuito no domínio da frequência e saber transformar uma solução no domínio da frequên- 
cia de volta para o domínio do tempo. 


13.8 A energia armazenada no circuito mostrado é nula, no instante em que as duas fontes são ligadas. 


a) Determine o componente de v, para t > 0, decorrente da fonte de tensão. 
b) Determine o componente de v, para t > 0, decorrente da fonte de corrente. 
c) Determine a expressão para v, quando t > 0. 


Resposta: (a) [(100/3)e2 — (100/3)e 8Ju(t) V; O 
(b) [(50/3)e2! — (50/3)e8Ju(t) V; a 


(c) [5002 506 u(t) V. ao és 125H3 v 


NOTA: tente resolver também o Problema 13.43, apresentado no final 
deste capítulo. 


13.4 Função de transferência 


A função de transferência é definida como a razão, no domínio da frequência, entre a 
transformada de Laplace da saída (resposta) e a transformada de Laplace da entrada (fonte). 
No cálculo da função de transferência, restringimos nossa atenção a circuitos nos quais todas 
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as condições iniciais são nulas. Se um circuito tiver múltiplas fontes independentes, poderemos 
determinar a função de transferência para cada fonte e usar a propriedade de superposição 
para determinar a resposta para todas as fontes. 


A função de transferência é 


Y(s) 


Definição de > Hs) = x)" 


uma função de 
transferência 


(13.93) 


em que Y(s) é a transformada de Laplace do sinal de saída e X(s) é a transformada de Laplace 
do sinal de entrada. Observe que a função de transferência depende do que é definido como 
sinal de saída. Examine, por exemplo, o circuito em série da Figura 13.30. Se a corrente for defi- 
nida como a resposta do circuito, 


Figura 13.30 Circuito ALC em série. He Ro. 1 o sC (13.94) 
a A w R+SL AIC sSLC+RC + 

AoA + Ao deduzirmos a Equação 13.94, consideramos que 1 corresponde 

iz O d nose à saída, Y(s), e V, corresponde à entrada, X(s). 

s fe 
E T Se a tensão no capacitor for definida como o sinal de saída do cir- 
= cuito da Figura 13.30, a função de transferência será 
V 1/s€ 1 

H(s) = / (13.95) 


V R+ASL+1/SC SLC+RCs +1' 


Desse modo, como os circuitos podem ter múltiplas fontes e como a definição do sinal de 
saída pode variar, um único circuito pode gerar muitas funções de transferência. Lembre-se 
de que, quando múltiplas fontes estão envolvidas, nenhuma função de transferência por si só 
pode representar a saída total — para obter a resposta total, funções de transferência associa- 
das a cada fonte devem ser combinadas usando-se a superposição. O Exemplo 13.1 ilustra o 
cálculo de uma função de transferência para valores numéricos conhecidos de R,L e €. 


EXEMPLO 13.1 Dedução da função de transferência de um circuito. 


A fonte de tensão v ; alimenta o circuito da Figura 13.31. Figura 13.31 Circuito para o Exemplo 13.1. 
O sinal de resposta é a tensão no capacitor, v,. 


1.000 O 
a) Calcule a expressão numérica para a função de Mr º 
A º + 
transferência. 250 0 
b) Calcul 1 Sri I do DE IuF do 
) Calcule os valores numéricos para os polos e zeros da somH 
função de transferência. = 
e 


Solução 


a) A primeira etapa na determinação da função de transferência é construir o circuito equivalente 
no domínio da frequência, como mostra a Figura 13.32. Por definição, a função de transferência é 
a razão V./V, q que pode ser calculada por uma única equação de tensões de nó. Somando as cor- 
rentes que saem do nó superior, obtemos 


Vo — Va Z Vos 


+ = sf, 
1.000 250 +0,05s 109 
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Explicitando V, temos 


1.000(s + 5.000)V, 
s? + 6.0005 + 25 X 109" 


(0) 


Portanto, a função de transferência é 


A 1.000(s + 5000) 
Big = E 
Ve 52 + 6.0005 +25 X 10 


b) Os polos de H(s) são as raízes do polinômio do deno- 
minador. Portanto, Figura 13.32 Circuito equivalente no domínio da 


frequência para o circuito da Figura 13.31. 
—p, =3.000 — 4.000, ea 
AMA, e e 
—p, = —3.000 + ;4.000. 
Pa 4 250 02 [ i 
j Cone V 10º vV 
Os zeros de H(s) são as raízes do polinômio do nume- R 0.05s s 
rador; assim, H(s) tem um zero em = 
e e 


—2, = 5.000. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 3 Entender a definição e o significado da função de transferência; saber determinar uma função de transferência. 


13.9a) Determine a expressão numérica para a função de 


transferência vs para o circuito mostrado. 20 


b) Calcule o valor numérico de cada polo e de cada zero kz O 
de H(s). Ds! 
Resposta: (a) H(s) = 10(s + 2)/(s? + 2s +10); 
(j=2=+lar Bom IB 


NOTA: tente resolver também o Problema 13.52, apresentado no final deste capítulo. 


A localização de polos e zeros de H(s) 


Para circuitos lineares de parâmetros concentrados, H(s) é sempre uma função racional 
de s. Polos e zeros complexos sempre aparecem em pares conjugados. Os polos de H(s) devem 
estar na metade esquerda do plano s para que a resposta a uma fonte limitada (cujos valores 
encontram-se dentro de limites finitos) seja finita. Os zeros de H(s) podem estar na metade 
direita ou na metade esquerda do plano s. 

Tendo em mente essas características gerais, a seguir discutimos o papel que H(s) desem- 
penha na determinação da função resposta. Começamos com a técnica da expansão por fra- 
ções parciais para determinar y(t). 
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13.5 Função de transferência em expansões por 
frações parciais 


Pela Equação 13.93, podemos escrever a saída do circuito como o produto da função de 
transferência pelo sinal de entrada: 


Y(s) = H(S)X(S). (13.96) 


Já observamos que H(s) é uma função racional de s. Uma consulta à Tabela 13.1 mostra 
que X(s) também é uma função racional de s para os sinais de entrada de maior interesse em 
análise de circuitos. 

Expandindo o lado direito da Equação 13.96 em uma soma de frações parciais, obtemos 
um termo para cada polo de H(s) e X(s). Lembre-se de que, no Capítulo 12, vimos que polos 
são as raízes do polinômio do denominador; zeros são as raízes do polinômio do numerador. 
Os termos gerados pelos polos de H(s) dão origem ao componente transitório da resposta 
total, ao passo que os termos gerados pelos polos de X(s) dão origem ao componente de 
regime permanente da resposta. Aqui, resposta de regime permanente significa aquela que 
existe depois de os componentes transitórios terem se tornado desprezíveis. O Exemplo 13.2 
ilustra essas observações gerais. 


EXEMPLO 13.2 Análise da função de transferência de um circuito. 


O circuito no Exemplo 13.1 (Figura 13.31) é alimentado por uma fonte de tensão cujo valor aumenta 
linearmente com o tempo, ou seja, v, = S0tu(1). 


a) Use a função de transferência para determinar v,. 

b) Identifique a componente transitória da resposta. 

c) Identifique a componente de regime permanente da resposta. 
d) Faça um gráfico de v,, para) = t = 1,5 ms. 

Solução 

a) Pelo Exemplo 13.1, 


— 1.000(s + 5.000) 
s? + 6.000s + 25 X 10º 


H(s) 


A transformada da tensão de alimentação é 50/s?; portanto, a expressão no domínio da frequência 
para a tensão de saída é 


 1.000(s + 5.000) 50 
(s2 + 6.0005+ 25 X 10º) 7 


o 


A expansão por frações parciais de V, é 


K, E Es. 


V = + + 
ºs+3.000-;4000 s+3.000+;4.000 2 ss 


Avaliamos os coeficientes K,, K, e K, usando as técnicas descritas na Seção 12.7: 


Capítulo 13 e A transformada de Laplace na análise de circuitos 5483 


Kij=5V3 X 1027990; 
Kj=5V5 XxX 10/=79,70º, 
K, E 10, 


Kk,;= 4 X 107. 


A expressão no domínio do tempo para v, é 


vo = [105 X 10“ 3Nicos (4.000t+ 79,70") 


—A4 
+ 10% — 4 X 10 Ju(t) V. Figura 13.33 Gráfico de v, para o Exemplo 13.2. 


b) A componente transitória de v, é vo (MV) 


1045 X 1042 cos (4.0001+ 79,70"). 16 


E 14 — 
Observe que esse termo é gerado pelos polos 


(-3.000 + 4.000) e (3.000 — ;4.000) da função de 12 


transferência. ê 
c) O componente de regime permanente da resposta é 
(10t— 4X 10"Du(t). 
6 E 
Esses dois termos são gerados pelo polo de segunda 
ordem (K'/s?) da tensão de alimentação. Ar 
d) A Figura 13.33 mostra o gráfico de v, em função de t. 2H 


Observe que o desvio da solução de regime perma- E a E E 
nente 10.000t — 0,4 mV é imperceptível depois de 0 02 04 0,6 08 10 12 14 
aproximadamente 1 ms. 


t (ms) 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Saber como usar a função de transferência de um circuito para calcular sua resposta ao impulso, ao degrau 
unitário e seu regime permanente senoidal. 


13.10 Determine (a) a resposta ao degrau unitário e (b) a resposta ao impulso unitário do circuito do Pro- 
blema para avaliação 13.9. 
Resposta: (a) [2 + (10/3)e* cos (3t + 126,87) Ju(t) V; 
(b) 10,54e”! cos (3t — 18,43 Ju(t) V. 


13.11 A resposta ao impulso unitário de um circuito é v, (1) = 10.000€ 7 cos (240t + 6) V, em que tg g — X 


a) Determine a função de transferência do circuito. 
b) Determine a resposta ao degrau unitário do circuito. 


Resposta: (a) 9.600s/(s2 + 140s + 62.500); 
(b) 40e 7” sen 240t V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 13.77(a) e (b), apresentados no final deste capítulo. 
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Observações sobre o uso de H(s) em análise de circuitos 


O Exemplo 13.2 mostra claramente, por meio de uma expansão por frações parciais, como 
a função de transferência H(s) está relacionada com a resposta de um circuito. Todavia, o 
exemplo levanta questões sobre a praticidade de alimentar um circuito com uma tensão tipo 
rampa ascendente, que gera uma resposta do tipo rampa ascendente. A certa altura, os com- 
ponentes do circuito vão se danificar por causa de uma tensão excessiva em seus terminais e, 
quando isso acontecer, nosso modelo linear deixará de ser válido. A resposta à rampa é de 
interesse em aplicações práticas nas quais o sinal aplicado aumenta até um valor máximo den- 
tro de um intervalo de tempo finito. Se o tempo para atingir esse valor máximo for longo, em 
comparação com as constantes de tempo do circuito, a solução para a rampa de duração infi- 
nita é válida para esse intervalo de tempo finito. 

Façamos duas observações adicionais referentes à Equação 13.96. Em primeiro lugar, 
vamos examinar a resposta do circuito a um sinal retardado. Se a entrada for retardada em a 
segundos, 


Plx(t — adult — a)h = e CX(s), 
e, pela Equação 13.96, a resposta torna-se 
Y(s) = H(s)X(s)e “s. (13.97) 
Se y(t) = LIL H(s)X (s)), então, pela Equação 13.97, 
v(t — aJu(t — a) = LH H(S)X (5). (13.98) 


Portanto, atrasar a entrada em a segundos simplesmente atrasa a função resposta em a 
segundos. Um circuito que exiba essa característica é denominado invariante no tempo. 

Em segundo lugar, se uma fonte de impulso unitário alimentar o circuito, a resposta do 
circuito será igual à transformada inversa da função de transferência. Assim, se 


x(t) = ó(t), então X(s) = 1 


Y(s) = H(s). (13.99) 
Daí, pela Equação 13.99, 
v(0) = Ab), (13.100) 


em que a transformada inversa da função de transferência é igual à resposta do circuito ao 
impulso unitário. Observe que essa é também a resposta natural do circuito, pois a aplicação 
de uma fonte impulsiva é equivalente a armazenar instantaneamente energia no circuito (veja 
a Seção 13.8). O fornecimento subsequente dessa energia armazenada dá origem à resposta 
natural (veja o Problema 13.82). 

Na verdade, a resposta ao impulso unitário, A(t), contém informação suficiente para cal- 
cularmos a resposta para qualquer fonte que alimente o circuito. A integral de convolução é 
usada para calcular a resposta de um circuito a uma fonte arbitrária, como demonstraremos 
na próxima seção. 
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13.6 Função de transferência e integral de convolução 


A integral de convolução relaciona a saída y(t) de um circuito linear invariante no tempo 
com sua entrada x(t) e a resposta h(t) do circuito ao impulso. A relação integral pode ser 
expressa de dois modos: 


y(1) = fumos —- Nda= / a” — Ax(AJdA. 


—0 


(13.101) 


Estamos interessados na integral de convolução por diversas razões. Primeiro, ela nos per- 
mite trabalhar inteiramente no domínio do tempo, e isso pode ser útil em situações nas quais 
x(t) e A(t) são conhecidas apenas por meio de dados experimentais. Nesses casos, o método da 
transformada pode ser inconveniente ou até impossível, porque exigiria que calculássemos a 


transformada de Laplace de dados experimentais. Segundo, 
a integral de convolução introduz, na análise de circuitos, os 
conceitos de memória e a função peso. Mostraremos que o con- 
ceito de memória nos permite examinar a resposta ao impulso 
(ou função peso), A(t), e prever, até certo ponto, o quanto a 
forma de onda da saída reproduzirá a forma de onda da 
entrada. Por fim, a integral de convolução proporciona um pro- 
cedimento formal para determinar a transformada inversa de 
produtos de transformadas de Laplace. 

Bascamos nossa dedução da Equação 13.101 na pre- 
missa de que o circuito seja linear e invariante no tempo. 
Como o circuito é linear, o princípio da superposição é válido 
e, como ele é invariante no tempo, o atraso da saída é igual 
ao atraso da entrada. Agora, analise a Figura 13.34, em que 
o bloco que contém A(t) representa qualquer circuito linear 
invariante no tempo, cuja resposta ao impulso é conhecida, 
x(t) representa o sinal de entrada e y(t) representa o sinal de 
saída desejado. 

Admitimos que x(t) seja um sinal de alimentação gené- 
rico, mostrado na Figura 13.35(a). Por conveniência, admiti- 
mos também que x(t) = O para t < 07. Assim que examinar- 
mos a dedução da integral de convolução assumindo x(t) = 
O para t< 0", ficará clara a possibilidade da extensão da inte- 
gral para incluir sinais de entrada que não obedeçam a essa 
restrição. Observe também que permitimos uma desconti- 
nuidade em x(t) na origem, isto é, um degrau entre 07 e 07. 

Agora, aproximamos x(t) por uma série de pulsos 
retangulares de largura uniforme AA, como mostra a Figura 


13.35(b). Assim, 
O) =D +x (0) + ta), (13.102) 


em que x (t) é um pulso retangular igual a x(A,), entre À, e À, 
e nulo em todos os outros pontos. Observe que o pulso de 
ordem i pode ser expresso em termos de funções degrau; isto é, 


x(0) =(A)tu(t— A) — ult— (A, + AN. 


Figura 13.34 Diagrama de bloco de um circuito genérico. 


x(t) h(t) 


> y(t) 


Figura 13.35 Sinal de alimentação x(t). (a) Sinal de 
alimentação genérico. (b) Aproximação 
de x(t) por uma série de pulsos. 

(c) Aproximação de X(?) por uma série de 


impulsos. 
x(t) 
t 
0 
(a) 
x(£) |x(A1) 
x(A 
EO) = “(3 
x(Ao) 
t 
Mol A do Às A; 
(b) 
()| 999 > 
VV Yy 
DMD 3 
J x 
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A próxima etapa na aproximação de x(t) é fazer AA pequeno o suficiente para que a com- 
ponente de ordem i possa ser aproximada por uma função impulso de intensidade x(A )AA. A 
Figura 13.35(c) mostra a representação do impulso, sendo que a intensidade de cada impulso 
é mostrada entre colchetes, ao lado de cada seta. A representação de x(t) por uma série de 
impulsos é 


x(8) =x) AMO — As) alA,) MADE A) + ++» 

Figura 13.36 Aproximação de y(t). (a) Resposta ao 

impulso do circuito da Figura 13.34. (b) PA) DAS Ap (13.103) 
Soma das respostas ao impulso. 

' Agora, quando x(t) é representada por uma série de fun- 
(1) ções impulso (que ocorrem a intervalos de tempo igualmente 
espaçados, isto é, a A, À,, À... ), a função resposta y(t) con- 
siste na soma de uma série de respostas ao impulso uniforme- 


mente retardadas. A intensidade de cada resposta depende 


0 (aj da intensidade do impulso que alimenta o circuito. Por exem- 
plo, vamos admitir que a resposta ao impulso unitário do cir- 
(8) cuito contido na caixa da Figura 13.34 seja a função exponen- 


DÊ ae ; à : 
A Aproximação de y(t) cial decrescente da Figura 13.36(a). Então, a aproximação de 
/ x 


E v(t) é a soma das respostas ao impulso mostrada na Figura 
á 13.36(b). 


= | Analiticamente, a expressão para y(t) é 


(1) = x(AQAMh(t — 9) + x(ADAAh(E — À) 


Ao M À, As us + x(A) AAh(t = Ao) +... 
(b) 
EXAMES A) 4d (13.104) 


À medida que AA — 0, o somatório na Equação 13.104 aproxima-se de uma integração 
contínua, ou 


Se(agh( — A)AA > [xana — AJ dA. (13.105) 
i=0 0 
Portanto, 
v(t) = [xana — AJdA. (13.106) 
0 


Se x(t) existir durante todo o tempo, então o limite inferior na Equação 13.106 se tornará 
— oo; assim, de modo geral, 


»(1) = fesana — Naa, (13.107) 


que é a segunda forma da integral de convolução dada na Equação 13.101. Deduzimos a pri- 
meira forma da integral pela Equação 13.107 fazendo uma mudança de variável de integração. 
Fazemos u=t— À,e, então, observamos que du =—dA, u=— co quando À =oo, e u=Hoo quando 
A=-— oo. Agora, podemos escrever a Equação 13.107 como 


00 


vo = [ eba da, 
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ou 


00 


y() = fo = tita (13.108) 


Contudo, como u é apenas um símbolo de integração, a Equação 13.108 é equivalente à 
primeira forma da integral de convolução, Equação 13.101. 

A relação integral entre y(t), A(t) e x(t), expressa na Equação 13.101, frequentemente é 
escrita em notação abreviada: 


v() = A(t) * x(t) = x(t) * A(t), (13.109) 


em que o asterisco significa a convolução entre A(t) e x(t). Assim, A(t) * x(t) é lida como “con- 
volução de A(t) com x(t)” e implica que 


oo 


h(1) * x(1) = fon — Naa, 


ao passo que x(t) * A(t) é lida como “convolução de x(t) com A(t)” e implica que 


oo 


x(0) * A(b) = fon = dd 


As integrais da Equação 13.101 expressam a relação mais geral de convolução de duas 
funções. Todavia, em nossas aplicações da integral de convolução, podemos mudar o limite 
inferior para zero e o limite superior para t. Então, podemos escrever a Equação 13.101 como 


y(1) = / HA —- Ndi= / ht — da. (13.110) 


Alteramos os limites por duas razões. A primeira é que, para circuitos realizáveis fisica- 
mente, A(t) é igual a zero para t < 0. Em outras palavras, não pode haver nenhuma resposta ao 
impulso antes da aplicação de um impulso. A segunda é que começamos a medir o tempo no 
instante em que o sinal x(t) é aplicado; assim, x(t) = O para t< 07. 

Uma interpretação gráfica das integrais de convolução contidas na Equação 13.110 é 
importante na utilização da integral como uma ferramenta de cálculo. Começamos com a 
primeira integral. Admitamos, por exemplo, que a resposta ao impulso de nosso circuito seja 
a função exponencial decrescente mostrada na Figura 13.37(a) e que o sinal aplicado tenha 
a forma de onda mostrada na Figura 13.37(b). Em cada uma dessas representações gráficas, 
substituímos t por À, uma variável de integração. Substituir À por —A simplesmente reflete o 
sinal aplicado no eixo vertical, e substituir —A por t — À faz a função refletida deslocar-se para 
a direita. Veja as figuras 13.37(c) e (d). Essa operação de refletir deu origem ao termo convolu- 
ção. Em qualquer valor especificado de t, a função resposta y(t) é a área sob a função produto 
h(A)x(t — A), como mostra a Figura 13.37(e). Essa representação gráfica deve tornar evidente a 
razão por que o limite inferior da integral de convolução é igual a zero e o limite superior é t. 
Para ÀA<0,o produto A(A)x(t— À) é nulo porque A(A) é nulo. Para À > t,o produto h(A)x(t — À) 
é nulo porque x(t — À) é nulo. 

A Figura 13.38 mostra a segunda forma da integral de convolução. Observe que a função pro- 
duto na Figura 13.38(e) confirma a utilização de zero para o limite inferior e t para o limite superior. 

O Exemplo 13.3 ilustra como usar a integral de convolução, em conjunto com uma res- 
posta ao impulso unitário, para determinar a resposta de um circuito. 
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Figura 13.37 Interpretação gráfica da integral de convolução Figura 13.38 Interpretação gráfica da integral de convolução 
Joh(A et — AJdA. (a) Resposta ao impulso. (b) Sinal font — Ax(A) dA. (a) Resposta ao impulso. 
de entrada. (c) Sinal de entrada refletido. (d) Sinal (b) Sinal de entrada. (c) Resposta ao impulso refletida. 
de entrada refletido e deslocado de tunidades. (e) O (d) Resposta ao impulso refletida e deslocada de t 
produto h(A)x(t— À). unidades. (e) O produto h(t— A)x(A). 
h(A) h(A) 
A A 
À À 
0 0 
(a) (a) 
x(A) x(A) 
M M 
À 
i a ne 0 nm T2 E 
(b) (b) 
—A 
x(A) h(=A) 
nd A 


(d) (d) 
h(A)x(t — À) 


EXEMPLO 13.3 Utilização da integral de convolução para determinar um sinal de saída 


A tensão de excitação v, do circuito da Figura 13.39(a) | Figura 13.39 Circuito e tensão de excitação para o 


é mostrada na Figura 13.39(b). Exemplo 13.3. (a) Circuito. (b) Tensão de 
, . alimentação. 
a) Use a integral de convolução para determinar v,. 16 
v; 
b) Faça um gráfico de v, na faixa0 = 1 = 15s. df + 
Solução v; (O 1 0% vo 20V 
a) A primeira etapa na utilização da integral de convo- = (s) 


lução é determinar a resposta ao impulso unitário do 
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circuito. Obtemos a expressão para V, pelo equi- 
valente do circuito da Figura 13.39(a) no domínio 
da frequência: 


Quando v, é um impulso unitário ó(t), 
v=hy)=e'ul), 
em que 


A(A) = eu(A). 


Usando a primeira forma da integral de convo- 
lução da Equação 13.110, construímos os gráfi- 
cos da resposta ao impulso e da função excita- 
ção refletida da Figura 13.40, que são úteis para 
selecionar os limites da integral de convolução. 
Para deslocar o sinal de entrada refletido para a 
direita, dividimos o intervalo de integração em 
três partes:0 <= 1=5;5=t=1I0ecl0=t=o. 
As mudanças de inclinação na função de excita- 
ção em 0,5 e 10 s impõem a divisão do intervalo 
de integração. A Figura 13.41 mostra a forma da 
função de excitação refletida para cada um des- 
ses intervalos. A expressão analítica para v, no 
intervalo O =t=5é 


v=4,0=1=5s. 


Assim, a expressão analítica para a entrada refle- 
tida,no intervalot—5 = A =té 


VEM AG ALI SEASE 


Agora, podemos estabelecer as três expressões da 
integral para v .Para0=t=5s: 


t 
vo = / 4t — Ne “dA 
0 


=4€!+1—1)V. 
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Figura 13.40 Resposta ao impulso e a excitação refletida 
para o Exemplo 13.8. 


1.0 


=) 


h(a) 


Resposta ao impulso 


Excitação refletida 


Figura 13.41 Deslocamento de v (t— À) para três 
intervalos de tempo diferentes. 


h() 
1,0 
À 
0 
v(t— À) 
— 20 
O<t<5 
À 
(t-10) (t- 5) 0 t 5 10 
v(t— A) 
20 
5=<t<10 
À 
(1-10) 0[(t-5)5 + 10 
v(t— A) 
20 — 
l0=<t=<o 
À 
O (t—10)5 (1-5)10 + 
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Para5 =t=10s, 


t—S t 
vo = q 20e dA + / 4(t — Ne dh 
0 t 


=5 
=45+e'-etDv. 


E paral0=<t=os, 


t—S t 
vo = / 20e dA + / 4(t — Ne" dh 
t t 


—10 =s 


=4(e' — et) + se (ID v. 


b) Calculamos v, para intervalos de tempo de 1 s, usando a equação adequada. Os resultados são 
apresentados na Tabela 13.2 e representados em gráfico na Figura 13.42. 


Figura 13.42 Resposta de tensão para o Exemplo 13.3. Tabela 13.2 Valores numéricos de v(?) 
to(V) 
1 1,47 9 19,93 
2 4,54 10 19,97 
3 8,20 1 735 
4 12,07 12 2,10 
5 16,03 13 0,99 
6 18,54 14 0,37 
7 19,56 15 0,13 
8 19,80 


NOTA: avalie sua compreensão a respeito da convolução tentando resolver os problemas 13.52 e 13.60, apresentados no final deste capítulo. 


Os conceitos de memória e a função peso 


No início desta seção, mencionamos que a integral de convolução envolve os conceitos de 
memória e de função peso na análise de circuitos. A interpretação gráfica da integral de convo- 
lução é o modo mais fácil de começar a entender esses conceitos. Podemos observar a reflexão 
e o deslocamento do sinal de entrada em uma escala temporal caracterizada como passado, 

presente e futuro. O eixo vertical, no qual o sinal de entrada 


Figura 13.43 Valores passado, presente e futuro do sinal x(t) é refletido, representa o valor presente; valores passados 
aeRAda de x(t) encontram-se à direita do eixo vertical e valores futu- 
v(t— À) ros, à esquerda. A Figura 13.43 ilustra essa abordagem. Como 


Fut , 1) exemplo, usamos o sinal de entrada do Exemplo 13.3. 
uturo (acontecera 
Quando combinamos as visões do passado, presente e 


futuro de x(t — 7) com a resposta a um impulso do circuito, 


Presente 


Passado (aconteceu) isca 
' vemos que esta atribui peso a x(t) de acordo com valores pre- 


(= 10) (1-5) 0 sentes e passados. Por exemplo, a Figura 13.41 mostra que a 
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resposta a um impulso, no Exemplo 13.3, atribui peso menor 
a valores passados de x(t) do que ao valor presente. Em 
outras palavras, o circuito retém cada vez menos informa- 
ção sobre os valores passados da entrada. Assim, na Figura 
13.42, v, aproxima-se rapidamente de zero quando o valor 
presente da entrada é igual a zero (isto é, quando t > 10 s). 
Ou seja, como o valor presente da entrada recebe mais peso 
do que os valores passados, a saída aproxima-se rapidamente 
do valor presente da entrada. 

A multiplicação de x(t — À) por A(A) é a razão pela qual 
chamamos a resposta a um impulso de função peso do circuito. 
Por sua vez, a função peso determina a memória do circuito. 
Memória é a proporção em que a resposta do circuito retém os 
valores passados de sua entrada. Por exemplo, se a resposta a 
um impulso, ou função peso, for uniforme, como mostrado na 
Figura 13.44(a), ela atribui peso igual a todos os valores de x(t), 
passados e presentes. Tal circuito tem uma memória perfeita. 
Todavia, se a resposta a um impulso for uma função impulso, 
como mostra a Figura 13.44(b), ela não atribui nenhum peso 
aos valores passados de x(t). Tal circuito não tem memória. 
Assim, quanto mais memória um circuito tiver, mais distorção 
haverá entre a forma de onda do sinal de entrada e a forma de 
onda do sinal de saída. Podemos mostrar essa relação, admi- 
tindo que o circuito não tenha memória, isto é, A(t) = Ad(t), e, 
então, observando pela integral de convolução que 


y(1) = / h(Ax(t — AJdA 


— H Adate — NdaA 
0 


= Ax(t). (13.111) 


Figura 13.44 Funções peso. (a) Memória perfeita. 
(b) Nenhuma memória. 


A(t) 


(b) 
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Figura 13.45 Formas de onda de entrada e saída para o 


Exemplo 13.3. 


2 4 6 8 10 12 14 


A Equação 13.111 mostra que, se o circuito não tiver nenhuma memória, a saída será a 


entrada multiplicada por um fator de escala. 


O circuito mostrado no Exemplo 13.3 ilustra a distorção entre entrada e saída para um 
circuito que tem alguma memória. Essa distorção é clara quando traçamos as formas de onda 


de entrada e saída no mesmo gráfico, como na Figura 13.45. 


13.7 Função de transferência e resposta de regime 


permanente senoidal 


Uma vez calculada a função de transferência de um circuito, não precisamos mais realizar 


uma análise fasorial em separado do circuito para determinar sua resposta de regime perma- 


nente. Em vez disso, usamos a função de transferência para relacionar a resposta de regime 


permanente com a entrada senoidal. Em primeiro lugar, admitimos que 


x(t) = A cos(wt + db), 


(13.112) 


t(s) 
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e, então, usamos a Equação 13.96 para determinar a solução de regime permanente de y(t). 
Para determinar a transformada de Laplace de x(t), primeiro escrevemos x(t) como 


x(t) = A cos wtcos &— A sen wt sen & (13.113) 


da qual temos 
* (Acosg)s - (Asend)u 


2 +o 2 + ow 


X(s) 


= A(scos& — wsen db) 


2 + q? 


(13.114) 


Substituindo a Equação 13.114 na Equação 13.96, obtemos a expressão para a resposta no 
domínio da frequência: 
A(scos& — w seng) 


HH aaa 


(13.115) 


Agora, analisamos a expansão da Equação 13.115 por frações parciais. O número de ter- 
mos da expansão depende do número de polos de H(s). Como H(s) não é especificada, além 
do fato de ser a função de transferência de um circuito fisicamente realizável, a expansão da 
Equação 13.115 é 


K Ki 
Yg)=—+ + —1 
s—juo s+Jjw 


+ bs dos termos gerados pelos polos de H(s). (13.116) 


Na Equação 13.116, os dois primeiros termos resultam dos polos conjugados complexos 
do sinal de entrada; isto é,s? + w? = (s — jw)(s + jw). Contudo, os termos gerados pelos polos de 
H(s) não contribuem para a resposta de regime permanente de y(t), porque todos esses polos 
encontram-se na metade esquerda do plano s; dessa forma, os termos correspondentes no domí- 
nio do tempo aproximam-se de zero à medida que t aumenta. Assim, os dois primeiros termos 
do lado direito da Equação 13.116 determinam a resposta de regime permanente. O problema 
é reduzido à determinação do coeficiente K, da fração parcial: 


= H(s)A(scosp — wsend) 


s +jo s=jw 


K, 


— H(Gjw)AGocosp — wseng) 
= 2jw 


— H(jw)A(cosb + jsend) 1... 
5 5 H ue”. (13.117) 


De modo geral, H(jw) é uma quantidade complexa, o que reconhecemos escrevendo-a em 
forma polar; assim, 


H(jw) = IH(joled), (13.118) 


Observe pela Equação 13.118 que ambos, o módulo, |H(jw)|, e o ângulo de fase, 9(w), da 
função de transferência variam com a frequência w. Quando substituímos a Equação 13.118 na 
Equação 13.117, a expressão para K, torna-se 


A E 
Kiss LH (jo) leio), (13.119) 
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Obtemos o regime permanente de y(t) executando a transformada inversa da Equação 
13.116 e, no processo, ignorando os termos gerados pelos polos de H(s). Assim, 


Vl) = AlH(jw)| cos [wt + & + O(0)], (13.120) « Resposta 
de regime 
expressão que indica como usar a função de transferência para determinar a resposta de regime permanente 
permanente senoidal de um circuito. A amplitude da resposta é igual à amplitude da fonte, 4, — senoidal, 


vezes o módulo da função de transferência, |H(jw)|. O ângulo de fase da resposta, & + 9(w), calculada 
é igual ao ângulo de fase da fonte, 4, mais o ângulo de fase da função de transferência, 9(w). : tah 
unção de 


Avaliamos ambos, |H(jw)| e 9(w), na frequência da fonte, w. Pp 
. ” eo nas . ransterencia 
O Exemplo 13.4 ilustra como usar a função de transferência para determinar a resposta 


de regime permanente senoidal de um circuito. 


EXEMPLO 13.4 Utilização da função de transferência para determinar a resposta de regime permanente senoidal. 


O circuito do Exemplo 13.1 é mostrado na Figura 13.46. A fonte de tensão senoidal é 120 cos (5.000t 
+ 30º) V. Determine a expressão do regime permanente para v,. 

Solução 

Pelo Exemplo 13.1, 


1.000(s + 5.000) 
s? + 6.000s+ 25 * 10º" 


H(s) = 


A frequência da fonte de tensão é 5.000 rad/s; então, avaliamos H(s) em H(j5. 000): 


; 1.000(5.000 + ;5.000) 
H(;5.000) = ETR E 
—25 * 10º + 5.000(6.000h- 25 X 10 
1l+al 1-7; 2 Figura 13.46 Circuito para o Exemplo 13.4. 
Emi Ho va AsÉ: g p p 
i6 6 po 1.000 Q 
ANA o 
+ 
Então, pela Equação 13.120, aan) [ 
O) 1 uF Vo 
120)V2 50 mH 
a CE cos (5.0001 + 30º — 45º) = 


= 20V2. cos (5.000t— 15º) V. 


Saber usar a função de transferência para calcular a resposta de regime permanente senoi- 
dal de um circuito é importante. Observe que, se conhecermos H(jw), conheceremos também 
H(s), pelo menos teoricamente. Em outras palavras, podemos inverter o processo; em vez de 
usarmos H(s) para determinar H(jw), usamos H(jw) para determinar H(s). Conhecida H(s), 
podemos determinar a resposta para outras formas de onda das fontes de alimentação. Nessa 
perspectiva, determinamos experimentalmente H(jw) e, então, pelo resultado, construímos 
H(s). Na prática, essa abordagem experimental nem sempre é possível; contudo, em alguns 
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casos, proporciona realmente um método útil para determinar H(s). Em teoria, a relação entre 
H(s) e H(jw) estabelece uma ligação entre o domínio do tempo e o domínio da frequência. 
A função de transferência também é uma ferramenta muito útil em problemas referentes à 
resposta em frequência dos circuitos, um conceito que apresentaremos no próximo capítulo. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Saber como usar a função de transferência de um circuito para calcular sua resposta ao impulso, sua resposta ao 
degrau unitário e sua resposta de regime permanente senoidal. 


13.12 A fonte de corrente no circuito mostrado está for- 
necendo 10 cos 41 A. Use a função de transferência 
para calcular a expressão do regime permanente 
para V,. 

Resposta: 44,7 cos(4t — 63,43º) V. 


13.13 a) Para o circuito mostrado, determine a expressão 


do regime permanente para v, quando 


U= 10 cos 50.000 V. 


b) Substitua o resistor de 50 kO por um resistor va- 
riável e calcule o valor da resistência necessária 
para fazer com que v, esteja 120º adiantado em 
relação a Vo 

Resposta: (a) 10 cos (50.000 + 90º) V; 
(b) 28.867,51 O. 


NOTA: tente resolver também os problemas 13.76 e 13.78, apresentados no final deste capítulo. 


13.8 Função impulso em análise de circuitos 


Funções impulso ocorrem em análise de circuitos ou por causa de uma operação de cha- 
veamento ou porque um circuito é alimentado por uma fonte impulsiva. A transformada de 
Laplace pode ser usada para calcular as correntes e tensões impulsivas criadas durante o cha- 
veamento e a resposta de um circuito a uma fonte impulsiva. Começamos nossa discussão 
mostrando como criar uma função impulso com uma operação de chaveamento. 


Operações de chaveamento 
Usamos dois circuitos diferentes para ilustrar como uma função impulso pode ser criada 
com uma operação de chaveamento: um circuito capacitivo e um circuito indutivo. 


Circuito capacitivo 


No circuito mostrado na Figura 13.47, o capacitor C, está carregado com uma tensão ini- 
cial de V, no instante em que a chave é fechada. A carga inicial em C, é igual a zero. O pro- 
blema é determinar a expressão para i(t), quando R > 0. A Figura 13.48 mostra o circuito equi- 
valente no domínio da frequência. 
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Pela Figura 13.48, Figura 13.47 Circuito que mostra a criação de uma 
Vo/s corrente impulsiva. 
I dm 
R + (1/sC1) + (1/5€ R 
(1/5C) + (1/5C5) X—* 
Vy/R - [=0 i() 
=————, 13.121 Voa A 

s + (1/RC)) Re pare e 
em que a capacitância equivalente C/C,(C, + C,) é substitu- 
ída por C,. 

Tomando, por inspeção, a transformada inversa da Figura 13.48 Circuito equivalente no domínio da 
Equação 13.121, obtemos frequência para o circuito da Figura 13.47. 
E Vo “RC, o 
i=1R* e Ju(t), (13.122) E Bb 
A AT I 
sC 1 

que indica que, à medida que R decresce, a corrente inicial Vo T356 
(Vo/R) cresce e a constante de tempo (RC) decresce. Assim, à » 
medida que R fica menor, a corrente começa de um valor ini- 
cial maior e, então, cai mais rapidamente. A Figura 13.49 mos- 
tra essas características de i. Figura 13.49 Gráfico de (t) para dois valores diferentes 


de R. 


Aparentemente, i está aproximando-se de uma função 
impulso à medida que R tende a zero, porque o valor inicial i 
de i está aproximando-se de infinito e sua duração está apro- 
ximando-se de zero. Ainda temos de determinar se a área sob 
a função corrente é independente de R. Em termos físicos, a 
área total sob a curva de i(t) representa a carga total transfe- 
rida para C,, depois que a chave fechou. Assim, 


; “Y 
Área =q= / Reed =4o: (13.123) 
le 


que mostra que a carga total transferida para C, é indepen- 
dente de R e igual a VC, coulombs. Desse modo, à medida 
que R se aproxima de zero, a corrente aproxima-se de um 
impulso de intensidade VC, isto é, 


i> WC). (13.124) 


A interpretação física da Equação 13.124 é: quando R = 0, uma quantidade finita de carga 
é transferida a C, instantaneamente. Igualar R a zero, no circuito apresentado na Figura 13.47, 
mostra como obtemos uma transferência instantânea de carga. Com R = 0, criamos uma con- 
tradição quando fechamos a chave; isto é, aplicamos uma tensão a um capacitor cuja tensão 
inicial é igual a zero. O único modo de ocorrer uma mudança instantânea na tensão de um 
capacitor é ter uma transferência instantânea de carga. Quando a chave é fechada, a tensão em 
C, não salta para V,, mas para seu valor final de 


«Ch 
“e 


Deixamos para você a dedução da Equação 13.125 (veja o Problema 13.81, apresentado 
no final deste capítulo). 


(13.125) 


Circuitos elétricos 


Se fizermos R = 0 logo de saída, a análise por meio da transformada de Laplace fornecerá 
uma resposta impulsiva de corrente. Assim, 


Vo/'s CCN 
I = = 
(1/sCy) + (1/8C,)) CG +G 


a SR (13.126) 


Ao escrevermos a Equação 13.126, usamos as tensões dos capacitores em t=0.A trans- 
formada inversa de uma constante é a constante vezes a função impulso; dessa forma, pela 
Equação 13.126, 


ESC VAO: (13.127) 


A capacidade de a transformada de Laplace prever corretamente a ocorrência de uma res- 
posta impulsiva é uma das razões pelas quais ela é amplamente usada para analisar o compor- 
tamento transitório de circuitos lineares com parâmetros concentrados invariantes no tempo. 


Circuito indutivo em série 


Figura 13.50 Circuito que mostra a criação de uma tensão O circuito mostrado na Figura 13.50 ilustra uma 


impulsiva. E 
Ê segunda operação de chaveamento que produz uma 
10 0 3H resposta impulsiva. O problema é determinar a expres- 
MA DARo: bd N Ma É 
rá L; 150 + são no domínio do tempo para v,, após a abertura da 
l i=b | 5: chave. Observe que abrir a chave significa impor uma 
o Vo . A 
(Ooo ia SEE mudança instantânea na corrente de L,, o que faz com 
: - que v, contenha um componente impulsivo. 


A Figura 13.51 mostra o equivalente no domínio 
da frequência com a chave aberta. Ao chegarmos a esse 
circuito, consideramos que a corrente no indutor de 
3H,emt=0 seja 10 A,e que a corrente no indutor de 
ai di 30 2 H, em t= 0", seja igual a zero. Usar as condições ini- 
AM ANNA €3) fo ciais em t = 0 é uma consequência direta de termos 

15 0 ii usado 0 como o limite inferior na integral definidora 
da transformada de Laplace. 


Figura 13.51 Circuito equivalente no domínio da frequência para 
o circuito da Figura 13.50. 


Deduzimos a expressão para V, a partir de uma única 
º equação de tensões de nó. Somando as correntes que saem 
do nó entre o resistor de 15 O, e a fonte de 30 V, obtemos 
Vo Vo = [(100/5) + 30] 
25 +15 3s +10 


=; (13.128) 


Explicitando V,, temos 


“4MS +75) 1MS +75) 


= (13.129) 
s(s + 5) s+5 


Vemos que v, conterá um termo impulsivo, pois o segundo termo do lado direito da 
Equação 13.129 é uma função racional imprópria. Podemos expressar essa importante fração 
como uma constante mais uma função racional, pela simples divisão do denominador pelo 
numerador; isto é, 

12 +75) 30 


; 13.130 
s+5 a ( ) 
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Combinando a Equação 13.130 com a expansão por frações parciais do primeiro termo do 
lado direito da Equação 13.129, temos 


60 20 30 
a E 
cia qui (13.131 
Ss s+5' Ed 
da qual 
v, = 129(1) + (60 + 10€ 5)u(t) V. (13.132) 


Essa solução faz sentido? Antes de respondermos a essa pergunta, em primeiro lugar, 
vamos deduzir a expressão para a corrente, quando t> 07. Após a abertura da chave, a corrente 
em L, é a mesma que em L,. Se tomarmos como referência a corrente em sentido horário ao 
longo da malha, a expressão no domínio da frequência será 


o (100/5) + 30 | & 6 

2 Ss+25 0 ss+5) s+5 

4 4 x 6 

Ss s+S s+5 
4 2 

= de : 13.133 
s s+5 ( ) 


A transformada inversa da Equação 13.133 é 
i=(4+2e u(t) A. (13.134) 


Antes da abertura da chave, a corrente em L, é 10 A e a corrente em L, é 0 A; pela Equa- 
ção 13.134, sabemos que em 1 = 0*,a corrente em L eem L, é 6 A. Então, a corrente em L, 
passa instantaneamente de 10 para 6 A, enquanto a corrente em L, passa instantaneamente de 
O para 6 A. Partindo desse valor de 6 A, a corrente decresce exponencialmente até um valor 
final de 4 A. Esse valor final é verificado facilmente pelo circuito; isto é, ele deve ser igual a 
100/25, ou 4 A. A Figura 13.52 mostra essas características de i, e i,. 

Como podemos verificar se essas variações instantâneas 


na corrente do indutor fazem sentido, em termos do compor- Figura 13.52 Correntes do indutor em função de t para o 
tamento físico do circuito? Em primeiro lugar, observamos circuito da Figura 13.50. 
que a operação de chaveamento coloca os dois indutores em Ri ÃO 


série. Qualquer tensão impulsiva que apareça no indutor de 3 

H deve ser compensada exatamente por uma tensão impul- 

siva no indutor de 2 H, porque a soma de tensões impulsivas ho 
ao longo de um caminho fechado deve ser igual a zero. A lei 8 
de Faraday estabelece que a tensão induzida seja proporcional 6 

à variação do fluxo concatenado (v = dN/dt). Portanto, a varia- 4 De —: 
ção no fluxo concatenado deve ser nula. Em outras palavras, o 2 o 

fluxo concatenado total, imediatamente após o chaveamento, 
é o mesmo que antes dele. Para o circuito que analisamos aqui, 
o fluxo concatenado antes do chaveamento é 


A=Lji, + Li, =3(10) + 2(0) = 30 Wb-espiras. (13.135) 
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Imediatamente após o chaveamento, é 
A=(L, + Loi(0!) = 5i(0º). (13.136) 
Combinando as equações 13.135 e 13.136, obtemos 
(0)=30/5=64A. (13.137) 


Assim, a solução para i (Equação 13.134) está de acordo com o princípio da conservação 
do fluxo concatenado. 

Agora, testamos a validade da Equação 13.132. Em primeiro lugar, verificamos o 
termo impulsivo 126(t). A variação instantânea de i, de O para 6 A em t= 0 dá origem a um 
impulso de intensidade 69(t) na derivada de i,. Esse impulso dá origem ao impulso 129(t) 
na tensão do indutor de 2 H. Para t> 0”, di,ldt é —10€* A/s; assim, a tensão v, É 


v,=15(4+2e5) +2(—10€ 5) 
= (60 +10€S9u(t) V. (13.138) 


A Equação 13.138 está de acordo com os dois últimos termos do lado direito da Equação 
13.132; desse modo, confirmamos que a Equação 13.132 faz sentido em termos do comporta- 
mento conhecido do circuito. 

Também podemos verificar a queda instantânea de 10 para 6 A na corrente i,. Essa queda 
dá origem a um impulso de —46(t) na derivada de i,. Dessa forma, a tensão em L, contém um 
impulso de —129(t) na origem. Esse impulso compensa exatamente o impulso em L,: isto é, a 
soma das tensões impulsivas ao longo do caminho fechado é igual a zero. 


Fontes impulsivas 


Funções impulso podem ocorrer em fontes, bem como em respostas; tais fontes são deno- 
minadas fontes impulsivas. Uma fonte impulsiva que alimenta um circuito fornece uma quan- 
tidade finita de energia ao sistema instantaneamente. Uma analogia mecânica seria fazer soar 
um sino com uma batida impulsiva do badalo. Após a energia ter sido transferida ao sino, a 
resposta natural do sino determina o tom emitido (isto é, a frequência das ondas sonoras resul- 
tantes) e a duração dele. 

No circuito mostrado na Figura 13.53, uma fonte de tensão impul- 

Figura 13.53 Circuito AL excitado por uma siva de intensidade V, volts-segundos é aplicada a um resistor e a um 

fonte de tensão impulsiva. indutor ligados em série. Quando a fonte de tensão é aplicada, a energia 

R inicial no indutor é nula; portanto, a corrente inicial é igual a zero. Como 

não há nenhuma queda de tensão em R, a fonte de tensão impulsiva apa- 

Voa(1) O L rece diretamente nos terminais de L. Uma tensão impulsiva nos termi- 
nais de um indutor estabelece uma corrente instantânea. A corrente é 


1 t 
i=— / Vol) dx. (13.139) 
Elie 


Dado que a integral de ô(t) em qualquer intervalo que inclua zero é 1, constatamos que a 
Equação 13.139 implica 
Fo 


(0) = E 


A. (13.140) 


Assim, em um intervalo infinitesimal, a fonte impulsiva de tensão ficou armazenada 
no indutor. 
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(Vo o 1V5 
” (5) ET 


(13.141) 


A corrente V,/L cai a zero, de acordo com a resposta natural do circuito; isto é, 


V 
i= dl T"u(t), 


(13.142) 


em que 7 = L/R. Lembre-se de que, no Capítulo 7 vimos que a resposta natural só pode ser 
atribuída a elementos passivos que fornecem ou armazenam energia, e não aos efeitos de fon- 
tes. Quando um circuito é alimentado por apenas uma fonte impulsiva, a resposta total é com- 
pletamente definida pela resposta natural; a duração da fonte impulsiva é tão infinitesimal que 


não contribui para nenhuma resposta forçada. 


Também podemos obter a Equação 13.142 pela aplicação direta do método da transfor- 
mada de Laplace. A Figura 13.54 mostra o equivalente no domínio da frequência do circuito 


da Figura 13.53. Assim, 


Vo Vo/ L 


T'= — 
R+SL s+(R/D)' 


(13.143) 


V V 
i= A dá = e ul). (13.144) 


Dessa forma, o método da transformada de Laplace dá 
a solução correta para i = 07. 

Por fim, consideramos o caso em que impulsos gera- 
dos internamente e impulsos aplicados externamente ocor- 
rem de modo simultâneo. A abordagem da transformada de 
Laplace garante automaticamente a solução correta para 
t>0f se as correntes no indutor e as tensões no capacitor, 
em t = 0", forem usadas para construir o circuito equiva- 
lente no domínio da frequência e se os impulsos aplicados 
externamente forem representados por suas transformadas. 
Para ilustrar, adicionamos uma fonte de tensão impulsiva de 
506(1) em série com a fonte de 100 V, ao circuito da Figura 
13.50. A Figura 13.55 mostra o novo arranjo. 

Em t=0,i(0)=10A ei(0)=04A.A transformada 
de Laplace de 509(t1) é 50. Se usarmos esses valores, o cir- 
cuito equivalente no domínio da frequência será o mostrado 
na Figura 13.56. 

A expressão para 1 é 


50 + (100/5) + 30 


25 +5s 
16 20 
= a 
s+5S s(s+5) 
16 4 4 


+ 
s+5 s s+5 


- 12 4 (13.145) 
s+5 Ss 


Figura 13.54 Circuito equivalente no domínio da frequência 
para o circuito da Figura 13.53. 


O tu 


Figura 13.55 Circuito da Figura 13.50 com uma fonte de 
tensão impulsiva adicionada em série com a 
fonte de 100 V. 
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A) 
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Figura 13.56 Circuito equivalente no domínio da frequência 
para o circuito da Figura 13.55. 
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da qual temos 


A expressão para V é 


V,= (15 +25) = 


assim, 


ico) = (125 + Aut) A (13.146) 
32(s + 7,5) 40s + 7,5) 
s+5 s(s + 5) 
1425),69.20 
s+5 s s+5 

ag gp 8 dO 13.147 
s+5 so (As 187) 
v,=328(1) + (6005! + 60)u(t) V. (13.148) 


Agora, testamos os resultados para ver se fazem sentido. Pela Equação 13.146, vemos que 


a corrente em L, e L, é 16 A em t=0*. Como no caso anterior, a operação de chaveamento faz 


com que i, decresça instantaneamente de 10 para 6 A e, ao mesmo tempo, faz com que i, 


aumente de 0 para 6 A. Sobreposto a isso, a fonte de tensão impulsiva faz passar 10 A por L, e 


Ly; isto é, 


Figura 13.57 Correntes no indutor, em função do tempo, 
para o circuito da Figura 13.55. 


i,D(A) 
16 
14 


= 2 
h 10 


1 t 
i= Ss) 506(x)dx = 104. 
3+2 Jo 


(13.149) 


Portanto, i, aumenta repentinamente de 10 para 16 
A, enquanto i, aumenta repentinamente de O para 16 A. 
O valor final de i é 4A. A Figura 13.57 mostra i,, i; e iem 
um gráfico. 

Também podemos determinar as variações abruptas 
em i e à sem usar o princípio da superposição. A soma 
das tensões impulsivas em L, (3 H) eem L, (2 H) é igual a 
509(t). Assim, a mudança no fluxo concatenado deve somar 
50; isto é, 


f AA + AA, = 50. (13.150) 
Como À = Li, expressamos a Equação 13.150 como 
3Ai, + 241, = 50. (13.151) 
No entanto, como i, e i, devem ser iguais após a ocorrência do chaveamento, 
(0) + AI, = 0) + AL (13.152) 
Então, 
10 + Ai =0+ Ai. (13.153) 


Capítulo 13 e A transformada de Laplace na análise de circuitos 561 


Calculando Ai, e Ai, pelas equações 13.151 e 13.153, obtemos 
Aj=6A, (13.154) 
AL=16A. (13.155) 


Essas expressões estão de acordo com a verificação anterior. 

A Figura 13.57 também indica que as derivadas de i, e i, conterão um impulso em t = 0. 
Especificamente, a derivada de i, terá um impulso de 69(t) e a derivada de i, terá um impulso 
de 169(t). As figuras 13.58(a) e (b) ilustram as derivadas de i, e i,, respectivamente. 

Agora, voltemos à Equação 13.148. O componente 
impulsivo 326(t) está de acordo com o impulso de 165(t) de Figura 13.58 Derivadas de |, é 1, 
diyldt na origem. O termo (60e% + 60) está de acordo com 


a diy di, 
o fato de que, para t> 0”, “de (6) “dt | (16) 
di 
vo = 15i + 2 
0 t t 
Testamos o componente impulsivo de di,/dt, obser- 
vando que ele produz uma tensão impulsiva de (3)69(1), ou ui ” 
189(1), em L,. Essa tensão, aliada à tensão de 329(t) em L,, 


soma 506(1). Assim, a soma algébrica das tensões impulsivas 
ao longo da malha é igual a zero. 

Resumindo, a transformada de Laplace permite prever corretamente a criação de correntes 
e tensões impulsivas que surgem do chaveamento. Todavia, os circuitos equivalentes no domí- 
nio da frequência devem levar em conta as condições iniciais em 1 = 0", isto é, as condições ini- 
ciais que existem antes da perturbação causada pelo chaveamento. A transformada de Laplace 
preverá corretamente a resposta a fontes de alimentação impulsivas pela simples representação 
dessas fontes, no domínio da frequência, por suas transformadas corretas. 


NOTA: avalie sua compreensão a respeito da função impulso em análise de circuitos tentando resolver os problemas 13.88 e 
13.90, apresentados no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Supressores de surto 


Como mencionamos no início deste capítulo, surtos de tensão podem ocorrer em um circuito que está funcionando em 
regime permanente senoidal. Nossa finalidade aqui é mostrar como a transformada de Laplace é usada para determinar o sur- 
gimento de um surto na tensão entre fase e neutro de um circuito residencial, em regime permanente senoidal, quando uma 
carga é desligada. 

Tomemos o circuito mostrado na Figura 13.59, que modela um cir- Figura 13.59 Circuito usado para ilustrar o aparecimento 
cuito residencial com três cargas, uma das quais é desligada no tempo t de uma tensão de surto de chaveamento. 
= 0. Para simplificar a análise, admitimos que a tensão fase-neutro, V,, 
seja 120 /0º V (ef) — uma tensão padrão para residências (nos Esta- 
dos Unidos) — e que, quando a carga é desligada em t= 0, o valor de 
v não se altere. Após a chave abrir, podemos construir o circuito no do- 
mínio da frequência, como mostra a Figura 13.60. Observe que, como 
o ângulo de fase da tensão da carga indutiva é 0º, a corrente inicial que 
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passa pela carga indutiva é O. Assim, somente a indutância da linha tem uma condição inicial não nula, o que é modelado no 
circuito como uma fonte de tensão com o valor L,/,, como vemos na Figura 13.60. 

Imediatamente antes de a chave abrir em t= 0, cada uma das cargas tem uma tensão de regime permanente senoidal 
com um valor de pico de 120 4/2 = 169,7 V. Toda a corrente que flui pela linha, fornecida pela fonte de tensão Yo é dividida 
entre as três cargas. Quando a chave for aberta em t= 0, toda a corrente da linha fluirá pela carga resistiva remanescente. Isso 
porque a corrente na carga indutiva é O em t= 0 e a corrente em um indutor não pode variar instantaneamente. Dessa forma, 
as cargas remanescentes podem experimentar um surto, na medida em que a corrente de linha é forçada a passar pela carga 
resistiva. Por exemplo, se a corrente inicial na linha for 25 A (ef) e a 


Figura 13.60 Circuito no domínio da frequência. 
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= NOTA: avalie sua compreensão dessa Perspectiva prática tentando resolver os pro- 
blemas 13.92 e 13.98, apresentados no final deste capítulo. 
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Resumo 


Podemos representar cada um dos elementos 
de um circuito no domínio da frequência apli- 
cando, para cada um, a transformada de Laplace 
à sua equação terminal tensão-corrente: 


e Resistor: V= RI. 
e Indutor:V=sLI— LI, 
e Capacitor: V= (1/sC)I+ V /s. 


Nessas equações, V = Hlvy,I = Hi), héa 
corrente inicial no indutor e V, é a tensão inicial 
no capacitor. (Seção 13.1.) 


Podemos realizar a análise de circuitos no 
domínio da frequência substituindo cada ele- 
mento de circuito por seu modelo equivalente 
no domínio da frequência. O circuito equiva- 
lente resultante é resolvido escrevendo-se as 
equações algébricas usando técnicas de análise 
de circuitos resistivos. A Tabela 13.1 resume os 
modelos, no domínio da frequência, para resis- 


tores, indutores e capacitores. (Seção 13.1.) 


A análise de circuitos no domínio da frequên- 
cia é particularmente vantajosa para resolver 
problemas de resposta transitória em circuitos 
lineares de parâmetros concentrados, quando as 
condições iniciais são conhecidas. Também é útil 


impedância da carga resistiva for 12 O, a queda de tensão no resistor 
sofrerá uma variação (surto) de 169,7 V para (25)(W'2)(12) = 424,3 V 
quando a chave for aberta. Se a carga resistiva não puder suportar 
esse valor de tensão, precisará ser protegida por um supressor de sur- 
to, como aquele mostrado no início do capítulo. 


em problemas que envolvem equações diferen- 
ciais simultâneas de correntes de malha ou ten- 
sões de nó, porque as reduz a equações algébri- 
cas em vez de diferenciais. (Seção 13.3.) 


A função de transferência é a razão entre o sinal 
de saída e o sinal de entrada de um circuito no 
domínio da frequência. E representada como 


Y(s) 
X(s)' 


H(s) = 


em que Y(s) é a transformada de Laplace 
do sinal de saída e X(s) é a transformada de 
Laplace do sinal de entrada. (Seção 13.4.) 


A expansão por frações parciais do produto 
H(s)X(s) resulta em um termo para cada polo 
de H(s) e de X(s). Os termos de H(s) corres- 
pondem ao componente transitório da resposta 
total; os termos de X(s) correspondem ao com- 
ponente de regime permanente. (Seção 13.5.) 


Se um circuito for alimentado por um impulso 
unitário x(t) = ó(t), então a resposta do circuito 
será igual à transformada inversa de Laplace da 
funçãodetransferência,y(t) = LILH(s)l=h(1). 
(Seção 13.5.) 
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Um circuito invariante no tempo é um circuito 
no qual, se a entrada for retardada em a segun- 
dos, a resposta também será retardada em a 
segundos. (Seção 13.5.) 


A saída y(t) de um circuito pode ser calculada 
pela convolução da entrada x(t) com a resposta 
do circuito ao impulso unitário, A(t): 


v() = h(t) * x(t) = / h(A)x(t — A) dA 


= (1) * h(t) = / x(A)h(t — AJ dA. 


Muitas vezes, uma interpretação gráfica da inte- 
gral de convolução proporciona um método 
mais fácil de calcular y(t). (Seção 13.6.) 


Pode-se usar a função de transferência de um 
circuito para calcular sua resposta de regime 


Problemas 


Seção 13.1 


permanente senoidal. Para isso, substitua s por 
ju em H(s) e represente o número complexo 
resultante como um módulo e um ângulo de 
fase. Se 

x(t) = A cos(wt + db), 

H(jw) = |H(jw)|eo), 


então 
Yrpl£) = AlH(jow)| cos[wt + & + 6(0)). 


(Seção 13.7) 


A análise por meio da transformada de Laplace 
prevê precisamente correntes e tensões impul- 
sivas de chaveamento e de fontes impulsivas. É 
preciso assegurar-se de que os circuitos equiva- 
lentes no domínio da frequência sejam basea- 
dos em condições iniciais em t= 0", isto é, antes 


do chaveamento. (Seção 13.8.) 


13.1 Determine o circuito equivalente no domínio 


da frequência mostrado na Figura 13.4, expres- 
sando a corrente ino indutor em função da ten- 
são terminal v e, então, determinando a trans- 
formada de Laplace dessa equação integral. 


Seção 13.2 
13.4 Umresistor de 400 O, um indutor de 12,5 mH 


e um capacitor de 0,5 uF estão em série. 


a) Expresse a impedância dessa combina- 
ção em série no domínio da frequência, 
como uma função racional. 


b) Determine os valores numéricos dos 
polos e zeros da impedância. 


13.5 Um resistor de 8 kQ, um indutor de 25 mH e 


um capacitor a 62,5 pF estão em paralelo. 


a) Expresse a impedância dessa combina- 
ção em paralelo no domínio da frequên- 
cia, como uma função racional. 


13.2 Determine o equivalente de Thévenin do cir- 


cuito da Figura 13.7 


13.3 Determine o equivalente de Norton do cir- 


cuito da Figura 13.3. 


b) Determine os valores numéricos dos 
polos e zeros da impedância. 


13.6 Um resistor de 200 OQ está em série com um 


capacitor de 62,5 uF Essa combinação em série 
está em paralelo com um indutor de 400 mH. 


a) Expresse a impedância equivalente 
desses ramos paralelos no domínio da 
frequência, como uma função racional. 


b) Determine os valores numéricos dos 
polos e zeros. 


13.7 Determine os polos e zeros da impedância 


vista a partir dos terminais a,b do circuito da 
Figura P13.7 
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Figura P13.7 13.8 Determine os polos e zeros da impedância 
1F vista a partir dos terminais a,b do circuito da 
Ae E Figura P13.8. 
Zr 10 1H $ 109 Figura P13.8 
ae 
b 
IH im SM 
Co 4 
1H $ 109 
be 
Seção 13.3 
13.9 Determine V, e v, no circuito da Figura P13.9, Figura P13.12 
Pspice se a energia inicial for nula e a chave for t=0 
Mulisim fechada em t=0. 
Figura P13.9 
á E 800 0 
1400 SmH |( Ea 


+0 


BA VAVAVS ão 
o IL 
90 “(O 1254F vo 
L . 


13.10 Repita o Problema 13.9,se a tensão inicial no 


Pspice 
Multisim 


capacitor for 150 V, positiva no terminal 
superior. 


13.11 A chave no circuito da Figura P13.11 esteve 


Pspice 


na posição x por um longo tempo. Em t = 00, 
Multisim 


ela passa instantaneamente para a posição y. 


a) Construa um circuito no domínio da fre- 
quência, para t > 0. 


b) Determine 7. 
c) Determine i . 


Figura P13.11 


2500 x y 
(O) 


13.12 A chave no circuito da Figura P13.12 esteve 
Pspice | fechada por um longo tempo. Em t = 0, ela é 
Multisim 
aberta. 


500 mH 


a) Determine i,, para t = 0. 


b) Determine v,, para t = 0. 


sov (O) Us tmh) 


13.13 A chave no circuito da Figura P13.13 esteve 


na posição a por um longo tempo. Em t = 0, 
ela passa instantaneamente de a para b. 


a) Construa o circuito no domínio da 
frequência, para t > 0. 


b) Determine V (s). 
c) Determine v (1), para t = 0. 
Figura P13.13 


13.14 A chave no circuito da Figura P13.14 esteve 


Pspice 
Multisim 


na posição a por um longo tempo. Em t= 0, 
ela passa instantaneamente de a para b. 


a) Construa o circuito no domínio da 
frequência, para t > 0. 


b) Determine V.. 
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c) Determine 1. 
d) Determine v,, para t > 0. 
e) Determine i, para t = 0. 


Figura P13.14 
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13.15 A chave no circuito da Figura P13.15 esteve 


Pspice | fechada por um longo tempo antes de abrir 
Multisim E 
emt=0. 
a) Construa o circuito no domínio da 
frequência, para t > 0. 
b) Determine 7. 
c) Determine i , para t = 0. 
Figura P13.15 
2400 
ANN 
— 4 do 
800 800 
ic $ 640 
$320 io 
2SuF O) 40V 
3200 mH 
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13.16 A chave do tipo liga-antes-interrompe-depois, 
Pspice 


da Figura P13.16, esteve na posição a por um 
Multisim 


longo tempo. Em t = 0, ela passa instantane- 
amente de a para b. Determine v,, para t = 0. 


Figura P13.16 
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13.17 a) Determine a expressão de V no domínio 
da frequência, para o circuito da Figura 
P13.17 


Pspice 
Multisim 
b) Use a expressão no domínio da frequên- 
cia determinada em (a) para prever os 

valores inicial e final de v,. 


c) Determine a expressão no domínio do 
tempo para v,. 


Figura P13.17 
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13.18 Determine a expressão no domínio do tempo 
Pspice para a corrente no capacitor da Figura P13.17 
Mulisim  Admita que o sentido de referência para ir 
seja de cima para baixo. 
13.19 
Pspice 


Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
cuito da Figura P13.19,em t= 0". 


Multisim 


a) Use o método das tensões de nó para 
determinar i,. 


b) Determine a expressão no domínio do 
tempo para v,. 

c) Suas respostas em (a) e (b) fazem sentido 
em termos do comportamento conhecido 
do circuito? Explique. 

Figura P13.19 


200 O 
MMA 


200u(t) V o 


Dot 
T 


13.20 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
Pspice cuito da Figura P13.20, no instante em que a 
Mulisim - fonte de tensão é ligada e v, =325u(t) V. 


a) Determine V e. 
b) Determine v ei. 


c) As soluções para v, e i, fazem sentido em 
termos do comportamento conhecido do 
circuito? Explique. 
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Figura P13.20 


800 nF 
ie é - 
250 0 250 0 
e AMA, AAA, 4 
E (O 500 0 i, | 625 mH 


13.21 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
Pspice 


cuito da Figura P13.21 no instante em que as 
Multisim 


fontes são conectadas. 

a) Determine 1 (s) e 1(s). 

b) Use os teoremas do valor inicial e final 
para verificar os valores inicial e final de 


i(t) e i,(8). 
c) Determine i(t) e ix(t), para t = 0. 
Figura P13.21 


1000 — ij 
AMA 
500 mH fi cad 
e do o | ( o 


30u(t) aC!) 500 (O srsuto v 


13.22 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 


Pspice | cuito da Figura P13.22,em t=0. 
Multisim 


a) Determine V.. 
b) Determine v,. 


c) A solução para v, faz sentido em termos 
do comportamento conhecido do cir- 
cuito? Explique. 


Figura P13.22 


400 mH 


Lá ENE e à d 


250u(t) “(O 50 0 Vo (sua) A 


Fe) 
soma((1) 1kQ0 100 O me AD ox, 


13.23 Determine v, no circuito da Figura P13.23, se 
i, = 20u(t) mA. Não há nenhuma energia 
armazenada no circuito em t = 0. 


Figura P13.23 


(Ds + 


Pspice 
Multisim 


ln 


13.24 A chave no circuito da Figura P13.24 esteve 
fechada por um longo tempo antes de abrir, 
em t=0. Determine v,, para t = 0. 


Figura P13.24 


Pspice 
Multisim 


Vig pe 


13.25 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
cuito da Figura P13.25, no instante em que a 
chave é fechada. 


Pspice 
Multisim 


a) Determine v,, para t = 0. 


b) Sua solução faz sentido em termos do 
comportamento conhecido do circuito? 
Explique. 

Figura P13.25 


20 a UR gd 
ia pet 


lg 
(O 35 V 0,404 Vo 


13.26 A energia inicial no circuito da Figura P13.26 


Pspice é nula. A fonte de tensão ideal é 600u(t) V. 


Multisim 
a) Determine V (s). 
b) Use os teoremas dos valores inicial e final 
para determinar v,(0*) e v,(00). 


c) Os valores obtidos em (b) estão de 
acordo com o comportamento conhecido 
do circuito? Explique. 


d) Determine v (1). 
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Figura P13.26 13.29 A chave no circuito da Figura P13.29 esteve na 
Pspice - posição a por um longo tempo antes de passar 


Va Rs 
ao Multisim — instantaneamente para a posição b, em t=0. 


————— £>———— a) Construa o circuito equivalente no domí- 


nio da frequência, para t > 0. 


4 b) Determine V ev. 


c) Determine V, e v,. 


v V Ii 100 mF Vo 140 O 
8 O) ' T $ Figura P13.29 


50 kOQ a 
13.27 Não há nenhuma energia armazenada no 
Pspice | circuito da Figura P13.27, no instante em á 1,25 mH 
ele que a fonte de corrente é ligada. Dado que 
i, = 100u(t) A: 450 “(O 10 uF 
a) Determine 1 (s). + 25 0 
.. 16 uF Vv5 

b) Use os teoremas dos valores inicial e final E É 
para determinar i (0º) e i (00). — 

c) Os valores obtidos em (b) estão de 13.30 Não há nenhuma energia armazenada nos 
acordo com o comportamento conhecido Pspice | capacitores no circuito da Figura P13.30, no 
do circuito? Explique. Mulisim — instante em que a chave é fechada. 

d) Determine i (1). a) Construa o circuito no domínio da 

(0) 
; ênci >0. 

Figura P13.27 frequência, para t> O 

b) Determine 7,, V, e V.. 

c) Determine i,,v, e v,. 

d) Suas respostas para i, v, e v, fazem 
sentido em termos do comportamento 
conhecido do circuito? Explique. 

Figura P13.30 

50 kQ 
AMA 
E Dica = 
. E . 4 t=0 v —— 
13.28 A chave no circuito da Figura P13.28 esteve ! -7=300 nF 
Pspice na posição a por um longo tempo. Em t=0, 20V —+ 
Multisim 7 SE À ama l di 
ela passa instantaneamente para a posição b. 500 nF sã == 100 nF 
a) Determine V.. 1 = 


b) Determine v.. o quê : ; 
) a 13.31 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 


Figura P13.28 Pspice - cuito na Figura P13.31 no instante em que a 
Mulisim - fonte de corrente é aplicada. 

/b L> — a) Determine 1 e 1. 

+ b) Determine i ei. 

c) Determine VV, e V.. 

d) Determine v,, v, e U.. 


t=0 
50% 0,1F $20 0 


= e) Admita que um capacitor se danificará 


sempre que sua tensão terminal for 1.000 V. 


Circuitos elétricos 


13.32 


13.33 


e A VATA VA E E | f e 
[4 
9u(t) NO Vo $100 


Quanto tempo, após a fonte de corrente 
ter sido aplicada, um dos capacitores se 
danificará? 


Figura P13.31 


A chave no circuito da Figura P13.32 esteve 
aberta por um longo tempo. A tensão da fonte 
senoidal é v, = V,, sen (vt + 4). A chave é 
fechada em t=0. Observe que o ângulo & deter- 
mina o valor da tensão no momento em que a 
chave é fechada, isto é, U O) =V, sen 4. 
a) Use o método da transformada de 
Laplace para determinar i, para t > 0. 


b) Usando a expressão determinada em 
(a), escreva a expressão para a corrente 
depois de a chave estar fechada por um 
longo tempo. 


c) Usando a expressão determinada em (a), 
escreva a expressão para o componente 
transitório de i. 


d) Determine a expressão de regime perma- 
nente para i usando o método fasorial. 
Verifique se sua expressão é equivalente 
à obtida em (b). 

e) Especifique o valor de &, de modo que 
o circuito passe imediatamente a operar 
em regime permanente quando a chave 
for fechada. 


Figura P13.32 


Começando com a Equação 13.65, mostre que 
a corrente no capacitor do circuito da Figura 
13.19 é positiva para O<t<200 us e negativa 


t=0 
150 (O) 187,5 mH 


para t > 200 us. Mostre também que em 200 
us a corrente é nula e que isso corresponde a 
quando dv,/dt é igual a zero. 


13.34 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 


cuito da Figura P13.34 no instante em que a 


Multisim - fonte de tensão é energizada. 


a) Determine V., Le 1. 
b) Determine v,,i, ei, para t = 0. 


Figura P13.34 


25te Plu(t) A 200 0 | ja H v 


13.35 As duas chaves no circuito da Figura P13.35 


funcionam simultaneamente. Não há nenhuma 
energia armazenada no circuito no instante 
em que elas se fecham. Determine i(t), para 
t= 0*,a partir do equivalente de Thévenin, 
no domínio da frequência, do circuito à 
esquerda dos terminais a,b. 


Figura P13.35 


1kQ 1kQ 
AMA AM . /= 


t=0 t=0 
sov(O) 10H () (252 pF 


e 


13.36 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 


cuito da Figura P13.36 no instante em que a 
chave é fechada. 


a) Determine 1. 


b) Use os teoremas dos valores inicial e final 
para determinar i (0º) e i,(00). 


c) Determine i. 


Figura P13.36 


100 0 40 0 
125 mH 
Ma MM 


É250 mH $ 160 0 
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13.37 a) Determine a corrente no resistor de 160 O 
no circuito da Figura P13.36. O sentido de 
referência para a corrente é de cima para 


Pspice 
Multisim 


baixo, passando pelo resistor. 
b) Repita a parte (a), se o ponto no enrola- 
mento de 250 mH for invertido. 
13.38 Os enrolamentos magneticamente acoplados, 


no circuito da Figura P13.38, conduzem corren- 
tes iniciais de 300 e 200 A, como mostrado. 


Pspice 
Multisim 


a) Determine a energia inicial armazenada 
no circuito. 

b) Determine 1, e L. 

c) Determine i, e i,. 

d) Determine a energia total dissipada nos 
resistores de 240 e 540 O. 

e) Repita (a)-(d), com o ponto no indutor 
de 720 mH no terminal inferior. 


Figura P13.38 


13.39 A chave do tipo liga-antes-interrompe-depois 
Pspice no circuito da Figura P13.39 esteve na posição 
Multisim = 
a por um longo tempo. Em t = 0, ela passa 
instantaneamente para a posição b. Deter- 
mine i,, para t = 0. 


Figura P13.39 
59 tos 


13.40 A chave no circuito da Figura P13.40 esteve 

Pspice | fechada por um longo tempo, antes de abrir 

Muisim em 4 =. Use o método da transformada de 
Laplace para determinar v,. 


Figura P13.40 
t=0 


o ATA o FA 


E 16 Hv$200 


13.41 No circuito da Figura P13.41,a chave 1 é 
fechada em t=0 e a chave do tipo liga-antes- 
-interrompe-depois passa instantaneamente 


Pspice 
Multisim 


da posição a para a posição b. 
a) Construa o circuito equivalente no domí- 
nio da frequência, para t > 0. 


b) Determine 1. 


c) Use os teoremas dos valores inicial e final 
para verificar os valores inicial e final de i,. 


d) Determine i,, para t = 0º. 


Figura P13.41 


20V 


13.42 Verifique se a solução das equações 13.91 e 
13.92 para V, resulta na mesma expressão que 
a da Equação 13.90. 


Pspice 
Multisim 


13.43 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
cuito apresentado na Figura P13.43 no ins- 
tante em que as duas fontes são conectadas. 


Pspice 
Multisim 
a) Use o princípio da superposição para 
determinar V,. 
b) Determine v,, para t>0. 
Figura P13.43 
40 0 400 mH 
AMA, INN 
1 


400u(t) V v, == 31,25 uF 
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13.44 O amp op no circuito da Figura P13.44 é ideal. 
Pspice 


Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
Multisim 


cuito no instante em que ele é energizado. Se 
= 5.000tu(t) V, determine (a) V,, (b) v,, (c) 
quanto tempo leva para saturar o amplificador 
operacional e (d) qual deve ser a taxa de 
aumento em v, para evitar a saturação. 


Figura P13.44 


3,125 uF 


13.45 Determine v (t) no circuito da Figura P13.45, 
Pspice | se o amp op ideal operar na sua região linear 
Multisim ev,= 16u(t) mV. 


Figura P13.45 


10k0 


v v v 


13.46 O amp op no circuito mostrado na Figura 


Pspice 


P13.46 é ideal. Não há nenhuma energia arma- 
Multisim 


Seções 13.4-13.5 


gl 


13.47 


Pspice 
Multisim 


O,Su(t) V 


zenada nos capacitores no instante em que o 
circuito é energizado. 
a) Determine v, se v,; = 40u(1) V e 
Vo = 16u(t) V. 
b) Quantos milissegundos o amplificador 
operacional leva para ficar saturado, 


depois que as duas fontes são ligadas? 


Figura P13.46 


10 mF 
IC 
50 
20 O 
59 
AMA 


O amp op no circuito mostrado na Figura P13.47 
é ideal. Não há nenhuma energia armazenada 
nos capacitores no instante em que o circuito é 
energizado. Determine (a) V. .(b) v, e (c) quanto 
tempo o amp op leva para ficar saturado. 


Figura P13.47 


250 nF 250 nF 


IC IC 


200k0  200k0 


+ 


500 nF v, 
v À v y 


13.48 a) Determine a função de transferência H(s) 
Pspice 


=V,/V, para o circuito mostrado na Figura 
Multisim 


P13.48(a). 


b) Determine a função de transferência 
H(s) = V,/V, para o circuito mostrado na 
Figura P13.48(b). 


c) Criar dois circuitos diferentes que tenham 
a função de transferência H(s) = V/V,= 
1.000/(s + 1.000). Use componentes sele- 
cionados no Apêndice H e as figuras 
P13.48(a) e (b). 
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Figura P13.48 


o e INN o 
+ R + + L + 


v; C Vo V; R Vo 


(a) (b) 


13.49 a) Determine a função de transferência H(s) 


=V,/V, para o circuito mostrado na Figura 
P13.49(a). 


b) Determine a função de transferência 
H(s) = V,/V, para o circuito mostrado na 
Figura P13.49(b). 

c) Criar dois circuitos diferentes que 
tenham a função de transferência H(s) = 
V5/V, = s/(s + 10.000). Use componentes 
selecionados no Apêndice H e as figuras 
P13.49(a) e (b). 

Figura P13.49 


o | É e e AMA e 

C + R + 

vi; R Vo v; L Vo 

e e e 1) 
(a) (b) 


13.50 a) Determine a função de transferência H(s) 
=V./V,para o circuito mostrado na Figura 
P13.50. Identifique os polos e zeros dessa 
função de transferência. 


b) Determine três componentes do Apên- 
dice H que, quando utilizados no circuito 
da Figura P13.50, resultarão em uma fun- 
ção de transferência com dois polos reais 
distintos. Calcule os valores dos polos. 


c) Determine três componentes do Apên- 
dice H que, quando utilizados no circuito 
da Figura P13.50, resultarão em uma 
função de transferência com dois polos 
iguais. Calcule o valor dos polos. 


d) Determine três componentes do Apên- 
dice H que, quando utilizados no circuito 
da Figura P13.50, resultarão em uma fun- 
ção de transferência com dois polos com- 
plexos conjugados. Calcule os valores dos 
polos. 


Multisim 


Figura P13.50 


RR o Sê : 
v; R Vo 
e . 


13.51 a) Determine a expressão numérica para a 
função de transferência H(s) =V /V, para 
o circuito na Figura P13.51. 
b) Determine o valor numérico de cada 
polo e zero de H(s). 


Figura P13.51 


400 O 
+ + 
500 nF ja 
100 O 
= " » 
2,5 kO 


13.52 Determine a expressão numérica para a função 
Pspice de transferência (V /V,) de cada circuito da 
Figura P13.52 e os valores numéricos dos polos 
e zeros de cada função de transferência. 
Figura P13.52 
20 uF 


IC 


v; 20 uF vo v; 2kQ vo 
e il e e e 


2k0 
MA 


+ 0 
+ 0 
+0 
+60 


(a) (b) 

250k0 125 mH 
e PA VAVAVE |) e NA o 
- + + + 


v; 125 mH Vo v; 250 0 Vo 


e A) e Ad 
(c) (d) 
800 O 
o AMA, g 
+ o 
v; 200 O 5S0mH “o 
o . 
(e) 


Circuitos elétricos 


13.53 O amplificador operacional no circuito da 
Figura P13.53 é ideal. 


a) Determine a expressão numérica para a 
função de transferência H(s) = V./ Ve 
b) Determine o valor numérico de cada 
zero e polo de H(s). 
Figura P13.53 
400 pF 


k 


125 kQ 16 DF 


250 kQ 
e AMA bd 
+ 
+ 
Vo - Vcc 
v Y v 


13.54 O amplificador operacional no circuito da 
Figura P13.54 é ideal. 


a) Determine a expressão numérica para a 
função de transferência H(s) = VV. 
b) Determine o valor numérico de cada 


zero e polo de H(s). 
Figura P13.54 


CG =4uF 


R, = 10k0 


2500 324F 
e AMA ) | 
+ R, C, 
Vg Vo 


13.55 O amplificador operacional no circuito da 
Figura P13.55 é ideal. 


a) Determine a expressão numérica para 
a função de transferência H(s) = VV, 
para circuito na Figura P13.55. 


b) Determine o valor numérico de cada 
polo e zero de H(s). 


Multisim 


io 
"O x 50 0 1H > 500 uF 
t=0 


Multisim 


Figura P13.55 


Vg 


13.56 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
Pspice -cuito da Figura P13.56 no instante em que a 
chave é aberta. A fonte de corrente senoidal 
fornece o sinal 25 cos 200! mA. O sinal de 
resposta é a corrente i . 

a) Determine a função de transferência 7/1 p 

b) Determine 1 (s). 

c) Descreva a natureza do componente 
transitório de i (t), sem calcular i (1). 

d) Descreva a natureza do componente de 
regime permanente de i (t), sem calcular 
LAO: 

e) Verifique as observações feitas em (c) e 
(d) determinando i (1). 


Figura P13.56 


13.57 a) Determine a função de transferência 1/1 ; 
Pspice como uma função de q, para o circuito da 
Figura P13.57 


Determine o maior valor de q que produ- 
zirá um sinal de saída limitado para um 
sinal de entrada limitado. 


b 


no 


Cc 


no 


Determine i, para u=-3,0,4,5 e 6,se Ê, 
= Su(t) A. 
Figura P13.57 


8kQ UVA 


(1) VA 2kQ von 
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13.58 No circuito da Figura P13.58, i, é o sinal de 
saída e v, é o sinal de entrada. Determine os 
polos e zeros da função de transferência, assu- 
mindo que não há nenhuma energia inicial 
armazenada no transformador linear ou no 
capacitor. 


Seção 13.6 


13.59 Um pulso de tensão retangular, v, = [u(t) — u(t 
— 1)] V, é aplicado ao circuito da Figura P13.59. 
Use a integral de convolução para determinar v,.. 


Figura P13.59 


1H 


13.60 Permute o indutor e o resistor no Problema 
13.59 e use novamente a integral de convolu- 
ção para determinar v,. 
13.61 a) Use a integral de convolução para deter- 
minar a tensão de saída do circuito da 
Figura P13.52(a), se a tensão de entrada 
for o pulso retangular mostrado na Figura 
P13.61. 


b) Faça o gráfico de v (t), para o intervalo 
de tempo 0 = t = 100 ms. 

Figura P13.61 
vi(V) 


10 


t 
0 40 Ens) 


13.62 a) Repitao Problema 13.61, dado que o resis- 
tor no circuito da Figura P13.52(a) é redu- 
zido para 200 O. 


b) Reduzir o resistor aumenta ou diminui a 
memória do circuito? 


Figura P13.58 


> 62,5 nF 


c) Qual circuito reproduz mais fielmente o 
sinal de entrada? 

13.63 a) Considerando-se y(t) = h(t) * x(t), deter- 
mine y(t) quando A(t) e x(t) forem os 
pulsos retangulares mostrados na Figura 
P13.63(a). 


3 
ne 


Repita (a), quando h(t) mudar para o 
pulso retangular mostrado na Figura 
P13.63(b). 


(e) 
no 


Repita (a), quando h(t) mudar para o 
pulso retangular mostrado na Figura 
P13.63(c). 


O 
No 


Plote no mesmo gráfico a função y(t) dos 
itens anteriores. 


e) Os gráficos do item (d) fazem sentido? 
Explique. 
Figura P13.63 


h(t) x(t) 
10 
0 40 + 


(a) 


A(t) h(t) 
4 40 
01 t 
(c) 


(b) 
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13.64 a) Determine A(t) * x(t) quando A(t) e x(t) 
são os pulsos retangulares mostrados na 
Figura P13.64(a). 

b) Repita (a), quando x(t) mudar para o 
pulso retangular mostrado na Figura 
P13.64(b). 

c) Repita (a), quando A(t) mudar para o 
pulso retangular mostrado na Figura 


P13.64(0). 
Figura P13.64 
h(t) x(t) 
25 ] 25 ] 
0 10 : 0 10 E 
(a) 
x(1) h(t) 
25 
Ê [ê 
0 20 011 
(b) (c) 


13.65 A resposta a um impulso de tensão de um 
circuito é mostrada na Figura P13.65(a). O 
sinal de entrada é o pulso de tensão retangu- 
lar mostrado na Figura P13.65(b). 


a) Determine as equações para a tensão de 
saída. Observe a faixa de tempo para a 
qual cada equação é aplicável. 

b) Façao gráfico v,,para—l = t=34s. 

Figura P13.65 


h(o) (V) 
104 
| 
10 20 30 t(s) 
(a) 
vila) (V) 
10 
—1 4 A(s) 
(b) 


13.66 Suponha que a resposta de tensão a um 
impulso de um circuito possa ser modelada 
pela forma de onda triangular da Figura 
P13.66. O sinal de tensão de entrada é a fun- 
ção degrau 10u(t) V. 


a) Use a integral de convolução para deter- 
minar as expressões para a tensão de 
saída. 


b) Faça o gráfico para a tensão de saída no 
intervalo O a 15 s. 


(e) 
ne 


Repita as partes (a) e (b), se a área sob a 
resposta a um impulso de tensão perma- 
necer a mesma, mas a largura da resposta 
ao impulso for reduzida para 4 s. 


O 
— 


Qual forma de onda de saída está mais 
próxima da forma de onda de entrada: 
(b) ou (c)? Explique. 

Figura P13.66 

h(o (V) 


0 5 10 r(s) 


13.67 a) Admita que a resposta a um impulso de 
tensão de um circuito seja 


0, t < 0; 
tg E [=0. 


Use a integral de convolução para deter- 
minar a tensão de saída se o sinal de 
entrada for 10u(t) V. 


b) Repita (a), se a resposta a um impulso de 


tensão for 
0, t<o0; 

ht) =4101—-20), 0=t=05s; 
0, t=>05s. 


c) Faça o gráfico para a tensão de saída, em 
função do tempo, para os itens (a) e (b), 
para0=t=< ls. 


13.68 
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Use a integral de convolução para determinar 
v, no circuito da Figura P13.68, se v,= 75u(t) V. 


Figura P13.68 


40 0 4H 
e BA VAVAVa INN o 
+ + 
v; 16H Vo 
o . 
13.69 a) Use a integral de convolução para determi- 


"O 100 kQ 0,2 uF E vo 


nar v, no circuito da Figura P13.69(a), se i 
for o pulso mostrado na Figura P13.69(b). 


b) Use a integral de convolução para deter- 
minar 1. 
c) Mostre que suas soluções para v, e i, são 


consistentes, calculando v ei em 100" ms, 
100* ms, 2007 ms e 200* ms. 


Figura P13.69 


lo 


(b) 


13.70 A tensão de entrada no circuito da Figura 


P13.70 é 
v,= 5[u(t) — u(t— 0,5)] V. 
a) Use a integral de convolução para deter- 
minar V,. 
b) Faça ográficode v,para0=t=1s. 
Figura P13.70 


20 100 mH 
ANA, INN 


100mF uv 


ro 
ls 


13.71 a) Determine a resposta a um impulso do cir- 


cuito da Figura P13.71(a) se u g for o sinal 
de entrada e i, for o sinal de saída. 


b) Dado que v ; tem a forma de onda mos- 
trada na Figura P13.71(b), use a integral 
de convolução para determinar v,. 


c) v, tem a mesma forma de onda de v ps 
Por quê? 


Figura P13.71 


vg (V) 


(a) (b) 


13.72 a) Determine a resposta a um impulso do 


circuito apresentado na Figura P72, se 
v, for o sinal de entrada e v, for o sinal 
de saída. 


b) Admita que a fonte de tensão tenha 
a forma de onda mostrada na Figura 
P13.71(b). Use a integral de convolução 
para determinar v,. 

c) Façao gráficode v para0=t=2s. 

d) v, tem a mesma forma de onda de v ps 
Por quê? 

Figura P13.72 

50 


ANA [ F 
(O) To mF vu, $20 0 


13.73 A fonte de corrente no circuito da Figura 


P13.73(a) tem a forma de onda da Figura 
P13.73(b). Use a integral de convolução para 
determinar v, em t=5 ms. 


575 
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Figura P13.73 
0,4 uF 


lg 5kQ 20k0 vo 


P13.74(b). Use a integral de convolução para 
determinar o valor de v,,em t= 75 ms. 


Figura P13.74 


v;(t) 
5H 
v; 160 0 vo 


0 7/20 m/10 t(s) 
(a) (b) 


13.75 a) Mostre que, se y(t) =h(t) * x(t), então Y(s) 
= H(s)X(s). 


b) Use o resultado dado em (a) para deter- 
(b) minar f(t) se 
F(9) = a 
13.74 O pulso de tensão senoidal mostrado na Figura je s(s + a)? 
P13.74(a) é aplicado ao circuito da Figura 
Seção 13.7 
13.76 O amplificador operacional no circuito da c) Determine a expressão de regime perma- 


Pspice Figura P13.76 é ideal e está operando na 


Multisim sm Dê 
região linear. 


a) Calcule a função de transferência V / Le 


b) Se v,=cos 3.000tV, qual é a expressão de 
regime permanente de v,? 
Figura P13.76 
100 nF 


+ 


13.77 O amp op no circuito da Figura P13.77 é ideal. 


Pspice 
Multisim 


b) Determine v, se ne 0,6u(t) V. 


a) Determine a função de transferência V / Vs 


nente de UV, Se V, =2 cos 10.000 V. 
Figura P13.77 


13.78 A função de transferência para um circuito 


linear invariante no tempo é 
V, 25(s + 8) 


H() =2= 
= + 60 + 150 


Se v, = 10 cos 20t V, qual é a expressão de 
regime permanente para v,? 
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13.79 A função de transferência para um circuito 13.80 Quando uma tensão de entrada de 30u(t) V é 
linear invariante no tempo é aplicada a um circuito, sabe-se que a resposta é 
H( ) A 125(s E 400) v, — (50€ 780001 ss 20€ 000% u(t) V. 
ses Ro 
Io s(sº + 2005 + 109 Qual será a resposta de regime permanente, 
se v, = 120 cos 6.000t V? 
Se i, = 80 cos 5001 A, qual é a expressão de ú 
regime permanente para i 2 
Seção 13.8 
13.81 Mostre que, após V,C, coulombs serem transfe- Figura P13.83 
ridos de C, para C, no circuito da Figura 13.47, 1K0 80mH 
a tensão em cada capacitor é CV/(C, + C)). ds dd: há 
(Sugestão: use o princípio de conservação da 
(O 2081) V 320mH dv 
carga.) 
13.82 A fonte de tensão no circuito do Exemplo - 
13.1 é trocada por um impulso unitário; isto 
é, v, = d(1). 13.84 O indutor L, no circuito da Figura P13.84 é 
a) Qual é a energia total transferida da percorrido por uma corrente inicial de p A,no 
fonte de tensão para o capacitor? instante em que a chave é aberta. Determine 
b) Qual é a energia total transferida ao (a) v(8); (b) à,(8); (0) dolo) E (dl) AG), em que 
dutos? A(t) é o fluxo total no circuito. 
c) Use a função de transferência para deter- did 
minar v (t). 
d) Mostre que a resposta determinada em 
(c) é a mesma que se obteria se, primeiro, 
o capacitor fosse carregado com 1.000 V 
e, então, descarregado através do circuito, 
como mostra a Figura P13.82. 13.85 a) Suponha que R — oono circuito da Figura 
Figura P13.82 P13.84 e use as soluções enPon idas no 
Problema 13.84 para determinar v(t), i,(t) 
1.000 O : 
ANA, E a e i(t). 
25003 1=0 + b) Admita que R = oo no circuito da Figura 
vo 1 uF5>= 1.000 V P13.84 e use o método da transformada 
50 mH = de Laplace para determinar v(t), i (1) e 
= lt): 
13.86 A combinação em paralelo de R, e C,,no cir- 
13.83 Não há nenhuma energia armazenada no cir- cuito da Figura P13.86, representa o circuito 


cuito da Figura P13.83 no instante em que a 
tensão impulsiva é aplicada. 


a) Determine v,, t para t = 0. 


b) Sua solução faz sentido em termos do 
comportamento conhecido do circuito? 
Explique. 


de entrada de um osciloscópio analógico. A 
combinação em paralelo de R, e €, repre- 
senta o cabo de compensação, que é usado 
para ligar a fonte de sinal ao osciloscópio. Não 
há nenhuma energia armazenada em C, ou 
em €, no momento em que a fonte de 10 V é 
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ligada ao osciloscópio, por meio do cabo de 
compensação. Os valores do circuito são C, = 


c) Determine v,, para t = 0*. 


d) Suas soluções para i,,i,e v, fazem sentido 


4pE, C,=16 pE R,=1,25 MO e R,=5 MO. 


a) Determine v,. 


em termos do comportamento conhecido 
do circuito? Explique. 


b) Determine i . Figura P13.89 


c) Repita (a) e (b), quando C, for alterado + SH = 
para 64 pF. ed º E 
Figura P13.86 205(9) v(O) 1H LH lr vo 
R, . 
AMA 
ko 
i v 0 E Es 13.90 A chave no circuito da Figura P13.90 esteve 
| ( na posição a por um longo tempo. Em t = 0, 
ela passa para a posição b. Calcule (a) v (0); 
vo) R$ Gu (D) U(0: (9) 1/0): (4) 0: (6) 1/00): (0) 


v(0") e (g) vs(0'). 


Figura P13.90 


13.87 Mostre que, se RC, = R,C,, no circuito da 
Figura P13.86, v, será uma réplica da fonte 
de tensão multiplicada por um fator de escala. 


13.88 A chave no circuito na Figura P13.88 esteve Ea 
fechada por um longo tempo. Ela se abre em dd ai a 
t=0. Calcule (a) i (0); (b) i/(0*): (c) (07); l 
(d) (09); (2) i(D; (D (0) e (g) v(D. 
Figura P13.87 


13.91 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 
cuito da Figura P13.91 no instante em que a 


te O 
x corrente impulsiva é aplicada. 
+ 
+ 
smH jo mH a) Determine v,, para t = 0". 
sa() 0,8 KO n v(t) | b) Sua solução faz sentido em termos do 
4kO 16 k0 comportamento conhecido do circuito? 


Explique. 


. : Figura P13.91 
13.89 Não há nenhuma energia armazenada no cir- 


cuito da Figura P13.89, no instante em que a a Ã E ' 
tensão impulsiva é aplicada. E 
a) Determine i,, para t = 0". (1) 105(t) uA $50k0 1uF Vo 
b) Determine i,, para t = 0º. 1 E 
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Seções 13.1-13.8 


13.92 


Perspetiva 
Prática 


13.93 


Perspetiva 
Prática 


Considere que a tensão fase-neutro, V,, no 
circuito de 60 Hz da Figura 13.59 seja 
120 70º V (ef). A carga R está absorvendo 
1.200 W; a carga R, está absorvendo 1.800 W 
eacarga X está absorvendo 350 VAR. A rea- 
tância indutiva da linha (X,) é 1). Suponha 
que V, não mude depois que a chave é aberta. 


a) Calcule o valor inicial de i,(t) e de i (1). 


b) Determine V,, v (1) e v (0'), usando o 
circuito no domínio da frequência da 
Figura 13.60. 


c) Verifique o componente de regime per- 
manente de v,, usando a análise de domí- 
nio fasorial. 


d) Usando um programa de computador de 
sua preferência, faça o gráfico de v (1), 
para 0 =1=20ms. 

Suponha que a chave no circuito da Figura 

13.59 abra no instante em que a tensão de 

regime permanente senoidal, v,, seja nula, 

passando de valores negativos a positivos, isto 

é,v, = 120 V2 sen 120mtV. 


a) Determine v (1), para t = 0. 


13.94 


Perspetiva 
Prática 


b) Usando um programa de computador de 
sua preferência, faça o gráfico de v (1), 
para0=1=20ms. 


c) Compare a perturbação da tensão na 
parte (a) com a obtida na parte (c) do 
Problema 13.92. 

A finalidade deste problema é mostrar que a 

tensão fase-neutro no circuito da Figura 13.59 

pode passar diretamente para regime perma- 

nente, se a carga R, for desligada no instante 
certo. Seja v, = V,, cos(1207t — 0º) V, em que 

V, = 120 V2. Admita que v, não mude, após 

R, ser desligado. 

a) Determine o valor de 6 (em graus) de 
modo que v, passe diretamente para o 
regime permanente, quando a carga R, 
for desligada. 


b 


no 


Para o valor de 6 determinado na parte 
(a), determine v (1), para t = 0. 


Cc 


sn 


Usando um programa de computador de 
sua preferência plote, em um único grá- 
fico, para —10 ms = t = 10 ms, v (1) antes 
e depois de a carga R, ter sido desligada. 
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SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


14.1 Observações preliminares 14.4 Filtros passa-faixa 
14.2 Filtros passa-baixas 14.5 Filtros rejeita-faixa 
14.3 Filtros passa-altas 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


LÊ 


Conhecer as configurações dos circuitos RL e RC que funcionam como filtros passa-baixas e saber calcular o valor 
dos componentes para atender a uma frequência de corte especificada. 

Conhecer as configurações dos circuitos AL e RC que funcionam como filtros passa-altas e saber calcular o valor 
dos componentes para atender a uma frequência de corte especificada. 

Conhecer as configurações dos circuitos RLC que funcionam como filtros passa-faixa, entender a definição e a 
relação entre frequência central, frequências de corte, largura de faixa e fator de qualidade de um filtro passa-faixa 
e saber calcular o valor dos componentes para cumprir as especificações de projeto. 

Conhecer as configurações dos circuitos RLC que funcionam como filtros rejeita-faixa, entender a definição e a 
relação entre frequência central, frequências de corte, largura de faixa e fator de qualidade de um filtro rejeita-faixa 
e saber calcular o valor dos componentes para cumprir as especificações de projeto. 


Até este ponto de nossa análise de circuitos com fontes senoidais, a frequência da fonte foi mantida cons- 


tante. Neste capítulo, analisaremos o efeito da variação da frequência da fonte sobre as tensões e correntes. O 
resultado dessa análise é a resposta de frequência de um circuito. 


Em capítulos anteriores, vimos que a resposta de um circuito depende dos tipos de elemento presentes, 


do modo como estão ligados e de suas impedâncias. Embora a variação da frequência de uma fonte senoidal 
não altere os tipos de elemento, nem suas ligações, ela altera a impedância de capacitores e indutores, pois 
essa impedância é uma função da frequência. Como veremos, a cuidadosa escolha dos elementos de circuito, 
seus valores e suas ligações a outros elementos permite-nos construir circuitos cuja saída contenha somente os 
sinais de entrada que se encontram dentro de determinada faixa de frequências. Tais circuitos são denominados 
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circuitos de seleção de frequências. Muitos dispositivos que se comunicam por meio de sinais elétri- 
cos, como telefones, rádios, televisores e satélites, empregam esse tipo de circuito. 

Circuitos de seleção de frequências também são denominados filtros, em razão de sua capacidade de 
filtrar certos sinais de entrada com base na frequência. A Figura 14.1 representa esquematicamente essa 
propriedade. Para sermos mais precisos, devemos observar que, na prática, nenhum circuito de seleção de 
frequências consegue filtrar as frequências selecionadas com perfeição ou por completo. Mais especifica- 
mente, filtros atenuam — isto é, enfraquecem ou reduzem o efeito de — quaisquer sinais de entrada cujas 
frequências estejam fora de determinada faixa. O sistema de som estereofônico que você tem em casa pode 
estar equipado com um equalizador gráfico, que é um excelente exemplo de um conjunto de filtros. Cada faixa 
no equalizador gráfico é um filtro que amplifica sons (frequências audíveis) na faixa de frequência determina- 
da e atenua frequências que estão fora dessa faixa. Assim, o equalizador gráfico permite alterar o volume de 
som em cada faixa de frequência. 


Figura 14.1 Ação de um filtro sobre um sinal de entrada produz 
um sinal de saída. 


Sinal de E Sinal de 
entrada talhas saída 


Perspectiva prática 


Circuitos de telefone de teclas 


Neste capítulo, examinaremos circuitos em que a frequência da fonte varia. O comportamento desses circuitos 
difere à medida que a frequência da fonte varia, pois a impedância dos componentes reativos é uma função da frequên- 
cia da fonte. Esses circuitos dependentes da frequência são denominados filtros e usados em muitos equipamentos 
elétricos comuns. Em rádios, os filtros servem para selecionar o sinal de uma estação e, ao mesmo tempo, rejeitar os 
sinais de outras, que transmitem em frequências diferentes. Em sistemas estereofônicos, são utilizados para ajustar as 
intensidades relativas dos componentes de baixa e alta frequência do sinal de áudio. Filtros são usados por todos os 
sistemas telefônicos. 

Um telefone de teclas produz tons que ouvimos quando acionamos uma tecla. É bem possível que você já tenha tido curio- 
sidade sobre esses tons. Como são usados para informar ao sistema telefônico qual tecla foi acionada? Afinal, por que usar tons? 
Por que os tons têm sons musicais? Como o sistema telefônico distingue entre os tons das teclas e os sons normais de pessoas 
falando ou cantando? 

O sistema telefônico foi projetado para tratar sinais de áudio — 
cujas frequências estão entre 300 Hz e 3 kHz. Por isso, todos os sinais 
do sistema dirigidos ao usuário têm de ser audíveis — incluindo o tom 
de discar e o sinal de ocupado. De maneira semelhante, todos os si- 
nais dirigidos do usuário ao sistema têm de ser audíveis, incluindo 0 
sinal emitido quando ele aciona uma tecla. É importante distinguir entre 
os sinais das teclas e os sinais normais de áudio, por isso se utiliza 
um sistema multifrequência de tom dual (DTMF — dual-tone-multiple- 
-frequency). Quando uma tecla correspondente a um número é aciona- 
da, um par exclusivo de tons senoidais, com frequências precisamente 
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Tom Grill / Corbis 


Figura 14.2 Circuito com entrada e saída de tensão. 


determinadas, é enviado pelo aparelho ao sistema telefônico. As 
especificações de frequência e temporização do DTMF pratica- 


á “g ! mente impossibilitam que uma voz humana produza os pares de 
ha : , tons exatos, ainda que alguém tente. A central telefônica, onde 
Pb circuitos elétricos monitoram o sinal de áudio, detecta os pares 
.“ ma de tons que sinalizam um número. No exemplo da Perspectiva 


prática no final do capítulo, examinaremos o projeto dos filtros 
DTMF usados para determinar qual tecla foi acionada. 

Começamos este capítulo analisando circuitos de cada uma 
das quatro principais categorias de filtros: passa-baixas, passa- 
-altas, passa-faixa e rejeita-faixa. A função de transferência de 
um circuito é o ponto de partida para a análise da resposta de 
frequência. Preste muita atenção às similaridades entre as fun- 
ções de transferência de circuitos que executam a mesma função 
de filtragem. Empregaremos essas similaridades quando proje- 
tarmos filtros no Capítulo 15. 


14.1 Observações preliminares 


Lembre-se de que na Seção 13.7 afirmamos que a função de transferência de um circuito 
proporciona um meio fácil de calcular a resposta, de regime permanente, a uma entrada senoi- 
dal. Naquela seção, consideramos somente fontes de frequência fixa. Para estudar a resposta 
de frequência de um circuito, substituímos uma fonte senoidal de frequência fixa por uma de 
frequência variável. A função de transferência ainda é uma ferramenta de imensa utilidade, 
pois o módulo e a fase do sinal de saída dependem somente do módulo e da fase da função de 
transferência H(jo). 

Observe que a abordagem que acabamos de esboçar pressupõe que podemos variar a fre- 
quência de uma fonte senoidal sem alterar seu módulo ou ângulo de fase. Dessa forma, a 
amplitude e a fase da saída vão variar somente se a amplitude e a fase da função de transferên- 
cia variarem, à medida que a frequência da fonte senoidal for alterada. 

Para simplificar ainda mais este primeiro exame de circuitos 
de seleção de frequências, também restringiremos nossa atenção 


a casos em que ambos os sinais, de entrada e de saída, são ten- 
——— 


v(D) 


sões senoidais, como ilustrado na Figura 14.2. Assim, a função de 
transferência de interesse será a razão entre a transformada de 
Laplace da tensão de saída e a transformada de Laplace da ten- 
são de entrada, ou H(s) = V (s)/V(s). Entretanto, devemos ter 


O 
Ea 


Circuito VAS) 


LO] a 
em mente que, para determinada aplicação, o sinal de entrada ou 
o de saída pode ser uma corrente. 

Os sinais que passam da entrada para a saída encontram-se dentro de uma faixa de fre- 


quências denominada faixa de passagem. As tensões de entrada que estão fora dessa faixa têm 
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seus módulos atenuados pelo circuito e são, por isso, efetivamente impedidas de chegar aos 
terminais de saída do circuito. Frequências que não estão dentro da faixa de passagem de um 
circuito estão dentro de sua faixa de rejeição. Circuitos de seleção de frequências caracteri- 
zam-se pela localização da faixa de passagem. 

Um modo de identificar o tipo do circuito de seleção de frequências é examinar seu grá- 
fico de resposta de frequência. Um gráfico de resposta de frequência mostra como a função 
de transferência de um circuito (de amplitude e de fase) muda à medida que a frequência 
da fonte varia. Um gráfico de resposta de frequência tem duas partes. Uma é um gráfico de 
[H(jw)| em função da frequência w. Essa parte do gráfico é denominada gráfico de amplitude. 
A outra parte é um gráfico de 6(jw) em função da frequência w. Essa parte é denominada 
gráfico de fase. 

Os gráficos de resposta de frequência ideais para as quatro categorias principais de filtros 
são mostrados na Figura 14.3. As partes (a) e (b) ilustram os gráficos ideais para um filtro pas- 
sa-baixas e um filtro passa-altas, respectivamente. Ambos os filtros têm uma única faixa de pas- 
sagem e uma única faixa de rejeição, que são definidas pela frequência de corte que as separa. 
Os termos passa-baixas e passa-altas derivam dos gráficos de amplitude: um filtro passa-baixas 
deixa passar sinais de frequências mais baixas do que a frequência de corte, e um filtro passa- 
-altas deixa passar sinais de frequências mais altas do que a frequência de corte. Assim, os ter- 
mos alta e baixa empregados aqui não se referem a quaisquer valores absolutos de frequência 
— mais precisamente, referem-se a valores relativos à frequência de corte. 


Figura 14.3 Gráficos de resposta de frequência ideais dos quatro tipos de filtro. 
(a) Filtro passa-baixas ideal. (b) Filtro passa-altas ideal. (c) Filtro passa- 
-faixa ideal. (d) Filtro rejeita-faixa ideal. 


go içjo) 
1 1h 
Faixa de Faixa de Faixa de Faixa de 
passagem| rejeição rejeição | passagem 
9(jw) [om [o (ju) [om [o 
É (joe) | dae 
(ju) E 0º — 
(a) (b) 
(jo) | | 
1 [= 
E o o 
Faixa de E Eb] Faixa de Faixa de g o Faixa de 
rejeição |-& £| rejeição passagem | = >"'|passagem 
E a E 
(ju) Ver Dog wu (jo) VI Vo wu 
(ja) o O(jwc) ii Elie e 
0º 0º 
B(jo) (jo) Ba 


(c) (d) 
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Observe pelos gráficos de ambos os filtros (bem como dos filtros passa-faixa e rejeita- 
-faixa) que o ângulo de fase para um filtro ideal varia linearmente na faixa de passagem. Essa 
grandeza não é importante fora da faixa de passagem porque, nessa região, a amplitude é nula. 
A variação linear de fase é necessária para evitar distorção de fase. 

Cada uma das duas categorias de filtros restantes tem duas frequências de corte. A Figura 
14.3(c) mostra o gráfico de resposta de frequência ideal de um filtro passa-faixa que deixará 
passar um sinal somente quando sua frequência estiver dentro da faixa definida pelas duas 
frequências de corte. A Figura 14.3(d) mostra o gráfico ideal de um filtro rejeita-faixa, que dei- 
xará passar um sinal somente quando sua frequência estiver fora da faixa definida pelas duas 
frequências de corte. Desse modo, o filtro rejeita-faixa vai rejeitar ou impedir que o sinal de 
entrada alcance a saída quando sua frequência estiver dentro da faixa definida pelas frequên- 
cias de corte. 

Ao especificar um filtro realizável, usando qualquer um dos circuitos deste capítulo, é 
importante observar que as características de amplitude e ângulo de fase não são independen- 
tes. Em outras palavras, as características de um circuito que resultam em determinado gráfico 
de amplitude também determinarão a forma do gráfico de fase e vice-versa. Por exemplo, uma 
vez selecionada uma forma desejada para a resposta de amplitude de um circuito, a resposta 
de fase também estará determinada. Por outro lado, se selecionarmos uma forma desejada 
para a resposta de fase, a resposta da amplitude estará também determinada. Embora exis- 
tam alguns circuitos de seleção de frequências cujo comportamento da amplitude e do ângulo 
de fase possa ser especificado independentemente, esses circuitos não são apresentados aqui. 

As próximas seções apresentam exemplos de circuitos de cada uma das quatro categorias 
de filtro. Trata-se de apenas alguns dos muitos circuitos que agem como filtros. Você deve ten- 
tar identificar quais são as propriedades de um circuito que determinam seu comportamento 
como um filtro. Examine com atenção a forma da função de transferência para circuitos que 
executam as mesmas funções de filtragem. Identificar a forma da função de transferência de 
um filtro vai ajudá-lo a projetar filtros para aplicações específicas. 

Todos os filtros que examinaremos neste capítulo são filtros passivos, assim denominados 
porque suas características de filtragem dependem apenas de elementos passivos: resistores, 
capacitores e indutores. A maior amplitude de saída que tais filtros podem alcançar normal- 
mente é 1, e inserir uma impedância em série com a fonte ou em paralelo com a carga redu- 
zirá essa amplitude. Como em muitas aplicações práticas de filtros se exige que se aumente a 
amplitude da saída, os filtros passivos têm algumas desvantagens significativas. O único filtro 
passivo descrito neste capítulo que pode amplificar sua saída é o filtro de ressonância RLC 
em série. Uma seleção muito maior de filtros amplificadores é encontrada nos filtros ativos, 
assunto do Capítulo 15. 


14.2 Filtros passa-baixas 


Agora, examinaremos dois circuitos que se comportam como filtros passa-baixas, o RL 
em série e o RC em série, e descobriremos quais as características desses circuitos que deter- 
minam a frequência de corte. 


O circuito AL em série — análise qualitativa 


Um circuito RL em série é mostrado na Figura 14.4(a). O sinal de entrada do circuito é 
gerado por uma fonte de tensão senoidal de frequência variável. O sinal de saída do circuito 
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é definido como a tensão no resistor. Suponha que a frequência da Figura 14.4 (a) Filtro passa-baixas AL em série. 
fonte comece com valores muito baixos e aumente gradativamente. b) Circuito equivalente em «o = O. 

; 5 3 E a c) Circuito equivalente em «w = oo. 
Sabemos que o comportamento do resistor ideal não mudará, pois 


sua impedância independe da frequência. No entanto, analise como NA 

muda o comportamento do indutor. sp 
Lembre-se de que a impedância de um indutor é jwL. Em fre- (O) R$ v, 

quências baixas, a impedância do indutor é muito pequena em compa- = 


ração com a impedância do resistor e, na verdade, o indutor funciona 
como um curto-circuito. Por isso, o termo baixas frequências refere-se (a) 
a quaisquer frequências para as quais vL << R. O circuito equivalente EL 
para w = 0 é mostrado na Figura 14.4(b). Nesse circuito equivalente, 
a tensão de saída e a de entrada são iguais em módulo, bem como em 

ângulo de fase. 4 (O 


A medida que a frequência aumenta, a impedância do indutor 


aumenta em relação à do resistor. Esse aumento provoca uma eleva- (b) 

ção correspondente na queda de tensão no indutor e uma redução E 
correspondente da tensão de saída. Quanto maior a impedância do o o 
indutor, maior será a diferença de fase entre a tensão de entrada e de x 
saída. Isso resulta em uma diferença de ângulo de fase entre a tensão V; (O R$ vo 
de entrada e de saída. A tensão de saída fica atrasada em relação à = 
tensão de entrada e, à medida que a frequência aumenta, essa dife- (0) 

rença de fase aproxima-se de 90º. 

Em altas frequências, a impedância do indutor é muito grande em comparação com a 
impedância do resistor e, por isso, o indutor funciona como um circuito aberto, bloqueando 
efetivamente o fluxo de corrente no circuito. Assim, o termo altas frequências refere-se a quais- 
quer frequências para as quais wL >> R. O circuito equivalente para w = co é o mostrado na 
Figura 14.4(c), onde a amplitude da tensão de saída é igual a zero. O ângulo de fase da tensão 
de saída é —90º em relação à tensão de entrada. 

Com base no comportamento da amplitude da tensão Figura 14.5 Gráfico de resposta de frequência para o 
de saída, esse circuito RL em série deixa passar, seletiva- circuito AL em série da Figura 14.4(a). 
mente, entradas de baixa frequência e rejeita entradas de lH(jo))| 
alta frequência. Por conseguinte, a resposta desse circuito 
a um sinal de frequência variável de entrada tem a forma 1,0 == a 
mostrada na Figura 14.5. Essas duas representações gráficas 
constituem aquelas da resposta de frequência do circuito RL | 
em série da Figura 14.4(a). A curva superior mostra como | 
IH(jw)| varia com a frequência. A curva inferior mostra o 5 7 
como 69(jw) varia com a frequência. No Apêndice E, apre- ua : 
sentamos um método formal para construir esses gráficos. 

Também sobrepusemos, na Figura 14.5, o gráfico do 
módulo da função de transferência para um filtro passa-bai- 
xas ideal, apresentado na Figura 14.3(a). É óbvio que há uma “909º 


diferença entre as representações gráficas de um filtro ideal e 
da resposta de frequência de um filtro RL real. O filtro ideal 
exibe uma descontinuidade no módulo da função de transferência na frequência de corte, w,. 
o que cria uma transição abrupta entre a faixa de rejeição e a faixa de passagem. Embora essa 
seja a forma ideal segundo a qual gostaríamos que nossos filtros funcionassem, não é possível, 


Circuitos elétricos 


Definição de > 
frequência 
de corte 


usando componentes reais, construir um circuito que apresente essa transição abrupta. Circui- 
tos que atuam como filtros passa-baixas têm uma resposta de amplitude que passa gradativa- 
mente da faixa de passagem para a faixa de rejeição. Dessa forma, temos de definir, para um 
circuito real, o que significa a frequência de corte, q. 


Definição da frequência de corte 


Precisamos definir a frequência de corte, w,., para circuitos de filtros reais quando não for 
possível identificar uma única frequência que separe a faixa de passagem da faixa de rejeição. 
A definição, amplamente usada por engenheiros eletricistas, considera que a frequência de 
corte é a frequência para a qual o módulo da função de transferência diminui por um fator de 
1/N2 em relação a seu valor máximo: 


ps 
IH Go) E» VD máx, (14.1) 


em que H |, é a amplitude máxima da função de transferência. Decorre da Equação 14.1 que 
a faixa de passagem de um filtro realizável é definida como a faixa de frequências em que a 
amplitude da tensão de saída é no mínimo 70,7% da máxima amplitude possível. 

A constante 1/2 usada na definição da frequência de corte talvez pareça uma escolha 
arbitrária. O exame de outra consequência da frequência de corte fará com que essa escolha 
pareça mais razoável. Lembre-se de que na Seção 10.5 afirmamos que a potência média forne- 
cida por qualquer circuito a uma carga é proporcional a VZ, onde V, é a amplitude da queda 
de tensão na carga: 


pelt (142) 


Se o circuito for alimentado por uma fonte de tensão senoidal, V(jw), a tensão da carga 
também será uma senoide, cuja amplitude é uma função da frequência w. Defina P .. como 
o valor da potência média fornecida a uma carga, quando a amplitude da tensão de carga for 
máxima: 

2 
1 V Lmáx 
Páx = 5) RO: (14.3) 

Se variarmos a frequência da fonte de tensão senoidal, V(jw), a tensão da carga será 

máxima quando a amplitude da função de transferência do circuito também for máxima: 


V, 4] (14.4) 


máx = Hruásl 


Examine, agora, o que acontece com a potência média quando a frequência da fonte de 
tensão é w . Usando a Equação 14.1, determinamos que a amplitude da tensão de carga em w, é 


MG)! = 1H Go IV 


1 
e Háx V, 
va [vi 


1 
E vã Vimáx- (14.5) 
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Substituindo a Equação 14.5 na Equação 14.2, 


ViG oo] 


1 
2 R 
1 2 
[ya tima) 
R 
V imád 
R 


Pljw,) = 


[O ER O O 


5º 
E 


= (14.6) 


A Equação 14.6 mostra que, na frequência de corte w,, a potência média fornecida pelo 
circuito é metade da máxima potência média. Assim, q também é denominada frequência de 
meia potência. Portanto, na faixa de passagem, a potência média fornecida a uma carga é no 
mínimo 50% da máxima potência média. 


O circuito AL em série — análise quantitativa 


Agora que já definimos a frequência de corte para circui- Figura 14.6 Equivalente, no domínio da frequência, 
tos de filtros reais, podemos analisar o circuito RL em série, para oro aa 
determinar, para esse filtro passa-baixas, a relação entre os valo- sL 
res dos componentes e a frequência de corte. Começamos cons- + 
truindo o equivalente no domínio da frequência do circuito da VAS) (O R$V.(s) 
Figura 14.4(a), admitindo condições iniciais nulas. O circuito equi- 
valente resultante é mostrado na Figura 14.6. 

A função de transferência da tensão para esse circuito é 

H is (14.7) 
S)=——5—. E 
(s) s + R/L 
Para estudar a resposta de frequência, fazemos s = jw na Equação 14.7: 
R/L 
REQ = 14.8 
= a (14.8) 


Agora, podemos dividir a Equação 14.8 em duas equações. A primeira define o módulo da 
função de transferência em função da frequência; a segunda define o ângulo de fase da função 
de transferência em função da frequência: 


R/L 
IH(jo)| = RE (14.9) 
o(ja) = 184 (SE) (14.10) 


Um exame detalhado mostra que Equação 14.9 justifica quantitativamente o gráfico de 
amplitude da Figura 14.5. Quando w = 0, o denominador e o numerador são iguais e |H(j0)|= 1. 
Isso significa que, em w = 0, a tensão de entrada é transferida sem mudança de amplitude aos 
terminais de saída. 
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Frequência de > 
de corte para 
filtros AL 


À medida que a frequência aumenta, o numerador da Equação 14.9 permanece inalte- 
rado, mas o denominador cresce. Assim, |H(jw)| diminui à medida que a frequência aumenta, 
como mostra o gráfico da Figura 14.5. De maneira semelhante, à medida que a frequência 
aumenta, o ângulo de fase passa de seu valor cc de 0º, tornando-se mais negativo, como visto 
na Equação 14.10. 

Quando w = co, o denominador da Equação 14.9 é infinito e |H(joo)| = 0, como visto na 
Figura 14.5. Em w = co, 0 ângulo de fase alcança um limite de —90º, como visto na Equação 
14.10 e no gráfico da Figura 14.5. 

Usando a Equação 14.9, podemos calcular a frequência de corte, w . Lembre-se de que 
w,. é definida como a frequência na qual |H(jo,)| = (1/N2) H «4x Para o filtro passa-baixas, 
H ax |H(j0)|, como visto na Figura 14.5. Desse modo, para o circuito na Figura 14.4(a), 


m 
1 R/L 


H(jwo)l = MI = ; (14.11) 
COND Vaz + (R/LY 
Explicitando w na Equação 14.11, obtemos 
R 
vc = (14.12) 


A Equação 14.12 fornece um importante resultado. A frequência de corte, w., pode assu- 
mir qualquer valor desejado mediante a seleção adequada de valores para R e L. Dessa 
forma, podemos projetar um filtro passa-baixas com qualquer frequência de corte que preci- 
sarmos. O Exemplo 14.1 demonstra a importância da Equação 14.12 para o projeto de filtros 
passa-baixas. 


EXEMPLO 14.1 Projeto de um filtro passa-baixas. 


Eletrocardiologia é o estudo dos sinais elétricos produzidos pelo coração. Esses sinais mantêm o bati- 
mento rítmico do coração e são medidos por um instrumento denominado eletrocardiógrafo. Esse 
instrumento deve ser capaz de detectar sinais periódicos cuja frequência é de aproximadamente 1 Hz 
(a taxa normal de batimentos do coração é 72 por minuto). O instrumento tem de funcionar na pre- 
sença de ruído senoidal que consiste em sinais do ambiente elétrico que o rodeiam, cuja frequência 
fundamental é 60 Hz — a frequência em que a energia elétrica é fornecida. 

Escolha valores para R e L no circuito da Figura 14.4(a) de modo que o circuito resultante possa ser 
usado em um eletrocardiógrafo para filtrar qualquer ruído acima de 10 Hz e deixar passar os sinais 
elétricos do coração, de frequência de 1 Hz aproximadamente. Em seguida, calcule a amplitude de V, 
a 1 Hz, 10 Hz e 60 Hz para verificar a qualidade de funcionamento do filtro. 


Solução 

O problema consiste em selecionar valores para R e L que resultem em um filtro passa-baixas, com 
uma frequência de corte de 10 Hz. Pela Equação 14.12, dado w,, vemos que R e L não podem ser 
especificados independentemente. Portanto, vamos escolher um valor normalmente disponível de 
L,100 mH. Antes de usarmos a Equação 14.12 para calcular o valor de R necessário ao estabeleci- 
mento da frequência de corte desejada, precisamos converter essa frequência de hertz para radianos 
por segundo: 


w,=27(10) = 207 rad/s. 


Capítulo 14 e Introdução aos circuitos de seleção de frequências 589 


Determinamos, agora, o valor de R que, juntamente com L = 100 mH, resultará em um filtro passa- 
“baixas com uma frequência de corte de 10 Hz: 


R=-oL 
= (207)(100 x 103) 
= 6,28 O. 


Podemos calcular o módulo de V, usando a equação 


. Tabela 14,1 Amplitudes das tensões de entrada e 
[Vol = HG) - |V]: 


saída para várias frequências. 


R/L (He) VIV) VI) 
o PR f Z TZ 
E 4 (R/L)? 1 1,0 0,995 
10 1,0 0,707 
207 
RE 60 10 0,164 


Vw? + 4007? 


A Tabela 14.1 resume os valores de amplitude calculados para as frequências 1 Hz, 10 Hz e 60 Hz. Como 
esperado, as tensões de entrada e saída têm a mesma amplitude nas baixas frequências, pois o circuito 
é um filtro passa-baixas. Na frequência de corte, a amplitude da tensão de saída foi reduzida de 1/2 
em relação à amplitude unitária da faixa de passagem. Em 60 Hz, a amplitude da tensão de saída foi 
reduzida por um fator de aproximadamente 6, obtendo-se a desejada atenuação do ruído, que poderia 
adulterar o sinal para cuja medição o eletrocardiógrafo foi projetado. 


Circuito RC em série 


O circuito RC em série, mostrado na Figura 14.7 também se comporta como um filtro pas- 


sa-baixas. Podemos verificar isso por meio da mesma análise qualitativa que usamos antes. Na 
verdade, tal exame qualitativo é uma etapa importante na resolução de problemas, que deve- 
mos adotar como prática habitual quando analisarmos filtros. Isso nos auxilia a prever as 
características de filtragem (passa-baixas, passa-altas etc.) e, assim, prever a forma geral da 
função de transferência. Se a função de transferência calculada concordar com a previsão qua- 
litativa inicial, teremos uma importante verificação da correção de nossos cálculos. 


Observe que a saída do circuito é definida como a tensão nos 


terminais do capacitor. Como fizemos anteriormente, usaremos três Figura 14.7 Filtro passa-baixas AC em série. 
regiões de frequência para a análise qualitativa do comportamento do R 
circuito RC em série da Figura 14.7: didi E 
1. Frequência zero (w = 0): a impedância do capacitor é infinita e ele vi (O Cv 
age como um circuito aberto. Assim, as tensões de entrada e saída = 
são as mesmas. 
2. Frequências crescentes a partir de zero: a impedância do capacitor decresce em relação à 
impedância do resistor, e a tensão da fonte divide-se entre a impedância resistiva e a capa- 
citiva. Desse modo, a tensão de saída é menor do que a tensão da fonte. 
3. Frequência infinita (w = oo): a impedância do capacitor é igual a zero e ele age como um 


curto-circuito. Assim, a tensão de saída é nula. 


Circuitos elétricos 


Segundo essa análise, o circuito RC em série funciona como um filtro passa-baixas. O 
Exemplo 14.2 explora os aspectos quantitativos desse circuito. 


EXEMPLO 14.2 Projeto de um filtro passa-baixas RC em série. 


Para o circuito RC em série da Figura 14.7: 


a) Determine a função de transferência entre a tensão da fonte e a tensão de saída. 
b) Determine uma equação para a frequência de corte. 
c) Escolha valores para R e € que resultem em um filtro passa-baixas com uma frequência de corte 
de 3 kHz. 
Solução 
a) Para deduzir uma expressão para a função de transferência, em primeiro lugar, construímos o equi- 
valente, no domínio da frequência, do circuito da Figura 14.7 como mostra a Figura 14.8. 
Usando a divisão de tensão, no domínio da frequência, no circuito equivalente, determinamos 
Ee 
RC 
+ pa, 
PÉ RC 
Agora, faça s = jw e calcule o módulo da expressão complexa resultante: 
Es 
RC 
H(jo)l = S 
1 
2 
+ E: 
Ná (E) 
b) Na frequência de corte w,. |H(jw)| é igual a (1/VD)H ax 
Para um filtro passa-baixas, H = H(j0),e,para o circuito Figura 14.8 Equivalente, no domínio da frequência, 
na Figura 14.8, H(j0) = 1. Então, podemos descrever a rela- para o circuito da Figura 14.7. 
ção entre as quantidades R, Ce q: R 
AMA 
+ 
Es al 
HG) = (1) Re vo(o) set 
De fm dam = no 
á v2 E ( 1 y 
+ = 
aa E: 
Explicitando w nessa equação, obtemos 
1 pur 
we = RC «4 Frequência de corte 
de filtros RC 
c) Pelos resultados de (b), vemos que a frequência de corte é determinada pelos valores de R e C.Como 


Re Cnão podem ser calculados independentemente, vamos escolher € = 1 uF. Quando possível, 
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normalmente especificaremos primeiro um valor para C, em vez de para R ou L, porque os valores das 


capacitâncias de capacitores fabricados comercialmente são em número menor que o de valores para 
resistores ou indutores. Lembre-se de que temos de converter a frequência de corte especificada de 3 


kHz para (27)(3) krad/s: 
1 
R=—— 
mel 
o 1 
(273 X 10)(1 X 10%) 
= 53,05 O. 


A Figura 14.9 mostra os dois circuitos de filtros passa-baixas que examinamos, juntamente 
com suas respectivas funções de transferência. Observe cuidadosamente as funções de transfe- 
rência. Note como suas formas são semelhantes — a única diferença entre elas são os termos 
que especificam a frequência de corte. Na verdade, podemos estabelecer uma forma geral para 
as funções de transferência desses dois filtros passa-baixas: 


H(s) = — =. (14.13) 
Sta 


Qualquer circuito cuja razão entre as tensões de entrada e saída fosse dada pela Equação 
14.13 se comportaria como um filtro passa-baixas, com uma frequência de corte w. Os proble- 
mas no final do capítulo darão outros exemplos de circuitos com essa propriedade. 


Relação entre o domínio da frequência e o domínio do tempo 


Por fim, talvez você tenha percebido outra relação 
importante. Lembre-se de nossa discussão sobre as respos- 


4 Função de 
transferência 
para um filtro 
passa-baixas 


Figura 14.9 Dois filtros passa-baixas, o AL em série e o 
RC em série, juntamente com as respectivas 


tas naturais dos circuitos RL e RC de primeira ordem no funções de transferência e frequências de corte. 
Capítulo 6. Um parâmetro importante para esses circuitos E 
. s 
é a constante de tempo, 7, que caracteriza a forma da res- POA R/L 
posta do circuito. Para o circuito RL, a constante de tempo o He s+R/L 
tem o valor L/R (Equação 714): para o circuito RC, a cons- V; o R $ Vo PR o 
tante de tempo é RC (Equação 724). Compare as constan- = i 
tes de tempo com as frequências de corte para esses circui- 
tos e observe que Re 1/RC 
= HO RO 
T=1/o. (14.14) 1 
[o V, AT OT Vi 
se w,= 1/RC 
Esse resultado é uma consequência direta da relação = 


entre a resposta no domínio do tempo de um circuito e 

sua resposta no domínio da frequência, como obtida pela 

transformada de Laplace. A discussão sobre memória, função peso e integral de convolução da 
Seção 13.6 mostra que, se w,. — oo, o filtro tende a não ter nenhuma memória e a saída tende a 
ter a mesma forma da entrada; isto é, não ocorreu nenhuma filtragem. À medida que w.—>0,a 
memória do filtro tende a aumentar e a tensão de saída tende a ser o sinal de entrada distor- 
cido, pois ocorreu uma filtragem. 


Circuitos elétricos 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Conhecer as configurações dos circuitos AL e RC que funcionam como filtros passa-baixas. 


14.1 Um filtro passa-baixas RC em série deve ter uma frequência de corte de 8 kHz. Se R = 10 kQ), determine 


o valor de €. 
Resposta: 1,99 nF. 


14.2 Precisa-se de um filtro passa-baixas RL em série com uma frequência de corte de 2 kHz. Usando R = 5 
kQ, calcule (a) L: (b) |H(jw)| em 50 kHz e (c) 9(jw) em 50 kHz. 
Resposta: (a) 0,40 H; (b) 0,04; (c) —8771º. 


NOTA: tente resolver também os problemas 14.1 e 14.7, apresentados no final deste capítulo. 


14.3 Filtros passa-altas 


Em seguida, examinaremos dois circuitos que funcionam como filtros passa-altas. Mais 
uma vez, são o circuito RL em série e o circuito RC em série. Veremos que o mesmo circuito 
em série pode atuar como um filtro passa-baixas ou um filtro passa-altas, dependendo de onde 
a tensão de saída é definida. Determinaremos também a relação entre os valores dos compo- 
nentes e a frequência de corte desses filtros. 


O circuito RG em série — análise qualitativa 


Figura 14.10 (a) Filtro passa-altas RC em série; 
(b) circuito equivalente em wo = 0 € 
(c) circuito equivalente em w = oo. 


— + ' 
(a) 
Cc 

—o o—— N 

v; o R$ Vo 
(b) 
Cc 

+ 

v; (O R$ Vo 
(c) 


Um circuito RC em série é mostrado na Figura 14.10(a). Em 
contraste com sua contraparte passa-baixas, da Figura 14.7, aqui a 
tensão de saída é definida nos terminais do resistor, e não nos ter- 
minais do capacitor. Por causa disso, o efeito da alteração da impe- 
dância capacitiva é diferente do caso da configuração passa-baixas. 

Em w = 0,0 capacitor comporta-se como um circuito aberto, 
não havendo, portanto, nenhuma corrente fluindo no resistor, o que 
é ilustrado no circuito equivalente da Figura 14.10(b). Nesse cir- 
cuito, não há nenhuma tensão nos terminais do resistor e o circuito 
filtra baixas frequências da fonte. 

À medida que a frequência da fonte aumenta, a impedância 
do capacitor decresce em relação à impedância do resistor e a ten- 
são da fonte agora é dividida entre o capacitor e o resistor. Assim, a 
amplitude da tensão de saída começa a crescer. 

Quando a frequência da fonte é infinita (w = 00), o capacitor 
comporta-se como um curto-circuito e, por isso, não há nenhuma 
tensão no capacitor, o que é ilustrado no circuito equivalente na 
Figura 14.10(c). Nesse circuito, a tensão de entrada e a de saída são 
as mesmas. 

A defasagem entre as tensões da fonte e de saída também varia 
à medida que muda a frequência da fonte. Para w = oo, a tensão de 
saída é a mesma que a de entrada, portanto a defasagem é nula. 
Quando a frequência da fonte decresce e a impedância do capacitor 


Capítulo 14 e Introdução aos circuitos de seleção de frequências 593 


aumenta, surge uma defasagem entre as tensões da fonte 


Figura 14.11 Gráfico de resposta de frequência para o 


e de saída. A tensão de saída fica adiantada em relação à circuito RC em série da Figura 14.10(a). 


tensão da fonte. Quando w = 0, essa defasagem alcança seu 


máximo de +90º. Ho) 
Com base em nossa análise qualitativa, vemos que, quando LO 
a saída é definida como a tensão nos terminais do resistor, o cir- i | 
cuito RC em série comporta-se como um filtro passa-altas. Os 
componentes e ligações são idênticos aos do circuito RC passa- | 
“baixas, mas a escolha da saída é diferente. Assim, confirmamos | 
o que já dissemos, isto é, que as características de filtragem de 9 ai we q 
um circuito dependem da definição da saída, bem como dos +90º 
valores e ligações dos componentes de circuito. 
A Figura 14.11 mostra o gráfico da resposta de frequência 
para o filtro passa-altas RC em série. Como referência, as linhas 
tracejadas indicam o gráfico de um filtro passa-altas ideal. oº É 
Agora passaremos à análise quantitativa desse mesmo circuito. 
O circuito RG em série — análise quantitativa 
Para começar, construímos o circuito equivalente, no domínio da frequência, do circuito 
da Figura 14.10(a). Esse circuito é mostrado na Figura 14.12. A partir da divisão de tensão no 
domínio da frequência, escrevemos a função de transferência: 
s 
H(s) =————. 
(6) = ra/RC 
Fazendo s = jw, obtemos 
jo 
H =" 14.15 
(0) = + I/RC RR 
Em seguida, dividimos a Equação 14.15 em duas equações. A primeira é a que des- 
creve o módulo da função de transferência; a segunda é a que descreve a fase da função de 
transferência: 
IH(jo)l = (14.16) 
Vo? + (1/RCY 
O(jw) = 90º — tg IwRC. (14.17) 
Um exame mais detalhado mostra que as equações 14.16 e 
14.17 justificam o gráfico de resposta de frequência da Figura 14.11. Figura 14.12 Circuito equivalente no domínio da 
Usando a Equação 14.16, podemos calcular a frequência de corte frequência do circuito da Figura 
para o filtro passa-altas RC em série. Lembre-se de que, na frequên- 14.10(a). 
cia de corte, o módulo da função de transferência é (1/VDH ax 
Para um filtro passa-altas, H =| H(jw)l, - = |H(joo)|, como mostra sC 
a Figura 14.11. Podemos construir uma equação para w , igualando o | é A 
lado esquerdo da Equação 14.16 a (1/NV'2)|H(joo)|, observando que, 
para esse circuito RC em série, |H(joo)| = 1: Mas (O E é Vols) 


1 7) 


vio Vw + (1/RCP 


(14.18) 


Circuitos elétricos 


Explicitando w na Equação 14.18, obtemos 


os 
RC 


[o (14.19) 

A Equação 14.19 apresenta um resultado conhecido. A frequência de corte para o cir- 
cuito RC em série tem o valor 1/RC, quer o circuito opere como um filtro passa-baixas (Figura 
14.7), quer opere como um filtro passa-altas [Figura 14.10(a)]. Esse resultado talvez não seja 
surpreendente, porque já sabemos que há uma relação entre a frequência de corte, w,, e a cons- 
tante de tempo, 7, de um circuito. 

O Exemplo 14.3 analisa um circuito RL em série, desta vez operando como um filtro passa-al- 
tas. O Exemplo 14.4 examina o efeito da adição de um resistor de carga em paralelo com o indutor. 


EXEMPLO 14.3 Projeto de um filtro passa-altas AL em série. 


Mostre que o circuito RL em série da Figura 14.13 também atua como um filtro passa-altas: 


a) Deduza uma expressão para a função de transferência do circuito. 


Figura 14.13 Circuito para o Exemplo 14.8. 
b) Use o resultado de (a) para determinar uma equação para a R 
frequência de corte do circuito RL em série. MY à 
c) Escolha valores para R e L que resultem em um filtro passa-al- É (O z ê 
tas com uma frequência de corte de 15 kHz. ú 


Solução 


a) Comece construindo o equivalente, no domínio da frequência, do circuito RL em série, como mos- 
tra a Figura 14.14. Então, use, no circuito equivalente, a divisão de tensão no domínio da frequência 
para construir a função de transferência: 


s Figura 14.14 Circuito equivalente no 

HO) = a domínio da frequência do 

s + R/L circuito da Figura 14.13. 

Fazendo s = jw, obtemos R 
AMA 
. + 
o Jo 

H(jw) = BESRE Vis) (O sL Vols) 


Observe que essa equação tem a mesma forma que a Equação 
14.15 para o filtro passa-altas RC em série. 


b) Para determinar uma equação para a frequência de corte, primeiro calcule o módulo de H(jw): 


(69) 


Então, como antes, igualamos o lado esquerdo dessa equação a (1/V2)H,. 


H(jo) = 


4x» com base na definição 
da frequência de corte w . Lembre-se de que H |. =|H(joo)| para um filtro passa-altas e que, para o 


circuito RL em série, |H(joo)| = 1. Da equação resultante, obtém-se o valor da frequência de corte: 


1 [o R 
= » We ; 
V2 0 Vw +(R/L? L 


Essa é a mesma frequência de corte que calculamos para o filtro passa-baixas RL em série. 
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c) Usando a equação para w, calculada em (b), é evidente que não é possível especificar valores para 
Re L independentemente. Assim, vamos selecionar arbitrariamente um valor de 500 O para R. 
Lembre-se de converter a frequência de corte para radianos por segundo: 


R 500 


Le (Em)(5000) 


= 5,31 mH. 


EXEMPLO 14.4 Adição de uma carga ao filtro passa-altas RL em série. 


Examine o efeito de acrescentar um resistor de carga em paralelo com o indutor do filtro passa-altas 
RL da Figura 14.15: 


a) Determine a função de transferência para o circuito na Figura 14.15. 


b) Faça um gráfico do módulo da tensão de saída para o filtro passa-altas RL carregado, usando os 
valores para R e L do circuito no Exemplo 14.3(c) 
e fazendo R, = R. No mesmo gráfico, plote também Figura 14.15 Circuito para o Exemplo 14,4. 
a amplitude da tensão de saída do filtro passa-altas R 
RL não carregado do Exemplo 14.3(c). 


Solução u(o) z R,$v, 


a) Comece construindo o circuito equivalente, no domí- = 
nio da frequência, do circuito da Figura 14.15, como 
mostra a Figura 14.16. Use a divisão de tensão da 
combinação paralela do resistor de carga e indutor, 
para calcular a função de transferência: 


Figura 14.16 Circuito equivalente no domínio da 
frequência do circuito da Figura 14.15. 


R 
RisL Rr ) Éida ê - 
O = | 
H(s) Es Ri + sL = R + Ri = Ks va(D) st) RL$Vo(s) 

a RisL ( Ri E s+o. o 

RL +sL RF RL E, e 
em que 
E Figura 14.17 Representações gráficas da amplitude para 
RL o filtro passa-altas RL não carregado, da 

fa RAR wc = KR/L. Figura 14.13, e para o filtro passa-altas AL 


carregado, da Figura 14.15. 


Observe que w, é a frequência de corte do filtro 


LO(V) H do 
carregado. 00) não casrega 
b) Para filtro passa-altas RL não carregado do Exem- 1 0,8 
plo 14.3(c), o módulo da função de transferência den- VI E 


tro da faixa de passagem é 1 e a frequência de corte 

é 15 kHz. Para o filtro passa-altas RL carregado, R 1 04 
=R, = 500 0, portanto K= 1/2. Assim, para o filtro 2v2 
carregado, a amplitude da função de transferência 
dentro da faixa de passagem é (1)(1/2) = 1/2,e a 
frequência de corte é (15.000)(1/2) = 7,5 kHz. Um O JO fe 20 o so 50 
gráfico dos circuitos (carregado e não carregado) é Frequência (kHz) 
mostrado na Figura 14.17 


Circuitos elétricos 


Neste ponto, é válido comparar as funções de transferência do filtro não carregado do 
Exemplo 14.3 e do filtro carregado do Exemplo 14.4. Ambas as funções de transferência têm 
a mesma forma: 


Ks 


HO) CE K(R/D) 


com K=1 para o filtro não carregado e K= R,(R + R,) para o filtro carregado. Observe que o 
valor de K para o circuito carregado reduz-se ao valor de K para o circuito não carregado quando 
R, =oo; isto é, quando não há nenhum resistor de carga. As frequências de corte para ambos os 
filtros podem ser vistas diretamente por suas funções de transferência. Em ambos os casos, q, = 
K(R/L), onde K = 1 para o circuito não carregado e K= R,(R + R,) para o circuito carregado. 
Novamente, a frequência de corte para o circuito carregado reduz-se à do circuito não carregado 
quando R, =oo. Visto que R,(R + R,)<1,0 efeito do resistor de carga é reduzir a amplitude da 
função de transferência dentro da faixa de passagem pelo fator K e baixar a frequência de corte 
pelo mesmo fator. Previmos esses resultados no início deste capítulo. A maior amplitude de saída 
que um filtro passa-altas passivo pode alcançar é 1, e inserir uma carga no filtro, como fizemos no 
Exemplo 14.4, serviu para diminuir a amplitude. Quando necessitamos amplificar sinais na faixa 

de passagem, temos de recorrer a filtros ativos, como os que discutiremos no Capítulo 15. 
O efeito de uma carga sobre a função de transferência de um filtro impõe outro dilema em 
projetos de circuitos. Normalmente, começamos com uma especificação da função de transfe- 
rência e, então, projetamos um filtro que produza essa fun- 


Figura 14.18 Dois filtros passa-altas, o RC em série e 0 ção. Podemos saber ou não qual será a carga do filtro, mas, 


RL em série, juntamente com as respectivas 
funções de transferência e frequências de corte. 


al 
sC 


em qualquer dos casos, normalmente queremos que a fun- 
ção de transferência do filtro permaneça a mesma, seja qual 
for a carga. Esse comportamento desejado não pode ser 
obtido com os filtros passivos apresentados neste capítulo. 


O 


IC 


O 


+ H(6s)= RT A Figura 14.18 mostra os circuitos de filtros passa-al- 
R $ V, E YRE tas que examinamos com suas respectivas funções de trans- 
5 ? ferência e frequências de corte. Examine com atenção as 
expressões para H(s). Observe como suas formas são seme- 
R lhantes — a única diferença é o denominador, que inclui a 
io + H()=—E— frequência de corte. Assim como fizemos com os filtros pas- 
a V, RR sa-baixas, por meio da Equação 14.13, estabelecemos uma 
wc = RIL forma geral para a função de transferência desses dois filtros 

o passa-altas: 

5 

Função de > so o (14.20) 


transferência 
para um filtro 
passa-altas 


Qualquer circuito que tenha a função de transferência como a da Equação 14.20 com- 
porta-se como um filtro passa-altas com uma frequência de corte de w . Os problemas no final 
do capítulo apresentam outros exemplos de circuitos com essa propriedade. 

Enfatizamos outra relação importante. Verificamos que um circuito RC em série tem a 
mesma frequência de corte quer esteja operando como um filtro passa-baixas, quer como um 
filtro passa-altas. O mesmo acontece com um circuito RL em série. Como também já perce- 
bemos a relação entre a frequência de corte de um circuito e sua constante de tempo, é de 
se esperar que a frequência de corte seja um parâmetro característico do circuito, cujo valor 
dependa somente de seus componentes, seus valores e do modo como estão ligados. 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Conhecer as configurações de circuitos RL e RC que funcionam como filtros passa-altas. 


14.3 Um filtro passa-altas RL em série tem R=5 k0)e L=3,5 mH. Calcule q, para esse filtro. 
Resposta: 1,43 Mrad/s. 


14.4 Um filtro passa-altas RC em série tem C= 1 uF. Calcule a frequência de corte para os seguintes valores 
de R: (a) 100 O; (b) 5 kO,.e (c) 30 kO. 
Resposta: (a) 10 krad/s; (b) 200 rad/s; (c) 33,33 rad/s. 


14.5 Calcule a função de transferência de um filtro passa-baixas RC em série que tem um resistor de carga R, 
em paralelo com seu capacitor. 
i 


Resposta: H(s) = 


NOTA: tente resolver também os problemas 14.13 e 14.17, apresentados no final deste capítulo. 


14,4 Filtros passa-faixa 


Os filtros que examinaremos a seguir são os que deixam passar sinais dentro de uma faixa 
de frequências e, ao mesmo tempo, filtram sinais em frequências que estão fora dessa faixa. 
Esses filtros são um pouco mais complicados do que os filtros passa-baixas ou passa-altas das 
seções anteriores. Como já vimos na Figura 14.3(c), filtros passa-faixa ideais têm duas frequên- 
cias de corte, q, e w,», que identificam a faixa de passagem. Em filtros passa-faixa reais, essas 
frequências de corte são definidas, novamente, como as frequências para as quais o módulo da 
função de transferência é igual a (1/V2) H qa 


Frequência central, largura de faixa e fator de qualidade 


Há três outros parâmetros importantes que caracterizam um filtro passa-faixa. O pri- 
meiro é a frequência central, w,, definida como a frequência para a qual a função de transfe- 
rência de um circuito é um número real puro. Outro nome para a frequência central é frequên- 
cia de ressonância. É o mesmo nome dado à frequência que caracteriza a resposta natural dos 
circuitos de segunda ordem do Capítulo 8, porque são as mesmas frequências! Quando um 
circuito é excitado na frequência de ressonância, dizemos que o circuito está em ressonância, 
pois a frequência da função de excitação é a mesma que a frequência natural do circuito. A 
frequência central é o centro geométrico da faixa de passagem, isto é, w, = Vowç. Para fil- 
tros passa-faixa, o módulo da função de transferência tem um máximo na frequência central 
(Máx = HG). 

O segundo parâmetro é a largura de faixa, 2, que é a largura da faixa de passagem. O 
último parâmetro é o fator de qualidade, que é a razão entre a frequência central e a largura 
de faixa. O fator de qualidade é uma medida da largura da faixa de passagem independente- 
mente de sua localização no eixo das frequências. Além disso, descreve a forma do gráfico do 
módulo da função de transferência em função da frequência, independentemente do valor da 
frequência central. 


Circuitos elétricos 


Embora existam cinco parâmetros que caracterizam o filtro passa-faixa — w.,,0.,,0, Be 
OQ — apenas dois podem ser especificados de forma independente. Em outras palavras, se sou- 
bermos determinar quaisquer dois desses parâmetros, os outros três poderão ser calculados 
pelas relações de dependência entre eles. Definiremos essas quantidades mais especificamente 
assim que tivermos analisado um filtro passa-faixa. Na próxima seção estudaremos dois circui- 
tos RLC que atuam como filtros passa-faixa e, então, determinaremos as expressões para todos 
os seus parâmetros característicos. 


Figura 14.19 (a) Filtro passa-faixa ALC em série; 
(b) circuito equivalente para o = O e 
(c) circuito equivalente para w = oo. 


L C 


(a) 
L C 
O (o, 
ali 
O não 
(b) 
L C 
O o 
fi 
v; (O R vo 
(c) 


Figura 14.20 Gráfico da resposta de frequência para 
o circuito do filtro passa-faixa ALC em 


série da Figura 14.19. 
tHCjo)| 
10 1781 
A 
V2 LI 
[0 -0a 
(ju) 
90º 


— 90º E 


O circuito RLG em série — análise qualitativa 


A Figura 14.19(a) mostra um circuito RLC em série. Dese- 
jamos considerar o efeito da variação da frequência da fonte 
sobre a amplitude da tensão de saída. Como antes, variações na 
frequência da fonte causam alterações na impedância do capa- 
citor e do indutor. Desta vez, a análise qualitativa é um pouco 
mais complicada, pois o circuito tem um indutor e também um 
capacitor. 

Em w=0,o capacitor comporta-se como um circuito aberto 
e o indutor, como um curto-circuito. O circuito equivalente é 
mostrado na Figura 14.19(b). O circuito aberto que representa a 
impedância do capacitor impede que a corrente alcance o resis- 
tor, e a tensão de saída resultante é igual a zero. 

Em w = oo, 0 capacitor comporta-se como um curto-cir- 
cuito e o indutor como um circuito aberto. O circuito equiva- 
lente é mostrado na Figura 14.19(c). Agora, o indutor impede 
que a corrente chegue ao resistor e, novamente, a tensão de 
saída é nula. 

Mas o que acontece na região de frequência entre w = O e 
w=o0? Entre esses dois extremos, ambos, capacitor e indutor, 
têm impedâncias finitas. Nessa região, a tensão fornecida pela 
fonte sofrerá uma queda ao passar pelo indutor e pelo capa- 
citor, mas parte dela chegará ao resistor. Lembre-se de que a 
impedância do capacitor é negativa, ao passo que a impedância 
do indutor é positiva. Por isso, em certa frequência, a impedân- 
cia do capacitor e a do indutor têm amplitudes iguais e sinais 
opostos; as duas impedâncias cancelam-se, fazendo com que 
a tensão de saída seja igual à tensão de fonte. Essa frequên- 
cia especial é a frequência central, w . Em qualquer frequência 
diferente de w,, a tensão de saída é menor do que a tensão de 
fonte. Observe que, em w , a combinação em série de indutor e 
capacitor aparece como um curto-circuito. 

O gráfico do módulo da função de transferência em fun- 
ção da frequência para esse filtro é mostrado na Figura 14.20. 
Observe que o gráfico de um filtro passa-faixa ideal é também 
mostrado em linha tracejada. 

Considere, agora, o que acontece com o ângulo de fase 
da tensão de saída. Na frequência em que a tensão da fonte 
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e a tensão de saída são as mesmas, os ângulos de fase são os mesmos. À medida que a fre- 
quência decresce, a contribuição do ângulo de fase do capacitor é maior do que a do indutor. 
Como o capacitor contribui com deslocamento de fase positivo, o ângulo de fase resultante na 
saída é positivo. Em frequências muito baixas, o ângulo de fase resultante na saída alcança seu 
máximo em +90º. 

Ao contrário, se a frequência crescer em relação à frequência na qual a tensão da fonte 
e a tensão de saída estão em fase, a contribuição do ângulo de fase do indutor é maior do 
que a do capacitor. Como o indutor contribui com deslocamento de fase negativo, o ângulo 
de fase resultante na saída é negativo. Em frequências muito altas, o ângulo de fase na saída 
alcança seu máximo negativo de —90º. Assim, o gráfico de fase tem a forma mostrada na 
Figura 14.20. 


O circuito ALG em série — análise quantitativa 


Começamos desenhando o circuito equivalente, no domí- 
Figura 14.21 Circuito equivalente, no domínio da 


nio da frequência, para o circuito RLC em série, como mostra ani Naa ; 
frequência, para o circuito na Figura 


a Figura 14.21. A divisão de tensão, no domínio da frequência, 


14.19). 
permite escrever uma equação para a função de transferência: 
sL 1sC 
(R/L)s | + 
H(s) = 5 ; (14.21) 
2 + (R/L)s + (1/LO) vol) R$V,6) 
Como antes, substituímos s por jw na Equação 14.21 e obte- 
mos as equações para o módulo e o ângulo de fase da função de 
transferência: 
o(R/L) 
HGjo) = ; (14.22) 
VIG/LO) — o?P+o(R/L)P 
o(R/L 
ju) = 90º — tg | E) | (14.23) 
(1/LC) — w 
Calculamos, agora, os cinco parâmetros que caracterizam esse filtro RLC passa-faixa. 
Lembre-se de que a frequência central, w,, é definida como aquela na qual a função de trans- 
ferência do circuito é puramente real. A função de transferência para o circuito RLC na Figura 
14.19(a) será real quando a frequência da fonte de tensão for tal que a soma das impedâncias 
do capacitor e do indutor seja igual a zero: 
. 1 
joL+-——==0. (14.24) 
10, 
Explicitando w na Equação 14.24, obtemos 
ER 14.25 ênci 
o RC (14.25) «4 Frequência 


central 


Circuitos elétricos 


Em seguida, calculamos as frequências de corte, w,., e w ,. Lembre-se de que, nas frequên- 
cias de corte, a magnitude da função de transferência é (1/V2) H 4 Como H = |H(jo,), 
podemos calcular H |, substituindo a Equação 14.25 na Equação 14.22: 


Hai =1HQ0,) 


w(R/L) 
VI(/LO) — wi? + (w,R/L? 


. VO/LOKRL) - 


2 
Via/Lo) — (1/LO)P + | V G/LO (RD) | 


Agora, igualamos o lado esquerdo da Equação 14.22 a (1/2) H «, (que é iguala 1/2) 
e preparamos a dedução de q: 


Lo o(R/L) - 1 (1426) 


V2 0 VIG/LO — oP+(w RL? VwL/R) — (1/0 ROP+1 


Podemos igualar os denominadores de ambos os lados da Equação 14.26 para obter 


L 1 


+ =05 ———. 14.27 
Per RC Ea 

Rearranjando a Equação 14.27 obtemos a seguinte equação quadrática: 
OL +wR-—1/C=0. (14.28) 


A solução da Equação 14.28 gera quatro valores possíveis para a frequência de corte. 
Somente dois desses valores são positivos e têm significado físico; eles identificam a faixa de 


passagem desse filtro: 
EC E E (55) (14.29) 
RE HE er 
Frequências D 
de corte, filtros o RA: di 
RLC em série ps dE] E (+=). (14.30) 


Podemos usar as equações 14.29 e 14.30 para confirmar que a frequência central, w,, é a 
média geométrica entre as duas frequências de corte: 


Relação entre > DO = Voa wo 
frequência 
central e 5 5 
frequências de Eh E e +( E )| de E) (5) 
arte Zi 2L LC) || 2E EL LE 


E a (14.31) 
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Lembre-se de que a largura de faixa de um filtro passa-faixa é definida como a diferença 
entre as duas frequências de corte. Como w , > w,.,, podemos calcular a largura de faixa sub- 
traindo a Equação 14.29 da Equação 14.30: 


cl? 


B=w,— Va 


=. (14.32) 


O fator de qualidade, o último dos cinco parâmetros característicos, é definido como a 
razão entre a frequência central e a largura de faixa. Usando as equações 14.25 e 14.32: 


O =wB 


“(/LO) 
“(R/L) 


L 
RE ei (14.33) 

CR 
Temos, agora, cinco parâmetros que caracterizam o filtro passa-faixa RLC em série: as duas 
frequências de corte, w,, e w,,, que delimitam a faixa de passagem; a frequência central, w,, na 
qual o módulo da função de transferência é máximo; a largura de faixa, 8, uma medida da lar- 
gura da faixa de passagem; e o fator de qualidade, O, uma segunda medida da largura da faixa 
de passagem. Como já observamos, somente dois desses parâmetros podem ser especificados 
de forma independente em um projeto. Também observamos que o fator de qualidade é espe- 
cificado em termos da frequência central e da largura de faixa. Além disso, podemos reescrever 
as equações para as frequências de corte em termos da Tra central e da largura de faixa: 


== -+ (5 (14.34) 


Wo = — :, q. (14.35) 


Formas alternativas para essas equações expressam as frequências de corte em termos do 
fator de qualidade e da frequência central: 


o 5 plus (5) | E 


(55) | (437 


Vo — WU 


Veja também o Problema 14.24 no final do capítulo. 

Os exemplos a seguir ilustram o projeto de filtros passa-faixa, apresentam outro circuito 
RLC, que se comporta como um filtro passa-faixa e examinam os efeitos da resistência da 
fonte sobre os parâmetros característicos de um filtro passa-faixa RLC em série. 


4 Relação entre 
largura de faixa 
e frequências 
de corte 


4 Fator de 
qualidade 
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EXEMPLO 14.5 Projeto de um filtro passa-faixa. 


Um equalizador gráfico é um amplificador de áudio que permite a seleção de diferentes níveis de 
amplificação dentro de diversas regiões de frequência. Usando o circuito RLC em série da Figura 
14.19(a), escolha valores para R, L e C que resultem em um circuito passa-faixa capaz de selecionar 
entradas na faixa de frequência de 1-10 kHz. Tal circuito poderia ser utilizado em um equalizador 
gráfico para selecionar, antes da amplificação, essa faixa de frequência, dentro de uma faixa de áudio 
mais larga (em geral de 0-20 kHz). 


Solução 

Precisamos calcular valores para R, L e € que produzam um filtro passa-faixa com frequências de 
corte de 1 kHz e 10 kHz. Há muitas abordagens possíveis para uma solução. Por exemplo, pode- 
Tíamos usar as equações 14.29 e 14.30, que especificam w,, e w., em termos de R, L e C. Em razão 
da forma dessas equações, as manipulações algébricas poderiam ficar complicadas. Em vez disso, 
usaremos o fato de que a frequência central é a média geométrica das frequências de corte para 
calcular w, e, então, usaremos a Equação 14.31 para calcular L e Ca partir de w . Em seguida, usa- 
remos a definição de fator de qualidade para calcular OQ e, por fim, usaremos a Equação 14.33 para 
calcular R. Ainda que essa abordagem envolva mais etapas individuais de cálculo, cada uma delas 
é razoavelmente simples. 

Qualquer abordagem que adotarmos fornecerá apenas duas equações — insuficientes para calcular 
as três incógnitas — por causa das dependências mútuas dos parâmetros do filtro passa-faixa. Por isso, 
precisamos selecionar um valor para R, L ou Ce usar as duas equações que escolhemos para calcular 
os valores dos componentes restantes. Neste problema, escolhemos 1 uF como o valor do capacitor, 
porque as limitações para os valores dos capacitores disponíveis no mercado são mais rigorosas do 
que as impostas a indutores ou resistores. 

Calculamos a frequência central como a média geométrica das frequências de corte: 


fo = Vfafo = V(1.000)(10.000) = 3.162,28 Hz. 


Em seguida, calculamos o valor de L usando a frequência central calculada e o valor selecionado para 
C. Não se esqueça de que temos de converter a frequência central para radianos por segundo, antes 
de podermos usar a Equação 14.31: 


1 1 
“SC [27(316228)](109) 


= 2,533 mH. 


O fator de qualidade, O, é definido como a razão entre a frequência central e a largura de faixa. A lar- 
gura de faixa é a diferença entre os dois valores da frequência de corte. Assim, 


fo 3.162,28 
= = = 0,3514. 
O fo —fa 10.000 — 1,000 


Agora, usamos a Equação 14.33 para calcular R: 


E 0,0025 
RS, = = >= 143,24 0. 
co (10)(0,3514) 
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Para comprovar se os valores desses componentes produzem o filtro passa-faixa que queremos, subs- 
titua-os nas equações 14.29 e 14.30. Verificamos que 


,, — 6.283,19 rad/s (1.000 Hz) 


w » = 62.831,85 rad/s (10.000 Hz), 


que são as frequências de corte especificadas para o filtro. 

Esse exemplo nos faz lembrar que somente dois dos cinco parâmetros do filtro passa-faixa podem ser 
especificados independentemente. Os outros três parâmetros sempre podem ser calculados pelos dois 
que foram especificados. Por sua vez, o valor desses cinco parâmetros depende do valor dos três com- 
ponentes, R, L e C, dos quais somente dois podem ser especificados de forma independente. 


EXEMPLO 14.6 Projeto de um filtro passa-faixa ALC em paralelo. 


a) Mostre que o circuito RLC da Figura 14.22 também é um filtro passa-faixa, deduzindo uma expres- 
são para a sua função de transferência H(s). 


ppl ee quenda canta e, Figura 14.22 Circuito para o Exemplo 14.6. 


c) Calcule as frequências de corte, w,, e w »,a largura de faixa, R 
B,e o fator de qualidade, O. 

d) Calcule os valores de R e L para um filtro passa-faixa, com á 
uma frequência central de 5 kHz e uma largura de faixa (O) C L3% 
de 200 Hz, usando um capacitor de 5 uF. 1 — 


Solução 


a) Comece desenhando o circuito equivalente, no domínio da frequência, do circuito na Figura 14.22, 
como mostra a Figura 14.23. Usando a divisão de tensão, podemos calcular a função de transferên- 
cia para o circuito equivalente, se antes calcularmos a impedância equivalente da combinação em 
paralelo de L e C, identificada como Zegls) na Figura 14.23: 


E, 
Zals) = Cc Figura 14.23 Circuito equivalente, no domínio da 
ea L+ 1º frequência, do circuito da Figura 14.22. 
E dei 
se 2 afoi 
R E 
Agora, AM T , 
s vo(D) e sL3 VA) 
RC 
nO T 
> s 
Ss 
RC LC 


b) Para determinar a frequência central, precisamos calcular onde o módulo da função de transferên- 
cia é máximo. Substituindo s = jw em H(s), 


IH(jo) = 
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o 1 
= 
1 + RE aces, 
E 
“R 


for igual a zero. Assim, 


Hs HG )|=1. 


Cc 


oa 


Nas frequências de corte, o módulo da função de transferência é (1/V2) Ha = 1/N2. 
Substituindo essa constante no lado esquerdo da equação do módulo e, então, simplificando, 
obtemos 


Elevando, mais uma vez, o lado esquerdo dessa equação ao quadrado, obtemos duas equações 
quadráticas para as frequências de corte, com quatro soluções. Somente duas delas são positivas e, 
portanto, têm significado físico: 


oq fo Ni 
dc (me io! 
«4 Frequências 
i TV ; de corte para 
Rase alia (xe) so filtros ALC em 
paralelo 


Calculamos a largura de faixa pelas frequências de corte: 


B WU” UA 


Capítulo 14 e Introdução aos circuitos de seleção de frequências 


Por fim, usamos a definição de fator de qualidade para calcular O: 


O = w,/B 
RC 


L 


Observe que, uma vez mais, especificamos as frequências de corte para esse filtro passa-faixa em 
termos de sua frequência central e largura de faixa: 


2 
VA -—E+ (5) + wi, 


2 
na =5 + (5) + o. 


d) Use a equação para largura de faixa em (c) para calcular um valor para R, dada uma capacitância 
de 5 yF. Lembre-se de converter a largura de faixa para as unidades adequadas: 


” Em) X 109) 
= 159,15 O. 


Usando o valor da capacitância e a equação para a frequência central de (c), calcule o valor do indutor: 


L = 
wWiC 


1 
— [Pm(5.000)P(S X 109) 
= 202,64 uH. 


EXEMPLO 14.7 Cálculo do efeito de uma fonte não ideal de tensão sobre um filtro passa-faixa RLC. 


Para cada filtro passa-faixa que construímos, sempre 
admitimos uma fonte ideal de tensão, isto é, uma fonte de 


- ai . j Figura 14.24 Circuito para o Exemplo 14.7. 
tensão sem nenhuma resistência em série. Ainda que essa 


premissa seja válida na maioria das vezes, há casos em que E ns T 

não o é, como naquele que o projeto do filtro só pode ser + 
executado com valores de R, L e C cuja impedância equi- O) R $ v, 
valente tenha um módulo próximo ao da impedância real o 


da fonte de tensão. Investigue qual seria o efeito sobre as 
características de um filtro passa-faixa RLC em série, se 
admitíssemos uma resistência da fonte não nula, R.. 
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a) Determine a função de transferência para o circuito na Figura 14.24. 


b) Faça gráfico do módulo da função de transferência do circuito em função da frequência, usando os 
valores para R, L e € obtidos no Exemplo 14.5 e fazendo R,= R. No mesmo gráfico, plote a curva 
do módulo da função de transferência para o circuito do Exemplo 14.5, onde R,= 0. 


Solução 


a) Comece substituindo o circuito da Figura 14.24 por 
Figura 14.25 Circuito equivalente, no domínio da 


frequência, do circuito da Figura 14.24, 


são para obter a função de transferência: R; sL a 
BA VAVAVE INN 
+ 


R 
Es vi) a» RÊVo(o) 


3 ( + de) 1º E 
sé + SE 
L LC 


Faça s = jw e calcule o módulo da função de transferência: 


seu equivalente no domínio da frequência, como 
mostra a Figura 14.25. Agora, use a divisão de ten- 


H(s) = 


R 
—w 


L 


Memo) o (ot my 


A frequência central, w,, é aquela na qual o módulo dessa função de transferência é máximo, 


IH(jo)l = 


ou seja, 
= pude 
Vo LC . 
Na frequência central, o módulo máximo é 
Es fa = IH (jo)! == R, + R' 


As frequências de corte podem ser calculadas igualando-se o módulo da função de transferência a 


(1/ND) Hax 


a, 1 
“ao a2L 2L RR 


A largura de faixa é calculada a partir das frequências de corte: 


RAR; 
=" 


b) 
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Por fim, o fator de qualidade é calculado a partir da frequência central e da largura de faixa: 


V'L/C 


É RS 


Observe, por essa análise, que podemos escrever a função de transferência do filtro passa-faixa 
RLC em série com resistência da fonte não nula como 


KBs 
O ad 
s“ + Bs + w5 
em que 
oR 
R+R; 


Observe que, quando R,=0, K=1 e a função de transferência é 


H(s) = E 
sé + Bs + wo 

O circuito do Exemplo 14.5 tem uma frequência central de 3.162,28 Hz e uma largura de faixa de 
9kHze Hs, — 1. Se usarmos os mesmos valores de R, L e C no circuito da Figura 14.24 e fizermos 
R,=R, a frequência central permanecerá em 3.162,28 kHz, mas 8= (R+ R)/L=18kHze H (= 
RR + Rj = 1/2. A variação dos módulos das funções de transferência para esses dois filtros pas- 
sa-faixa, em função da frequência, está representada no mesmo gráfico na Figura 14.26. 


Figura 14.26 Gráfico dos módulos da função de transferência de um filtro passa-faixa ALC em série, 
em função da frequência, com resistências internas da fonte nula e não nula. 


Hj) 
10 


| | | | ] | ] f(Hz) 
0 2.500 5.000 7.500 10.000 12.500 15.000 17.500 20.000 
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Se compararmos os valores dos parâmetros do filtro quando R,= 0 com os valores quando 
R,*0, observamos o seguinte: 


As frequências centrais são as mesmas. 


O módulo máximo da função de transferência para R, 4 O é menor do que para R, = 0. 


A largura de faixa para R, O é maior do que para R, = 0. Assim, as frequências de corte 
e os fatores de qualidade para os dois circuitos também são diferentes. 


A adição de uma resistência não nula à fonte que alimenta um filtro passa-faixa RLC em 


série não altera a frequência central, mas aumenta a largura de faixa e reduz o módulo da fun- 


ção de transferência na faixa de passagem. 


Circuitos elétricos 


Função de > 
transferência 
para filtro 
passa-faixa ALC 


Nesse caso, percebemos o mesmo desafio de projeto que enfrentamos na adição de um 
resistor de carga ao filtro passa-altas, isto é, gostaríamos de projetar um filtro passa-faixa que 
tivesse as mesmas propriedades de filtragem, independentemente de qualquer resistência 
interna associada à fonte de tensão. Infelizmente, a ação de filtragem de filtros construídos 
com elementos passivos é alterada pela resistência interna da fonte. No Capítulo 15, veremos 
que filtros ativos são insensíveis a variações na resistência da fonte e, por isso, são mais ade- 
quados para projetos nos quais essa é uma questão importante. 

A Figura 14.27 mostra os dois filtros passa-faixa RLC juntamente com suas funções de 
transferência e os respectivos parâmetros. Observe que as expressões para as funções de trans- 
ferência do circuito têm a mesma forma. Como fizemos antes, criamos uma expressão geral 
para as funções de transferência desses dois filtros passa-faixa: 


Bs 


Bisgj=— "ns 
o) s2 + Bs+ o 


(14.38) 


Qualquer circuito que tenha a função de transferência expressa pela Equação 14.38 atua 
como um filtro passa-faixa, com uma frequência central w, e uma largura de faixa f. 


No Exemplo 14.7 vimos que a função de transferência também pode ser escrita na forma 


KBs 


H(s)=5————— 
(5) s2 + Bs + q 


(14.39) 
em que os valores para K e 8 dependem de a resistência em série da fonte de tensão ser ou não nula. 


Relação entre o domínio da frequência e o domínio do tempo 


Figura 14.27 Dois filtros passa-faixa ALC, juntamente Podemos identificar uma relação entre os parâmetros que 
com as respectivas equações para a caracterizam a resposta no domínio da frequência de filtros pas- 


função de transferência, frequência 
central e largura de faixa. 


sa-faixa RLC e os parâmetros que caracterizam a resposta no 
domínio do tempo de circuitos RLC. Examine o circuito RLC 


A. em série da Figura 14.19(a). No Capítulo 8, verificamos que a 
sL e resposta natural desse circuito é caracterizada pela frequência 
+ de Neper (a) e pela frequência angular de ressonância (w ). 
V, (D R $ V, Esses parâmetros foram expressos em termos dos componentes 
o de circuito, nas equações 8.58 e 8.59, que repetimos aqui, por 
conveniência: 
(R/L)s R 
H = 

(9) s? + (R/L)s + 1/LC Ca rad/s, (14.40) 

v= VUWULC B=R/L 1 
wo =| rad/s. (14.41) 

R LC 
id 1 de Vemos que o mesmo parâmetro w é usado para caracteri- 
v. o) A SL v zar a resposta tanto no domínio do tempo quanto no domínio 
sc 1 E da frequência. É por isso que a frequência central também é 
E denominada frequência de ressonância. A largura de faixa e a 
= s/RC frequência de Neper estão relacionadas pela equação 
= Drs/RC+/LC 

B=2a. (14.42) 


m= VULC D=1/RC 


Capítulo 14 e Introdução aos circuitos de seleção de frequências oo 


Lembre-se de que a resposta natural de um circuito RLC em série pode ser subamorte- 
cida, superamortecida ou criticamente amortecida. A transição de superamortecida para suba- 
mortecida ocorre quando wZ = a”. Examine a relação a e 8 na Equação 14.42 e a definição 
do fator de qualidade OQ. A transição de uma resposta superamortecida para outra subamor- 
tecida ocorre quando Q = 1/2. Desse modo, um circuito, cuja resposta no domínio da frequên- 
cia contiver um pico acentuado em w , o que indica um alto O e uma largura de faixa estreita, 
terá uma resposta natural subamortecida. Ao contrário, um circuito cuja resposta, no domí- 
nio da frequência, tiver uma largura de faixa larga e um baixo Q terá uma resposta natural 
superamortecida. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Conhecer quais são as configurações de circuitos RLC que funcionam como filtros passa-faixa. 


14.6 Usando o circuito da Figura 14.19(a), calcule os valores de R e L para um filtro passa-faixa, com uma 
frequência central de 12 kHz e um fator de qualidade de 6. Use um capacitor de 0,1 uF. 


Resposta: L = 1,76 mH, R= 22,10 O. 

14.7 Usando o circuito da Figura 14.22, calcule os valores de L e € para um filtro passa-faixa, com uma fre- 
quência central de 2 kHz e uma largura de faixa de 500 Hz. Use um resistor de 250 O. 

Resposta: L =4,97 mH, C=1,27 gF. 

14.8 Recalcule os valores dos componentes para o circuito do Exemplo 14.6(d) de modo que a resposta do 
circuito resultante não seja alterada, usando-se um capacitor de 0,2 F. 

Resposta: L = 5,07 mH, R=3,98k0. 

14.9 Recalcule os valores dos componentes para o circuito do Exemplo 14.6(d) de modo que o fator de qua- 
lidade do circuito resultante permaneça inalterado, mas a frequência central passe para 2 kHz. Use um 
capacitor de 0,2 uF. 

Resposta: R= 9,95 kQ, L=31,66 mH. 


NOTA: tente resolver também os problemas 14.18 e 14.25, apresentados no final deste capítulo. 


14.5 Filtros rejeita-faixa 


Passamos, agora, para a última das quatro categorias de filtro: o rejeita-faixa. Esse filtro 
deixa passar sinais que estão fora da faixa entre as duas frequências de corte (a faixa de passa- 
gem) e atenua os sinais cujas frequências estão entre as duas frequências de corte (a faixa de 
rejeição). Desse modo, filtros passa-faixa e rejeita-faixa executam funções complementares no 
domínio da frequência. 

Filtros rejeita-faixa são caracterizados pelos mesmos parâmetros que os filtros passa- 
-faixa: as duas frequências de corte, a frequência central, a largura de faixa e o fator de qua- 
lidade. Novamente, apenas dois desses cinco parâmetros podem ser especificados de forma 
independente. 

Nas seções seguintes, examinaremos dois circuitos que funcionam como filtros rejeita- 
-faixa e, então, calcularemos equações que relacionam os valores dos componentes do circuito 
com aqueles característicos para cada circuito. 
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Figura 14.28 (a) Filtro rejeita-faixa ALC em série. 
(b) Circuito equivalente para wo = 0. 
(c) Circuito equivalente para w = oo. 


vo vi; (O () 
Õ 


>= €C Cc 
a e pus 
(a) (b) 
R 
iii ape 
0) 
L 
| 
V; Vo 
Cc 
(c) 


Figura 14.29 Gráfico de resposta de frequência para o 
circuito do filtro rejeita-faixa ALC em série da 
Figura 14.28(a). 


É Na 
—90º H 


O circuito ALG em série — análise qualitativa 


A Figura 14.28(a) mostra um circuito RLC em série. 
Embora os componentes e ligações do circuito sejam idênti- 
cos aos do filtro passa-faixa RLC em série da Figura 14.19(a), 
o circuito da Figura 14.28(a) traz uma importante diferença: 
a tensão de saída é definida no par indutor-capacitor. Como 
vimos no caso dos filtros passa-baixas e passa-altas, o mesmo 
circuito pode executar duas funções diferentes de filtragem, 
dependendo da definição da tensão de saída. 

Já observamos que, em w = 0, o indutor comporta-se 
como um curto-circuito e o capacitor como um circuito 
aberto, porém em w = oo, esses papéis são intercambiados. 
A Figura 14.28(b) apresenta o circuito equivalente para w 
=(;a Figura 14.28(c) apresenta o circuito equivalente para 
w = 00. Nos dois circuitos equivalentes, a tensão de saída é 
a tensão nos terminais de um circuito aberto e, por isso, as 
tensões de saída e de entrada são as mesmas. Então, esse 
circuito de filtro rejeita-faixa RLC em série tem duas faixas 
de passagem — uma abaixo de uma frequência de corte 
inferior e outra acima de uma frequência de corte superior. 

Entre essas duas faixas de passagem, tanto o indutor 
quanto o capacitor têm impedâncias finitas de sinais opostos. 
À medida que a frequência se eleva, a partir de zero, a impe- 
dância do indutor aumenta e a do capacitor diminui. Por- 
tanto, o deslocamento entre a entrada e a saída aproxima-se 
de —90º à medida que wL aproxima-se de 1/wC. Tão logo 
wL passa de 1/wC, o deslocamento salta para +90º e, então, 
aproxima-se de zero à medida que w continua a crescer. 

Em certa frequência entre as duas faixas de passagem, 
as impedâncias do indutor e do capacitor são iguais, porém 
com sinais opostos. Nessa frequência, a combinação em série 
de indutor e capacitor é a de um curto-circuito e, portanto, 
a amplitude da tensão de saída deve ser igual a zero. Essa é 
a frequência central desse filtro rejeita-faixa RLC em série. 

A Figura 14.29 apresenta um gráfico de resposta de 
frequência do filtro rejeita-faixa RLC em série da Figura 
14.28(a). Observe que o gráfico do módulo da função de 
transferência do filtro real está sobreposto ao do filtro 


rejeita-faixa ideal da Figura 14.3(d). Nossa análise qualitativa confirmou a forma das represen- 


tações gráficas do módulo e do ângulo de fase da função de transferência desse filtro. Agora, 


realizamos a análise quantitativa do circuito, para confirmar essa resposta de frequência e cal- 


cular valores para os parâmetros que a caracterizam. 


O circuito ALC em série — análise quantitativa 


Após a obtenção do circuito equivalente no domínio da frequência, como mostra a Figura 


14.30, usamos a divisão de tensão para deduzir uma equação para a função de transferência: 
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1 | 
SL + SC sé + LC 
H(s) = = E TE (14.43) 
R+sL + 24 
E Cc ºtr"LE 


Substituímos s por jw na Equação 14.43 e obtemos as equações do módulo e da fase da 
função de transferência: 


l 2 
E 
LH (w)l = , (14.44) 
E 1 Po [0RY 
(2-0) +(5) 
wR 
O(jw) = —tg E (14.45) 
l 2 
LC a 7) 
Observe que as equações 14.44 e 14.45 confirmam a forma 
da resposta de frequência representada na Figura 14.29, que Figura 14.30 Circuito equivalente, no domínio da 
desenvolvemos com base na análise qualitativa. frequência, do circuito na Figura 14.28(a). 
Usamos o circuito na Figura 14.30 para calcular a frequên- R 
cia central. Para o filtro rejeita-faixa, essa frequência também fd + 
é definida como aquela em que a soma das impedâncias do st) 
capacitor e do indutor é igual a zero. No filtro passa-faixa, o V(s) a Vs) 
módulo da função de transferência era máximo na frequência à E 
central, mas no filtro rejeita-faixa ele é mínimo. Isso porque, 1/8C = 
no filtro rejeita-faixa, a frequência central não está na faixa de = 


passagem; na verdade, está na faixa de rejeição. E fácil mostrar 
que a frequência central é dada por 


1 
0 = TC (14.46) 

Substituindo a Equação 14.46 na Equação 14.44 vemos que |H(jw )| = 0. 

As frequências de corte, a largura de faixa e o fator de qualidade são definidos, para o fil- 
tro rejeita-faixa, exatamente do mesmo modo que para o filtro passa-faixa. Calculamos as fre- 
quências de corte substituindo o lado esquerdo da Equação 14.44 pela constante (1/V2) H 
e, então, explicitamos w,, e w . Observe que, para o filtro rejeita-faixa, H = |H(j0)| =| H(joo) 
e, para o filtro rejeita-faixa RLC em série da Figura 14.28(a), H «= 1. Assim, 


R RY? 1 
= + 14.47 
Pei ar (E) LO dado 
R RY 1 
pen di 14.48 
“2a (5) LC an) 


Usando as frequências de corte para obter uma expressão para a largura de faixa, /3, temos: 


B=RIL. (14.49) 
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Por fim, o fator de qualidade, O, é calculado a partir da frequência central e da largura de faixa: 


L 
Des (14.50) 
RE 
Mais uma vez, podemos calcular as expressões para as duas frequências de corte em ter- 
mos da largura de faixa e frequência central, como fizemos para o filtro passa-faixa: 


2 

WA -—E -— (5) + os, (14.51) 
2 

wo = 5 + (5) + q2. (14.52) 


Formas alternativas para essas equações expressam as frequências de corte em termos do 
fator de qualidade e da frequência central: 


E pa 1+(55) 14.53 
Vi — Wo 20 20 , ( 8 ) 


0 + vid) | (14.54) 


O Exemplo 14.8 apresenta o projeto de um filtro rejeita-faixa RLC em série. 


Wa — Wo? 


EXEMPLO 14.8 Projeto de um filtro rejeita-faixa RLC em série. 


Usando o circuito RLC em série da Figura 14.28(a), calcule os valores dos componentes de um filtro 
rejeita-faixa, com uma largura de faixa de 250 Hz e uma frequência central de 750 Hz. Use um capa- 
citor de 100 nF. Calcule valores de R, L, w,,, w,, e O. 


Solução 
Começamos calculando o valor do fator de qualidade para esse filtro: 
D=-wlB=-a, 
Usamos a Equação 14.46 para calcular L, lembrando de converter w , para radianos por segundo: 
a! 
WC 
1 
[27(750)J*(100 X 10?) 


= 450mH. 
Usamos a Equação 14.49 para calcular R: 
R=BL 
= 27(250)(450 X 10º) 


= 707 O. 


Capítulo 14 e Introdução aos circuitos de seleção de frequências 613 


Os valores para a frequência central e largura de faixa podem ser usados nas equações 14.51 e 14.52 
para calcular as duas frequências de corte: 


= 3.992,0 rad/s, 


2 
diam (5) + q? 
2 2 


= 5.562,8 rad/s. 


As frequências de corte são 635,3 Hz e 885,3 Hz. A diferença entre elas é 885,3 — 635,3 = 250 Hz, o 
que confirma a largura de faixa especificada. A média geométrica é V(635,3)(885,3) = 750 Hz, o que 
confirma a frequência central especificada. 


Como você já deve suspeitar a esta altura, outra configuração que produz um filtro rejeita- 
-faixa é um circuito RLC em paralelo. Embora deixemos os detalhes da análise do circuito 
RLC em paralelo para o Problema 14.37, os resultados estão resumidos na Figura 14.31, jun- 
tamente com os do filtro rejeita-faixa RLC em série. Tal qual fizemos para as outras catego- 
rias de filtro, podemos estabelecer uma forma geral para as funções de transferência de filtros 
rejeita-faixa, substituindo os termos constantes por f e q: 


2 + o 


MNE 
(s) s2 + Bs + o 


(14.55) « Função de 
transferência 
para filtro ALC 

A Equação 14.55 é útil para projetar filtros, pois qualquer circuito que tenha uma função rejeita-faixa 


de transferência como essa forma pode ser usado como um filtro rejeita-faixa. 


Figura 14.31 Dois filtros RLC rejeita-faixa, com as respectivas equações para a função de 
transferência, a frequência central e a largura de faixa. 
sL 
INN 
R 
NAAS E 
= 1 Ra 
j E 
V; (O Voy (O RêV, 
A 
Ts. sC E 
2 + 1/LC s? + 1/LC 


H(s) = H(s) = 


s2? + (R/L)s + 1/LC s2? + s/RC + 1/LC 


v= VVLC B=RL wo= VI/LC  B=1I/RC 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Conhecer as configurações do circuito RLC que funcionam como filtros rejeita-faixa. 


14.10 Calcule os valores dos componentes para o filtro rejeita-faixa RLC em série mostrado na Figura 
14.28(a), de modo que a frequência central seja 4 kHz e o fator de qualidade seja 5. Use um capacitor 
de 500 nF. 

Resposta: L = 3,17 mH, R = 15,92 O. 

14.11 Recalcule os valores dos componentes do Problema para avaliação 14.10, de modo a obter um filtro 
rejeita-faixa com uma frequência central de 20 kHz. O filtro tem um resistor de 100 9, e o fator de 
qualidade continua a ser 5. 

Resposta: L = 3,98 mH, C = 15,92 nF. 


NOTA: tente resolver também os problemas 14.38 e 14.42, apresentados no final deste capítulo. 


Perspectiva prática 


Circuitos de telefone de teclas 


Na Perspectiva prática do início deste capítulo, descrevemos o 
sistema multifrequência de tom dual (DTMP), usado para sinalizar o 
acionamento de uma tecla em um telefone. Um elemento fundamen- 
tal desse sistema é o receptor DTMF — um circuito que decodifica 


Figura 14.32 Tons gerados pelas linhas e colunas de um 
telefone de teclas. 


o de baixa e o de alta frequência, estão presentes simultaneamente. 
Esse teste rejeita muitos sinais de áudio que não sejam DTMF. Se os 
tons estiverem presentes em ambas as faixas, outros filtros serão 
utilizados para selecionar entre os possíveis tons em cada faixa, de 
modo que as frequências possam identificar com precisão a tecla 
pressionada. Testes adicionais são realizados para evitar falsa detec- 
ção de teclas. Por exemplo, somente um tom é permitido por faixa 
de frequência; as faixas de alta e baixa frequência devem começar e 


os tons produzidos por uma tecla e determina qual delas foi acionada. | 1Hz 
Para projetar um receptor DTMF, precisamos entender melhor E 
esse sistema. Como se pode ver na Figura 14.32, as teclas do tele- á 
fone são organizadas em linhas e colunas. O par de tons gerado pelo Hz 3 
acionamento de uma tecla depende da linha e da coluna da tecla. A pro Ê 
linha determina seu tom de baixa frequência e a coluna, seu tom de É 
alta frequência.! Por exemplo, acionar a tecla '6' produz tons senoi- Hz 9 
dais com as frequências 770 Hz e 1.477 Hz. 852 Ê 
Na central de comutação da empresa de telefonia, os filtros Õ 
passa-faixa, no receptor DTMF, primeiro detectam se ambos os tons, RE, 
9 


1 Um quarto tom de alta frequência é gerado em 1.633 Hz. Raramente usado, esse tom não é produzido por telefones 


comuns de 12 teclas. 
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terminar com alguns milissegundos de intervalo entre si para serem consideradas válidas; e as amplitudes dos sinais de alta e 
baixa frequência devem ser semelhantes. 

Talvez você esteja curioso para saber por que usar filtros passa-faixa em vez de um filtro passa-altas, para o grupo de tons 
DTMF de alta frequência e um filtro passa-baixa, para o grupo de tons DTMF de baixa frequência. A razão disso é que o sistema 
telefônico usa frequências fora da faixa de 300-3 kHz para outras finalidades de sinalização, como acionar a campainha do 
telefone. Filtros passa-faixa impedem que o receptor DTMF detecte erroneamente esses outros sinais. 


NOTA: avalie sua compreensão a respeito desta Perspectiva prática tentando resolver os problemas 14.51-14.53, apresentados no final deste capítulo. 


Resumo 


Um circuito de seleção de frequências, ou fil- 
tro, permite que sinais de certas frequências 
cheguem à sua saída e atenua sinais de outras 
frequências, impedindo-os de chegar à saída. A 
faixa de passagem contém as frequências dos 
sinais que o filtro deixa passar; a faixa de rejei- 
ção contém as frequências dos sinais que são 
atenuados. (Seção 14.1.) 


A frequência de corte, q, identifica o local, no 
eixo das frequências, que separa a faixa de rejei- 
ção da faixa de passagem. Na frequência de corte, 
o módulo da função de transferência é igual a 
(1/2) H x: (Seção 14.2.) 


Um filtro passa-baixas deixa passar sinais de 
frequências abaixo de w e atenua sinais de fre- 
quências acima de w .. Qualquer circuito que 
tenha a função de transferência 


áx” 


funciona como um filtro passa-baixas. (Seção 14.2.) 


Um filtro passa-altas deixa passar sinais de fre- 
quências acima de w, e atenua sinais de frequên- 
cias abaixo de w . Qualquer circuito que tenha a 
função de transferência 


s 


ao “eo, 


funciona como um filtro passa-altas. (Seção 14.3.) 


Filtros passa-faixa e rejeita-faixa têm duas fre- 
quências de corte, w,. e w,. Esses filtros são 
caracterizados também por sua frequência cen- 
tral (w ), largura de faixa (8) e fator de quali- 
dade (0). Essas quantidades são definidas como 


Vo = VOU, 
B 02” Va, 
O = ab: 


(Seção 14.4.) 


Um filtro passa-faixa deixa passar sinais de fre- 
quências dentro da faixa de passagem, que está 
entre w,, € w,,, e atenua sinais de frequências 
que estão fora da faixa de passagem. Qualquer 


circuito que tenha a função de transferência 


Bs 


H(s) = =— 2 
(s) sS2 + Bs + o 


funciona como um filtro passa-faixa. (Seção 14.4.) 


Um filtro rejeita-faixa atenua sinais de frequên- 
cias dentro da faixa de rejeição, que está entre 
| € w,,, € deixa passar sinais de frequências 
que estão fora da faixa de rejeição. Qualquer 
circuito que tenha a função de transferência 


s? + w 


“SP+Bto 


H(s) 


funciona como um filtro rejeita-faixa. (Seção 14.5.) 


Adicionar uma carga à saída de um filtro pas- 
sivo altera suas propriedades de filtragem, por 
alterar a localização da faixa de passagem e o 
módulo da função de transferência nessa faixa. 
Substituir uma fonte ideal de tensão que ali- 
menta o filtro por uma fonte de resistência 
não nula também altera as propriedades de 
filtragem do circuito, novamente pela altera- 
ção da localização da faixa de passagem e do 
módulo da função de transferência nessa faixa. 
(Seção 14.4.) 


Circuitos elétricos 


Problemas 


Seção 14.2 


14.1 


14.2 


14.3 


a) Determine a frequência de corte, em hertz, 
para o filtro RL mostrado na Figura P14.1. 


b) Calcule H(jw) em w,,0,1250, e 80. 
c) Se v,=20 cos wt V, escreva a expressão de 


regime permanente de v,, quando o =, 
wv=0,1250,ew= 80. 


Figura P14.1 

50 mH 
O INN ) 
+ + 
v; 1,2 kQ Vo 
G o 


a) Determine a frequência de corte (em hertz) 
do filtro passa-baixas mostrado na Figura 
P14.2. 


b) Calcule H(jw) em w,,0,1w e 100. 


c) Se v,=25 cos wt mV, escreva a expressão 
de regime permanente de v,, quando w = 
0. 0,10, e 100. 

Figura P14.2 

160 0 


5 


Um resistor R, é inserido em série com o indu- 
tor no circuito da Figura 14.4(a). O circuito do 
novo filtro passa-baixas é mostrado na Figura 
Pi4.3. 


a) Deduza a expressão para H(s), em que 
H(s) = VV. 

b) Em qual frequência o módulo de H(jw) 
será máximo? 


c) Qual é o valor máximo do módulo de 
H(jw)? 


14.4 


d) Em qual frequência o módulo de H(jw) é 
igual a seu valor máximo dividido por V2? 


e) Suponha que uma resistência de 300 
O seja inserida em série com o indutor 
de 50 mH no circuito da Figura P14.1. 
Determine o. H(0), H(jw,), H(0,20,) 
e H(jSo,). 


Figura P14.3 
R, L 
o AMA FNE e 
+ + 
v; R Vo 
e . 


Um resistor de carga R, é ligado em para- 
lelo com o capacitor no circuito da Figura 14.7, 
O circuito do filtro passa-baixas carregado é 
mostrado na Figura P14.7, 


a) Deduza a expressão para a função de 
transferência de tensão, V/V.. 


b) Em qual frequência o módulo de H(jw) 
será máximo? 


Qual é o valor máximo do módulo de 
H(jw)? 


Cc 


sn 


d) Em qual frequência o módulo de H(jw) é 


igual a seu valor máximo dividido por V2? 


RA 


e 


no 


Suponha que uma resistência de 320 O 
seja inserida em paralelo com o capaci- 
tor de 5 uF no circuito da Figura P14.4. 
Determine ow, H(0), H(jo,), H(0,20,) 
e H(jSo,). 
Figura P14.4 


Ri Vo 


14.5 
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Estude o circuito mostrado na Figura P14.5 
(sem o resistor de carga). 


a) À medida que w — 0, o comportamento 
do indutor aproxima-se do comporta- 
mento de qual componente de circuito? 
Que valor terá a tensão de saída v,? 


b) À medida que w — 00,0 comportamento 
do indutor aproxima-se do comporta- 
mento de qual componente de circuito? 
Que valor terá a tensão de saída v,? 


c) Tendo como base os itens (a) e (b), que 
tipo de filtragem esse circuito exibe? 

d) Qual é a função de transferência do filtro 
não carregado? 


e) SeR=3300eL=10mhH,qual é a frequên- 


a) Qual é a função de transferência do filtro 
carregado? 


b) Compare a função de transferência do fil- 
tro não carregado [item (d) do Problema 
14.5] com a função de transferência do 
filtro carregado [item (a) do Problema 
14.6]. As frequências de corte são dife- 
rentes? Os ganhos, nas faixas de passa- 
gem, são diferentes? 


c) Qual é o menor valor de resistência de 
carga que pode ser usado com o filtro do 
Problema 14.5(e), de tal modo que a fre- 
quência de corte do filtro resultante não 
varie mais do que 5% em relação à do fil- 
tro não carregado? 


cia de corte do filtro em rad/s? 14.7 Use um indutor de 1 mH para projetar um 
E Problema filtro passa-baixas RL, passivo, com uma fre- 
Figura P14.5 Ema CP p 
— quência de corte de 5 kHz. 
nie q ia spice 
É Mutisim a) Especifique o valor do resistor. 
+ 
b) Uma resistência de carga de 68 O é ligada 
vi; (O E $ Vo ÉR, aos terminais de saída do filtro. Qual é a 
di V;s) frequência de corte, em hertz, do filtro 
s 
=—2 9 
H(s) VAO) carregado? 
c) Se for necessário usar um único resistor 
14.6 Suponha que desejamos acrescentar um resis- do Apêndice H para a parte (a), qual se 
tor de carga em paralelo com o resistor no deve usar? Qual é a frequência de corte 
circuito mostrado na Figura P14.5. resultante do filtro? 
Seção 14.3 
14.8 Use um indutor de 10 mH para projetar um 14.9 Projete um filtro passa-baixas RC passivo 


filtro passa-baixas, com uma frequência de 
corte de 1.600 rad/s. 


a) Especifique a frequência de corte em hertz. 
b) Especifique o valor do resistor do filtro. 


c) Suponha que a frequência de corte não 
possa aumentar mais do que 10%. Qual 
é o menor valor da resistência de carga 
que pode ser ligada aos terminais de 
saída do filtro? 


d) Se o resistor determinado em (c) for 
ligado aos terminais de saída, qual será o 
módulo de H(jw), quando w = 0? 


(veja a Figura 14.7) com uma frequência de 
corte de 100 Hz usando um capacitor de 
4,7 uF. 


a) Qual é a frequência de corte, em rad/s? 
b) Qual é o valor do resistor? 


c) Desenhe o circuito do filtro e identifique 
os valores dos componentes e a tensão de 
saída. 


d) Qual é a função de transferência do filtro 
do item (c)? 


e) Seo filtro do item (c) for carregado com um 
resistor cujo valor é o mesmo do resistor do 
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14.10 


item (b), qual será a função de transferên- 
cia desse filtro carregado? 


f) Qual é a frequência de corte do filtro car- 
regado do item (e)? 

g) Qual é o ganho na faixa de passagem do fil- 
tro carregado do item (e)? 


Use um capacitor de 500 nF para projetar um 


a) Especifique a frequência de corte, em hertz. 
b) Especifique o valor do resistor do filtro. 


c) Suponha que a frequência de corte não 
possa aumentar mais do que 5%. Qual 
é o menor valor da resistência de carga 
que pode ser ligada aos terminais de 
saída do filtro? 


d) Se o resistor determinado em (c) for 
ligado aos terminais de saída, qual será o 
módulo de H(jw), quando w = 0? 


Problema — filtro passa-baixas, passivo, com uma freguên- 
de Projeto cia de corte de 50 krad/s. 
Pspice 
Multisim 
Seção 14.3 
14.11 a) Determine a frequência de corte (em hertz) 
para o filtro passa-altas mostrado na Figura 
P14.11. 
b) Determine H(jw) em w,,0,1250, e 80. 
c) Se v,=75 cos wt V, escreva a expressão de 
regime permanente para v,, quando w = 
0. 0=0,1250, e w= 80. 
Figura P14.11 
80 uF 
e e 
+ | + 
v; 20 Q Vo 
. . 
14.12 Um resistor R, é ligado em série com o capa- 


citor no circuito da Figura 14.11(a). O novo 
circuito do filtro passa-altas é mostrado na 
Figura P14.12. 


a) Deduza a expressão para H(s) em que 
H(s) = Vi/V.. 

b) Em qual frequência o módulo de H(jw) 
será máximo? 


c) Qual é o valor máximo do módulo de 
H(jw)? 
d) Em qual frequência o módulo de H(jw) 


será igual a seu valor máximo dividido 
por V2? 


Suponha que uma resistência de 5 O seja 
ligada em série com o capacitor de 80 uF, 
no circuito da Figura P14.11. Calcule q, 
H(jw.), H(10,1250.) e H(j80 ). 


e 


nn 


Figura P14.12 


14.13 Usando um capacitor de 100 nF, projete um 
Problema - filtro passa-altas, passivo, com uma frequência 
de Projeto qe corte de 300 Hz. 


a) Especifique o valor de R em quilo-ohms. 


b) Um resistor de 47 kO é ligado aos termi- 
nais de saída do filtro. Qual é a frequência 
de corte, em hertz, do filtro carregado? 


14.14 Examine o circuito mostrado na Figura P14.14. 


a) Considerando-se as tensões de entrada 
e saída mostradas na figura, esse circuito 
comporta-se como qual tipo de filtro? 


b) Qual é a função de transferência, H(s) = 
V(s)/VKs), desse filtro? 


c) Qual é a frequência de corte desse filtro? 


d) Qual é a magnitude da função de transfe- 
rência do filtro em s = jo? 
Figura P14.14 
150 0 


14.15 
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Suponha que um resistor de carga 150 O seja 
ligado ao filtro na Figura P14.14. 


a) Qual é a função de transferência, H(s) 
=V (s)/VKs), desse filtro? 
b) Qual é a frequência de corte desse filtro? 


c) Compare a frequência de corte do filtro 
carregado com a frequência de corte do 
filtro não carregado da Figura P14.14. 


e) Seo filtro do item (c) for carregado com 
um resistor cujo valor é o mesmo do 
resistor do item (b), qual será a função de 
transferência desse filtro carregado? 


f) Qual é a frequência de corte do filtro car- 
regado do item (e)? 


g) Qual é o ganho, na faixa de passagem, do 
filtro carregado do item (e)? 


d) O que mais difere esses dois filtros? 14.17 Usando um indutor de 100 uH, projete um 
14.16 Projete um filtro passa-altas RC (veja a Figura E nro passa-alias RL, passivo, com uma fre- 
14.10[a]), com uma frequência de corte de 500 EEIRE quência de corte de 1.500 krad/s. 
Hz, usando um capacitor de 220 pF. Multisim a) Especifique o valor da resistência, selecio- 
a) Qual é a frequência de corte em rad/s? nando os componentes no Apêndice H. 
b) Qual é o valor do resistor? b) Suponha que uma carga resistiva pura 
c) Desenhe o circuito do filtro identificando seja ligada ao filtro. A frequência de corte 
os valores dos componentes e a tensão de não deve cair abaixo de 1.200 krad/s. Qual 
saída. é o menor resistor de carga, do Apêndice 
d) Qual é a função de transferência do filtro H, que pode ser ligado aos terminais de 
do item (e)? saída do filtro? 
Seção 14.4 
14.18 Para o filtro passa-faixa mostrado na Figura qualidade de 8 e uma frequência central de 
Pspice | P14.18, calcule o seguinte: (a) w : (b) f,;(c) O; 50 krad/s, usando um capacitor de 0,01 uF. 
Multisim 
(d) a, (6) fes: (D) 0,2; (8) foi e (dh) B. a) Desenhe o circuito do filtro, identificando 
Figura P14.18 os valores dos componentes e a tensão de 
8kO saída. 
+ + b) Para o filtro do item (a), calcule a largura 
v, 10mH 10nF vo de faixa e os valores das duas frequências 
o 1 o de corte. 
o . 14.22 A entrada para o filtro passa-faixa RLC em 
série projetado no Problema 14.21 é 5 cos wt 
14.19 Calcule a frequência central, a largura de V. Determine a queda de tensão no resistor, 
faixa e o fator de qualidade de um filtro pas- quando (a) w=w:(b)o=o(C)o=0w, 
sa-faixa, cujas frequências de corte superior (D)wo=010w;:(e)wv=100,. 
e inferior são, respectivamente, 121 krad/s e 14.23 A entrada para o filtro passa-faixa RLC em 
100 krad/s. série projetado no Problema 14.21 é 5 cos wtV. 
14.20 Um filtro passa-faixa tem uma frequência Determine a queda de tensão na combina- 
central, ou de ressonância, de 50 krad/s e um ção em série de indutor e capacitor, quando 
fator de qualidade de 4. Determine a largura ()0=w ;(D)0o=0.;()wo=w-(d)0=0, 1; 
de faixa, a frequência de corte superior e a (e) o = 100. 
frequência de corte inferior. Expresse todas 14.24 Mostre que as formas alternativas para as 
as respostas em quilohertz. frequências de corte de um filtro passa-faixa, 
14.21 Projete um filtro passa-faixa RLC em série dadas pelas equações 14.36 e 14.37 podem ser 


(veja a Figura 14.19[a]) com um fator de 


deduzidas das equações 14.34 e 14.35. 
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14.25 
Problema 
de Projeto 


Pspice 
Multisim 


14.26 


14.27 


Problema 
de Projeto 


Pspice 
Multisim 


14.28 


Usando um capacitor de 50 nF no circuito 
passa-faixa mostrado na Figura 14.22, projete 
um filtro com um fator de qualidade de 5 e 
uma frequência central de 20 krad/s. 


a) Especifique os valores numéricos de R e L. 


b) Calcule as frequências de corte superior 
e inferior, em quilohertz. 


c) Calcule a largura de faixa, em hertz. 

Projete um filtro passa-faixa RLC em série 
usando somente três componentes do Apên- 
dice H, cujas especificações mais se aproxi- 
mem daquelas indicadas no Problema 14.25. 


a) Desenhe o filtro e identifique os valores 
dos componentes e as tensões de entrada 
e saída. 


b) Calcule o erro percentual na frequên- 
cia central e no fator de qualidade, desse 
novo filtro, quando comparados com os 
valores especificados no Problema 14.25. 

Use um capacitor de 5 nF para projetar um 

filtro passa-faixa RLC em série, como mos- 

trado na parte superior da Figura 14.27. A fre- 
quência central do filtro é 8 kHz, e o fator de 

qualidade é 2. 


a) Especifique os valores de Re L. 


b) Qual é a frequência de corte inferior, em 
quilohertz? 


c) Qual é a frequência de corte superior, em 
quilohertz? 


d) Qual é a largura de faixa do filtro, em 
quilohertz? 

Projete um filtro passa-faixa RLC em série 

usando somente três componentes do Apên- 

dice H cujas especificações mais se aproximem 

daquelas indicadas no Problema 14.27 


a) Desenhe o filtro e identifique os valores 
dos componentes e as tensões de entrada 
e saída. 


b) Calcule o erro percentual na frequência 
central e no fator de qualidade, desse novo 
filtro, quando comparados com os valores 
especificados no Problema 14.27 


14.29 
Pspice 
Multisim 
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14.31 
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14.32 


Para o filtro passa-faixa mostrado na Figura 
P14.29, calcule o seguinte: (a) f.;(b) O: (c) f. 
(d) fo e (e) B. 
Figura P14.29 


p 


200 4mH 40nF 
SR] : 
+ + 
v; 1800 Vo 
e 1) 


A tensão de entrada no circuito da Figura 
P14.29 é 10 cos wt V. Calcule a tensão de saída 
quando (a) v=o:(bD)vo=w, e(c)o=mw,. 
Examine o circuito mostrado na Figura P14.31. 


a) Determine w. 
b) Determine B. 
c) Determine OQ. 


d) Determine a expressão de regime perma- 
nente para v,, quando v,=250 cos w tmV. 


e) Mostre que, se R, for expresso em 
quilo-ohms, o O do circuito na Figura 
P14.31 será 

20 


e =141009/R 


f) Faça um gráfico de O em relação a R, 
para 20k0 = R, =2 MO. 


Figura P14.31 


100 kQ 
e AM e 
+ + 
v; 200pF 45mH vw $400k0 
e 1 . 


Um diagrama de blocos de um sistema que 
consiste em uma fonte de tensão senoidal, um 
filtro passa-faixa RLC em série e uma carga 
são mostrados na Figura P14.32. A impedân- 
cia interna da fonte senoidal é 80 +j0 0 e a 
impedância da carga é 480 +j0 O. 

O filtro passa-faixa RLC em série tem um 
capacitor de 20 nF, uma frequência central 
de 50 krad/s e um fator de qualidade de 6,25. 
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a) Desenhe um diagrama do circuito do 
sistema. 


b) Especifique os valores numéricos de L e 
R para o filtro do sistema. 


c) Qual é o fator de qualidade do sistema 
interligado? 


d) Qual é a largura de faixa (em hertz) do 
sistema interligado? 


Figura P14.32 


Fonte 


14.33 A finalidade deste problema é investigar como 


uma carga resistiva ligada aos terminais de 
saída do filtro passa-faixa, mostrado na Figura 
14.19, afeta o fator de qualidade e, por conse- 
guinte, a largura de faixa do sistema de filtra- 
gem. O circuito do filtro carregado é mostrado 
na Figura P14.33. 


a) Calcule a função de transferência V /V, 
para o circuito mostrado na Figura P14.33. 


Seção 14.5 


14.34 


b) Qualé a expressão para a largura de faixa 
do sistema? 


c) Qual é a expressão para a largura de 
faixa do sistema carregado (8,.), em fun- 
ção da largura de faixa do sistema não 
carregado (B,)? 


d) Qual é a expressão para o fator de quali- 
dade do sistema? 


e) Qual é a expressão para o fator de quali- 
dade do sistema carregado (Q..), em fun- 
ção do fator de qualidade do sistema des- 
carregado (O ,)? 


f) Quais são as expressões para as frequên- 
cias de corte w, e w,,? 
Figura P14.33 
R 


AM o 

Ii 
v; 6 É, Um) R E 
e 1 . 


Os parâmetros do circuito na Figura P14.33 
sãoR=24k0,C=50pFeL=2uH.O fator 
de qualidade do circuito não deve cair abaixo 
de 7,5. Qual é o menor valor permissível do 
resistor R, ? 


+0 


14.35 Para filtro rejeita-faixa na Figura P14.35, cal- 


cule (a) w :(b) f;:(c) O:(d) Bemhertz; (e) w,,: 
(D fas: (8) 0,9: e (1) Foo» 


Figura P14.35 
1875 O 
id AAAr ud 
+ + 
156,25 mH 
v; Vo 


100 nF 


E Eli : 


14.36 Para o filtro rejeita-faixa na Figura P14.35, 


a) Determine H(jw) nas frequências w,, w,,, 
0,10 e 100. 


Vo 


14.37 


b) Se v,= 80 cos w t V, escreva a expressão 
de regime permanente para v,, quando 


VTUGO Op UT Oo 
a) Mostre (por análise qualitativa) que 
o circuito da Figura P14.37 é um filtro 


rejeita-faixa. 


v=0Olw eo—100,. 


b 


no 


Comprove a análise qualitativa do item 
(a), determinando a função de transferên- 
cia de tensão do filtro. 


c 


no 


Deduza a expressão para a frequência 
central do filtro. 


d 


A) 


Deduza as expressões para as frequên- 
cias de corte q, e 0... 
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e) Qual é a expressão para a largura de faixa 
do filtro? 


f) Qual é a expressão para o fator de quali- 
dade do circuito? 


Figura P14.37 


L 
INN 
o e e 
+ Cc + 
V; I( R Us 
. . 


14.38 Para o filtro rejeita-faixa na Figura P14.38, 
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14.39 


14.40 


14.41 


calcule (a) w,: (b) f;; (Cc) O; (d) w,,; (e) fes; 
(1) w,,: (g) f,:;e (h) B, em quilohertz. 
Figura P14.38 

2,5 mH 


Projete um filtro rejeita-faixa RLC (veja a 
Figura 14.28[a]), com um fator de qualidade 
de 2,5 e uma frequência central de 25 krad/s, 
usando um capacitor de 200 nF. 


a) Desenhe o circuito do filtro, identificando 
os valores dos componentes e a tensão de 
saída. 


b) Para o filtro do item (a), calcule a largura 
de faixa e os valores das duas frequências 
de corte. 

A entrada para o filtro rejeita-faixa RLC pro- 

jetado no Problema 14.39 é 10 coswt V. Deter- 

mine a queda de tensão na combinação em 
série de indutor e capacitor, quando (a) o =» : 

(b) o = o (e) o = w,; (d) q = 0,1250,: 

(e) wo =80,. 

A entrada para o filtro rejeita-faixa RLC 

projetado no Problema 14.39 é 10 coswt V. 

Determine a queda de tensão no resistor 

quando (a)w=o;(bD)o=o()Juo=0w,: 

(d) o = 0,1250,; (e) w = 80. 


14.42 


Problema 
de Projeto 
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14.45 


Use um capacitor de 500 nF para projetar um 
filtro rejeita-faixa, como mostrado na Figura 
P14.42. O filtro tem uma frequência central 
de 4 kHz e um fator de qualidade de 5. 

a) Especifique os valores numéricos de R e L. 


b) Calcule as frequências de corte, em 
quilohertz. 


c) Calcule a largura de faixa do filtro, em 
quilohertz. 


Figura P14.42 


500 nF 
o ——s e . 
Je E; E 
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Suponha que o filtro rejeita-faixa no Problema 
14.42 seja carregado com um resistor de 1 kO. 


a) Qual é o fator de qualidade do circuito 
carregado? 


b) Qual é a largura de faixa (em quilohertz) 
do circuito carregado? 


c) Qual é a frequência de corte superior, em 
quilohertz”? 


d) Qual é a frequência de corte inferior, em 
quilohertz”? 

Projete um filtro passa-faixa RLC em série, 

usando somente três componentes do Apên- 

dice H, cujas especificações mais se aproxi- 

mem daquelas indicadas no Problema 14.42. 


a) Desenhe o filtro e identifique os valores 
dos componentes e as tensões de entrada 
e saída. 


b) Calcule o erro percentual na frequên- 
cia central e no fator de qualidade, desse 
novo filtro, quando comparados com os 
valores especificados no Problema 14.42. 

A finalidade deste problema é investigar 

como uma carga resistiva ligada aos termi- 

nais de saída do filtro rejeita-faixa, mostrado 
na Figura 14.28(a), afeta o comportamento do 
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filtro. O circuito do filtro carregado é mostrado 
na Figura P14.45. 


a) Determine a função de transferência de 
tensão V,/V. 


b) Qual é a expressão para a frequência 
central? 


c) Qual é a expressão para a largura de faixa? 


d) Qual é a expressão para o fator de 
qualidade? 


e) Calcule H( jo). 
f) Calcule H(j0). 
g) Calcule H(joo). 


h) Quais são as expressões para as frequên- 
i 9 
cias w,., € 0,51 
Figura P14.45 
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Os parâmetros do circuito na Figura P14.45 são 

R=300,L=1 4uH,C=4pFeR, = 1500. 

a) Determine w,, 8 (em quilohertz) e O. 

b) Determine H(j0) e H(joo). 

c) Determine f., € f4- 

d) Mostre que, se R, for expresso em ohms, 
o Q do circuito será 


o=P + GR) 


e) Faça um gráfico de O em função de R,, 
para 100 = R, = 300 0. 

A carga no circuito do filtro rejeita-faixa mos- 
trado na Figura P14.42 é 500 O. A frequência 
central do filtro é 25 krad/s e o capacitor é de 
25 nF. Em frequências muito baixas e muito 
altas, a amplitude da tensão senoidal de saída 
deve ser no mínimo 90% da amplitude da ten- 
são senoidal de entrada. 


a) Especifique os valores numéricos de R e L. 


b) Qual é o fator de qualidade do circuito? 


14.48 


14.49 


Dada a seguinte função de transferência de 
tensão: 
Vo 
H(s) =— 
o 
25 X 10º 


s? + 1.000s+ 25 X 109' 


a) Em quais frequências (em radianos por 
segundo) o módulo da função de transfe- 
rência é igual à unidade? 

b) Em quais frequências o módulo da fun- 
ção de transferência é máximo? 


c) Qual é o valor máximo do módulo da 
função de transferência? 

Examine o circuito RLC em série mostrado 

na Figura P14.49. Quando a saída é a tensão 

nos terminais do resistor, sabemos que esse 

circuito é um filtro passa-faixa. Quando a saída 


é a tensão na combinação em série do indutor 
e capacitor, sabemos que esse circuito é um 
filtro rejeita-faixa. Este problema analisa o 
comportamento do circuito quando a saída é 
a tensão nos terminais do indutor. 


a) Determine a função de transferência, 
H(s) = V (s)/VKs), quando V (s) é a ten- 
são no indutor. 

b) Determine o módulo da função de trans- 
ferência na parte (a), para frequências 
muito baixas. 


c) Determine o módulo da função de trans- 
ferência na parte (a), para frequências 
muito elevadas. 

d) Com base em suas respostas nas partes 
(b) e (c), que tipo de filtro é esse? 

e) Suponha R=600 0,L=400mH,C=2,5 
uF. Calcule a frequência de corte desse 
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14.51 
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Prática 
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de Projeto 


filtro, isto é, a frequência em que o módulo 
da função de transferência é 1/2. 


Figura P14.49 


R C 
AR ? 
V; Los, 
. . 


Repita as partes (a) a (d) do Problema 14.49 
para o circuito mostrado na Figura P14.50. 
Note que a tensão de saída é agora a tensão 
no capacitor. 

Figura P14.50 


R L 


AAA NA o 

I ú 

ui o 
e l bd 


Projete um filtro passa-faixa RLC em série 
(veja a Figura 14.27) para detectar o tom 
de baixa frequência gerado pelo aciona- 


+e 


mento de uma tecla do telefone mostrado 
na Figura 14.32. 


a) Calcule os valores de L e € que situam as 
frequências de corte nos limites da faixa 


de baixa frequência do DTMF. Observe 
que a resistência em circuitos telefônicos 
padronizados é sempre R = 600 O. 


b) Qual é a amplitude da saída desse cir- 
cuito, em cada uma das faixas de baixa 


frequência, em relação à amplitude de 
pico do filtro passa-faixa? 


c) Qual é a amplitude da saída desse cir- 
cuito, na frequência mais baixa da faixa 
de alta frequência? 


14.52 Projete um filtro DTMF passa-faixa, para altas 
Perspectiva frequências, semelhante ao filtro passa-faixa 


Prática 
Problema 
de Projeto 


para baixas frequências projetado no Pro- 
blema 14.51. Não se esqueça de incluir o 
quarto tom de alta frequência, em 1.633 Hz, 
em seu projeto. Qual é a amplitude da resposta 
de seu filtro, em relação aos tons DTMF de 
baixa frequência? 


14.53 O sinal de 20 Hz que aciona a campainha de 
Perspectiva um telefone tem de ter uma amplitude muito 


Prática 
Problema 
de Projeto 


grande, para produzir um sinal suficiente- 
mente alto. Qual é a relação máxima entre a 
amplitude do sinal da campainha e a dos sinais 
de baixa frequência do sistema DTMF, de 
forma que a resposta do filtro no Problema 
14.51 seja no máximo igual à metade da ampli- 
tude de qualquer dos sinais do sistema DTMF? 


Capítulo 


Filtros ativos 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


15.1 Filiros ativos passa-baixas e passa-altas de 15.4 Filtros ativos de ordem superior 


primeira ordem 15.5 Filtros ativos passa-faixa e rejeita-faixa de 
15.2 Mudança de escala banda estreita 


15.3 Filiros ativos passa-faixa e rejeita-faixa 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Conhecer os circuitos com amplificadores operacionais que se comportam como filtros passa-baixas e passa-altas 
de primeira ordem e saber calcular os valores dos componentes para que esses circuitos atendam às especificações 
de frequência de corte e ganho na faixa de passagem. 


2. Saber projetar filtros ativos a partir de protótipos e usar mudanças de escala para conseguir as características desejadas. 


3. Entender como usar filtros Butterworth de primeira e segunda ordens em cascata para implementar filtros passa- 
-baixas, passa-altas, passa-faixa e rejeita-faixa de qualquer ordem. 


4. Saber usar as equações de projeto para calcular os valores dos componentes para filtros protótipos de faixa estreita, 
passa-faixa e rejeita-faixa que atendam às especificações desejadas. 


Até aqui, examinamos somente circuitos de filtros passivos, isto é, circuitos que consistem em resistores, 
indutores e capacitores. Entretanto, há áreas de aplicação nas quais os circuitos ativos, aqueles que empregam 
amplificadores operacionais, têm algumas vantagens em relação aos passivos. Por exemplo, circuitos ativos podem 
produzir filtros passa-faixa e rejeita-faixa sem usar indutores. Isso é desejável porque, de modo geral, indutores 
são grandes, pesados e caros e podem introduzir efeitos eletromagnéticos que comprometem as características 
desejadas da resposta de frequência. 

Examine as funções de transferência de todos os filtros do Capítulo 14 e verá que a amplitude máxima não 
excede 1. Ainda que filtros passivos possam realizar amplificação de tensão e corrente na frequência de ressonância, 
de modo geral não são capazes de amplificar, pois a amplitude da saída não excede a da entrada. Essa observação 
não surpreende, pois muitas das funções de transferência no Capítulo 14 foram derivadas usando-se divisão de ten- 
são ou corrente. Filtros ativos permitem um controle da amplificação, característica não disponível em filtros passivos. 
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Por fim, lembre-se de que a frequência de corte e o ganho na faixa de passagem de filtros passivos 
foram alterados com a adição de uma carga resistiva na saída do filtro. Isso não acontece com filtros ativos, 
em razão das propriedades dos amplificadores operacionais. Assim, usamos circuitos ativos para implemen- 
tar projetos de filtros quando ganho, variação de carga e tamanho físico são parâmetros importantes nas 
especificações de projeto. 

Neste capítulo, estudaremos alguns dos muitos circuitos de filtros que empregam amplificadores ope- 
racionais. Como veremos, esses circuitos superam as desvantagens dos circuitos passivos. Além disso, 
mostraremos como os filtros ativos básicos podem ser combinados para obtermos respostas de frequência 
específicas e conseguirmos uma resposta mais próxima da ideal. Observe que, neste capítulo, admitimos que 
todo amplificador operacional seja ideal. 


Perspectiva prática 


Controle de volume de graves 


Neste capítulo, continuamos a estudar circuitos de seleção de frequências. Como descrevemos no Capítulo 14, isso sig- 
nífica que o comportamento do circuito depende da frequência de sua entrada senoidal. A maioria dos circuitos apresentados 
aqui pertence a uma das quatro categorias identificadas no capítulo anterior — filtros passa-baixas, passa-altas, passa-faixa 
e rejeita-faixa. Contudo, enquanto os circuitos no Capítulo 14 foram construídos usando-se fontes, resistores, capacitores e 
indutores, os circuitos deste capítulo empregam amplificadores operacionais. Logo conheceremos as vantagens obtidas com um 
filtro em cuja construção utilizam-se amplificadores operacionais. 

Sistemas eletrônicos de áudio como rádios, toca-fitas e toca-CDs costumam apresentar controles de volume separados de- 
nominados agudos (treble) e graves (bass). Esses controles permitem que o usuário selecione o volume de sinais de áudio de alta 
frequência (agudos) independentemente do volume de sinais de áudio de baixa frequência (graves). A capacidade de ajustar de 
forma independente a quantidade de amplificação ou atenuação nessas duas faixas de frequência permite que o ouvinte ajuste 
o Som com mais precisão do que se existisse um único controle de volume. Daí esses circuitos de controle serem chamados de 
circuitos de controle de tom. 

O exemplo da Perspectiva prática no final deste capítulo apresenta um circuito que implementa o controle de volume de 
graves usando um único amplificador operacional com resistores e capacitores. Um resistor ajustável provê o controle necessário 
para a amplificação na faixa de frequência dos graves. 
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15.1 Filtros ativos passa-baixas e passa- E a 
-altas de primeira ordem 


c 


Tomemos o circuito da Figura 15.1. Do ponto de vista quali- 
tativo, quando a frequência da fonte varia, somente a impedância 
do capacitor é afetada. Em frequências muito baixas, o capacitor 
funciona como um circuito aberto enquanto o circuito amp op 
funciona como um amplificador com um ganho de —R;/R,. Em 
frequências muito altas, o capacitor funciona como um curto- a (O) 
-circuito, ligando a saída do amp op à terra. Assim, o circuito da 
Figura 15.1 funciona como um filtro passa-baixas com um ganho = 
na faixa de passagem de —R,;/R,. 


Para confirmar essa avaliação qualitativa, podemos calcular 
a função de transferência H(s) = V (s)/V(s). Observe que o cir- 
cuito na Figura 15.1 tem a forma do circuito genérico da Figura 
15.2, no qual a impedância de entrada (Z,) é o resistor R,,e a 


Figura 15.2 Esquema genérico de um circuito com 
um amplificador. 


impedância de realimentação (Z ) é a combinação em paralelo 
do resistor R, e do capacitor €. 
Como o circuito da Figura 15.2 é análogo ao circuito 
amplificador inversor do Capítulo 5, sua função de transferên- 
cia é —Z, /Z,. Assim, a função de transferência do circuito da á (O 
Figura 15.1 é = 
v v v 
Ri 
H(s) = —>— 
D=5 
1 
—R === 
(E) 
= E 
= Ko 15.1 
= sto (e) 
em que 
R, 
K=, 15.2 
= (15.2) 
e 
1 
== 15.3 
ia (15.3) 


Observe que a Equação 15.1 tem a mesma forma da equação geral para filtros passa- 
-baixas dada no Capítulo 14, com uma importante exceção: o ganho na faixa de passagem, K, 
é determinado pela razão R,/R,. Assim, um filtro ativo passa-baixas permite que seu ganho na 
faixa de passagem e sua frequência de corte sejam especificados de modo independente. 


Uma observação sobre gráficos de resposta de frequência 


Os gráficos de resposta de frequência, apresentados no Capítulo 14, proporcionam valiosa 
percepção sobre o funcionamento de um filtro. Por isso, faremos uso extensivo de gráficos de 
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resposta de frequência também neste capítulo. Esses gráficos no Capítulo 14 eram duplos — 
um gráfico do módulo da função de transferência em função da frequência e um gráfico do 
ângulo de fase (em graus) da função de transferência em função da frequência. Quando usa- 
mos ambos os gráficos, normalmente eles são sobrepostos, de maneira que possam comparti- 
lhar o mesmo eixo de frequência. 

Neste capítulo, usamos um tipo especial de gráfico de resposta de frequência denominado 
diagrama de Bode. Os detalhes desse diagrama são discutidos no Apêndice E, que inclui infor- 
mações detalhadas sobre como construí-los manualmente. Como é provável que você use um 
computador para construir diagramas de Bode, resumimos aqui as características especiais 
desses gráficos. Há duas diferenças importantes entre os diagramas de Bode e os gráficos de 
resposta de frequência do Capítulo 14. 

A primeira é que, em vez de usar um eixo linear para os valores da frequência, um diagrama 
de Bode utiliza um eixo logarítmico, o que permite a representação gráfica de uma faixa mais 
ampla de frequências de interesse. Normalmente, representamos três ou quatro décadas de fre- 
quências, por exemplo, de 10? rad/s a 10º rad/s, ou 1 kHz a 1 MHz, escolhendo a faixa de frequên- 
cias na qual as características da função de transferência estão variando. Se construirmos diagra- 
mas de Bode do módulo e do ângulo de fase, eles também vão compartilhar o eixo da frequência. 

A segunda diferença é que, em vez de representar diretamente o módulo da função de 
transferência em função da frequência, o diagrama de Bode representa o módulo em decibéis 
(dB) em função do logaritmo da frequência. O decibel é discutido no Apêndice D. Em resumo, 
se o módulo da função de transferência for |H(jw)|, seu valor em dB será dado por 


Asp = 20 10g, |H(jo)|. 


É importante lembrar que, embora |H(jw)| seja uma quantidade positiva, A ap é UMa quan- 
tidade que pode assumir valores negativos. Quando A |, = 0, o módulo da função de transfe- 
rência é 1, visto que 20 log, (1) = 0. Quando A ,; <0,o módulo da função de transferência está 
entre 0 e 1, e quando A ,, > 0, o módulo da função de transferência é maior do que 1. Por fim, 
observe que 


20 log10|1/V2 | = —3 dB. 


Lembre-se de que definimos a frequência de corte de filtros determinando a frequência em 
que o valor máximo do módulo da função de transferência era reduzido em 1/V?2. Se traduzir- 
mos essa definição para o módulo em dB, definimos a frequência de corte de um filtro determi- 
nando a frequência em que o máximo módulo da função de transferência em dB reduz-se em 3 
dB. Por exemplo, se o módulo da função de transferência de um filtro passa-baixas em sua faixa 
de passagem for 26 dB, o valor usado para determinar a frequência de corte será 26 — 3=23 dB. 

O Exemplo 15.1 ilustra o projeto de um filtro ativo passa-baixas de primeira ordem que 
deve atender às especificações desejadas de ganho na faixa de passagem e frequência de corte, 
além de ilustrar um diagrama de Bode do módulo da função de transferência do filtro. 


EXEMPLO 15.1 Projeto de um filtro ativo passa-baixas. 


Usando o circuito mostrado na Figura 15.1, calcule valores de Ce R, para que, junto com R = 1 0, ele 
funcione como um filtro passa-baixas com um ganho na faixa de passagem de 1 e uma frequência de 
corte de 1 rad/s. Determine a função de transferência para esse filtro e use-a para desenhar um dia- 
grama de Bode da amplitude da resposta de frequência do filtro. 
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Solução 


A Equação 15.2 expressa o ganho na faixa de passagem em termos de R, e R, e, assim, permite cal- 
cular o valor de R;: 


=(D() 
=10. 


Então, a Equação 15.3 permite calcular € para a frequência de corte especificada: 


1 
Ro Rom, 
1 
- (DA) Figura 15.3 Diagrama de Bode do módulo da função de transferência do 
ES) filtro ativo passa-baixas do Exemplo 15.1. 
10 
A função de transferência para o filtro 
passa-baixas é dada pela Equação 15.1: 
5 
H(s) = —K— 
s + mw, 
= 0 
“s+1 m 
sa 
O diagrama de Bode de |H(jw)) é mos. 8 i 
trado na Figura 15.3. Esse circuito é deno- E 
minado filtro protótipo passa-baixas ativo, ú 
já que usa um resistor de valor 1 Q e um 
capacitor de valor 1 F e tem uma frequên- 
cia de corte de 1 rad/s. Como veremos na 15 
próxima seção, filtros protótipos são úteis 
como ponto de partida para o projeto de 
filtros com valores mais realistas de com- 20 
ponentes para se obter a resposta de fre- 0,1 0,5 1,0 5,0 10 
quência desejada. » (rad/s) 


Você pode ter reconhecido o circuito na Figura 15.1 como o circuito amplificador integra- 
dor apresentado no Capítulo 77 Eles são realmente o mesmo circuito e, portanto, a integração 
no domínio do tempo corresponde à filtragem passa-baixas no domínio da frequência. Essa 
relação entre integração e filtragem passa-baixas é confirmada também pela transformada 
operacional de Laplace para integração deduzida no Capítulo 12. 

O circuito da Figura 15.4 é um filtro passa-altas de primeira ordem. Esse circuito tam- 
bém tem a forma geral daquele da Figura 15.2, mas, agora, a impedância do circuito de 
entrada é a combinação em série de R, e €,e a impedância do circuito de realimentação é 
o resistor R,. 


Circuitos elétricos 


Figura 15.4 Filtro ativo passa-altas de primeira ordem. 


Ro 


S 
ss E 


Assim, a função de transferência para o circuito na 
Figura 15.4 é 


Dr —R5 Ss 
H() == E 
p= Ts a (15.4) 
To 
em que 
R, 
fes e 15.5 
nl (15.5) 
e 
1 
Es 15.6 
= ae (15.9) 


Novamente, a forma da função de transferência dada na Equação 15.4 é a mesma que a 
dada na Equação 14.20, que é a equação dos filtros passivos passa-altas, com uma diferença 
importante: como um filtro ativo, seu ganho na faixa de passagem pode ser maior do que 1. 


O Exemplo 15.2 analisa o projeto de um filtro ativo passa-altas que deve atender às espe- 
cificações de resposta de frequência de determinado diagrama de Bode. 


EXEMPLO 15.2 Projeto de um filtro amp op passa-altas. 


A Figura 15.5 mostra o diagrama de 
Bode da amplitude de um filtro passa-al- 
tas. Usando o circuito do filtro ativo pas- 
sa-altas da Figura 15.4, calcule os valo- 
res de R, e R, que produzem a resposta 
desejada. Use um capacitor de 0,1 uF. Se 
um resistor de carga de 10 kf) for adiício- 
nado ao filtro, como o diagrama de Bode 
da amplitude será alterado? 

Solução 

Comece escrevendo uma função de 
transferência que tenha o gráfico de 
amplitude mostrado na Figura 15.5. Para 
isso, observe que o ganho na faixa de pas- 
sagem é 20 dB; portanto, K = 10. Observe 
também que a queda de 3 dB em relação 
ao ganho na faixa de passagem ocorre 
em 500 rad/s. A Equação 15.4 representa 
a função de transferência geral para um 
filtro passa-altas e, portanto, a função de 
transferência cujo diagrama de Bode da 
amplitude se vê na Figura 15.5 é 


—10s 


Ejs E, 
(6) = 4500 


Figura 15.5 Diagrama de Bode da amplitude do 


Exemplo 15.2. 


ltro passa-altas para o 
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Igualando essa expressão à Equação 15.4, podemos obter os valores de R, e R;: 


—10s — —Ry/Rys 
s+500 s+(1/R0) 


H(s) = 


Igualando numeradores e denominadores e, então, simplificando, obtemos duas equações: 


Usando o valor especificado de €C (0,1 uF), determinamos 
R,=20k9, R, = 200 k9. 


O circuito resultante é mostrado na Figura 15.6. Figura 15.6 Filtro ativo passa-altas para o Exemplo 15.2. 
Como partimos da premissa de que o amplificador 200 kO 
operacional nesse circuito de filtro passa-altas é 
ideal, a adição de qualquer resistor de carga, inde- 
pendentemente de sua resistência, não tem nenhum 
efeito sobre seu comportamento. Assim, a curva de 
amplitude de um filtro passa-altas com um resistor |. (O) á 
de carga é a mesma que a de um filtro passa-altas 

sem um resistor de carga, conforme mostrado na = 
Figura 15.5. 


20k0 01 uF 
ANN | é 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Conhecer os circuitos com amplificadores operacionais que se comportam como filtros passa-baixas e passa-altas 
de primeira ordem e saber calcular os valores de seus componentes. 


15.1 Calcule os valores de R, e C de um filtro passa-altas com ganho na faixa de passagem de 1 e uma fre- 
quência de corte de 1 rad/s, se R, for 1 O. (Observação: esse é o filtro protótipo passa-altas ativo.) 


Resposta: R,=10,C=1 F 
15.2 Calcule o valor dos resistores para que o filtro passa-baixas na Figura 15.1 tenha a função de transferência 


—20.000 


CO To 


Use um capacitor de 5 uF. 
Resposta: R, = 10 0, R, = 40 02. 


NOTA: tente resolver também os problemas 15.1 e 15.8, apresentados no final deste capítulo. 


Circuitos elétricos 


Fatores de >» 
escala de 
componentes 


15.2 Mudança de escala 


No projeto e análise de circuitos de filtros passivos e ativos é conveniente trabalhar com 
valores de elementos como 1 0,1 He 1 F. Embora esses valores não sejam realistas, simpli- 
ficam muito os cálculos. Depois de fazer cálculos usando valores convenientes de RL e C,o 
projetista pode transformar os valores convenientes em valores realistas usando um processo 
denominado mudança de escala. 

Há dois tipos de mudança de escala: a de amplitude e a de frequência. Alteramos a escala 
de amplitude de um circuito multiplicando sua impedância a uma dada frequência por um 
fator de escala k . Assim, multiplicamos todos os resistores e indutores por k, e todos os capa- 
citores por 1/k,. Se representarmos os valores iniciais dos componentes por R, Le Ce os valo- 
res dos componentes depois da mudança de escala por R',L' e C', teremos: 


R'=kR, L'=kLeC=cC/k, (15.7) 


Observe que k, é, por definição, um número real positivo que pode ser maior ou menor 
do que 1. 

Para mudar a escala de frequência, mudamos os parâmetros do circuito de modo que, na 
nova frequência, a impedância de cada elemento seja a mesma que era na frequência original. 
Como admitimos que os valores de resistência sejam independentes da frequência, os resisto- 
res não são afetados pela mudança da escala de frequência. Se denominarmos o fator de escala 
de frequência k,, tanto os indutores quanto os capacitores são multiplicados por 1/k,. Desse 
modo, para mudar a escala de frequência, fazemos 


O fator de escala de frequência, k, também é um número real positivo que pode ser 
menor ou maior do que a unidade. 

A escala de um circuito pode ser mudada em amplitude e frequência simultaneamente. 
Os valores alterados em termos dos valores originais são 


R'=kR, 
E 
Ee 
ue (15.9) 
sé kaky . . 


Utilização da mudança de escala no projeto de filtros ativos 


Para usar o conceito de mudança de escala no projeto de filtros ativos, faça, em primeiro 
lugar, a frequência de corte, w, (se estiver projetando filtros passa-baixas ou passa-altas), ou a 
frequência central, w, (se estiver projetando filtros passa-faixa ou rejeita-faixa), igual a 1 rad/s. 
Em seguida, selecione um capacitor de 1 Fe calcule os valores dos resistores necessários para 
determinado ganho na faixa de passagem e para que a frequência de corte ou a frequência 
central seja 1 rad/s. Por fim, use a mudança de escala para calcular valores mais realistas dos 
componentes para a frequência de corte ou a frequência central desejada. 

O Exemplo 15.3 ilustra o processo de mudança de escala em geral e o Exemplo 15.4, a uti- 
lização da mudança de escala no projeto de um filtro passa-baixas. 
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EXEMPLO 15.3 Mudança de escala de um circuito ALC em série. 


O circuito RLC em série mostrado na Figura 15.7 tem uma frequência central de V1/LC = rad/s, 
uma largura de faixa de R/L = 1 rad/s e, portanto, um fator de qualidade de 1. Use a mudança de escala 
para calcular novos valores de R e L para que o circuito tenha o mesmo fator de qualidade e uma fre- 
quência central de 500 Hz. Use um capacitor de 2 uF. 


Solução Figura 15.7 Circuito ALC em série para o 
Comece calculando o fator de escala que vai alterar a frequência Exemplo 15.8. 
central de 1 rad/s para 500 Hz. Os valores originais representam 1F 
1H 
valores antes da mudança de escala, enquanto os valores altera- POA I( 
+ 


dos representam aqueles após a mudança de escala. 


v; (O 10%, 
0,  27(500) 


= 3.141,59. a 


[A 1 


Agora, use a Equação 15.9 para calcular o fator de escala da amplitude que, junto com o fator de 

escala da frequência, leve a um valor de capacitância de 2 uF: 
21 Co 1 

É ke (314159)(2X 10) 


= 159,155. 


Use a Equação 15.9 mais uma vez para calcular os novos valores de Re L: 
R' = kR = 159155 0, 


k 
L' = EL = 50,66mH. 
kr 


Com esses valores dos componentes, a frequência central do circuito RLC em série é de V1/LC=3.141,61 
rad/s ou 500 Hz, e a largura de faixa é de R/L = 3.141,61 rad/s ou 500 Hz; assim, o fator de qualidade ainda é 1. 


EXEMPLO 15.4 Mudança de escala de um filtro protótipo passa-baixas ativo. 


Use o filtro protótipo passa-baixas ativo do Exemplo 15.1, com uma mudança de escala de amplitude 
e frequência, para calcular os valores de resistores para um filtro passa-baixas com um ganho de 5, 
uma frequência de corte de 1.000 Hz e um capacitor de realimentação de 0,01 uF. Construa um dia- 
grama de Bode do módulo da função de transferência resultante. 


Solução 

Para começar, use uma mudança de escala de frequência para localizar a frequência de corte em 1.000 Hz: 
k, — we/w. — 27(1.000)/1 — 6.283,185, 

em que a variável alterada assume o novo valor e a variável original tem o valor antigo da frequência 


de corte. Então, calcule o fator de escala da amplitude que, em associação com kp= 6.283,185, levará 
a um valor de capacitância de 0,01 uF: 


LE. 1 


= = = 150155. 
kp CC (6.283,185)(10*) 


Circuitos elétricos 


Como os valores dos resistores são afetados somente pela mudança de escala da amplitude, 


Rij=R$=kR = (1591551) = 159155 0. 


Figura 15.8 Diagrama de Bode do módulo da função de transferência do filtro | Por fim, precisamos satisfazer a especi- 
ativo passa-baixas do Exemplo 15.4. ficação do ganho na faixa de passagem. 
20 Podemos ajustar o valor tanto de R, 
quanto de R,, já que K — R;/R,. Se ajus- 
15 tarmos R,, mudaremos a frequência de 
corte porque w, = 1/R,C. Assim, deve- 
dá mos ajustar o valor de R, para alterar 
apenas o ganho na faixa de passagem: 
5 R, = R/K=(15,9155/06) = 3.183,10. 
m 
sd ú Os valores finais dos componentes são 
“es 
E R,=3.183,1 0, R,= 15.915,55 O, 
5 C=0,01 qF 
A função de transferência do filtro é 
10 
dada por 
15 —31.415,93 
H(s) =———— >=. 
s + 6.283,185 
20 
10 50 100 500 1.000 5.000 10.000 


O diagrama de Bode do módulo dessa 
função de transferência é mostrado na 
Figura 15.8. 


f (Hz) 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber projetar filtros ativos a partir de protótipos e usar mudanças de escala para conseguir as características 
desejadas. 


15.3 Quais fatores de escala de amplitude e frequência vão transformar o filtro protótipo passa-altas em um 
filtro passa-altas com um capacitor de 0,5 uF e uma frequência de corte de 10 kHz? 
Resposta: kp= 62.831,85, k, = 31,831. 


NOTA: tente resolver também os problemas 15.15 e 15.16, apresentados no final deste capítulo. 


15.3 Filtros ativos passa-faixa e rejeita-faixa 


Passamos, agora, à análise e ao projeto de circuitos ativos que se comportam como filtros 
passa-faixa e rejeita-faixa. Embora haja uma ampla variedade desses circuitos, nossa aborda- 
gem inicial é motivada pela construção do diagrama de Bode mostrado na Figura 15.9. Pode- 
mos ver, pelo gráfico, que o filtro passa-faixa consiste em três blocos separados: 
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1. Um filtro passa-baixas de ganho unitário, cuja frequência de corte é w ,, a maior das duas 


frequências de corte; 


cx 


2. Um filtro passa-altas de ganho unitário, cuja frequência de corte, w., é a menor das duas 


frequências de corte; 


cl? 


3. Um amplificador cujo fator de amplificação é igual ao ganho desejado na faixa de 
passagem. 


Figura 15.9 Construção do diagrama de Bode da amplitude de um filtro passa-faixa. 
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Esses três blocos devem ser ligados em cascata. Eles se combinam aditivamente na cons- 
trução do diagrama de Bode e, portanto, vão se combinar multiplicativamente no domínio da 
frequência. É importante observar que esse método de projeto de um filtro passa-faixa supõe 
que a frequência de corte inferior (w..,) seja menor do que a superior (w ,). O filtro resultante 
é denominado filtro passa-faixa de banda larga, porque a faixa de frequência dos sinais que 
por ele passam é larga. Formalmente, um filtro de banda larga é definido de forma que as duas 
frequências de corte satisfaçam a equação 


Vc 
Wc1 


>). 


Como ilustrado pela construção do diagrama de Bode na Figura 15.9, precisamos que a 
amplitude do filtro passa-altas seja unitária na frequência de corte do filtro passa-baixas e que 
a amplitude do filtro passa-baixas seja unitária na frequência de corte do filtro passa-altas. 
Então, o filtro passa-faixa terá as frequências de corte especificadas pelos filtros passa-baixas 
e passa-altas. Precisamos determinar a relação entre w,, e w , que satisfaça os requisitos ilus- 
trados na Figura 15.9. 


Podemos construir um circuito que contenha os três blocos mencionados organizando, em 
cascata, um filtro ativo passa-baixas, um filtro ativo passa-altas e um amplificador inversor (veja 


Circuitos elétricos 


a Seção 5.3), como mostra a Figura 15.10(a). Essa figura é denominada diagrama de blocos. 
Cada bloco representa um componente ou subcircuito e a saída de um bloco é a entrada do 
seguinte, no sentido indicado. Desejamos determinar a relação entre w,, e w,, que permitirá 
que cada subcircuito seja projetado independentemente, sem termos de nos preocupar com os 
outros subcircuitos na cascata. Então, o projeto do filtro passa-faixa é reduzido ao projeto de um 
filtro passa-baixas de primeira ordem de ganho unitário, um filtro passa-altas de primeira ordem 
de ganho unitário e um amplificador inversor sendo, cada um dos quais, um circuito simples. 


Figura 15.10 Filtro ativo passa-faixa em cascata. (a) Diagrama de blocos. (b) Circuito. 


v; ——| Filtro passa-baixas -—| Filtro passa-altas [-— Amplificador | Vo 
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A função de transferência do filtro passa-faixa é o produto das funções de transferência 
dos três blocos em cascata: 


H(s) = 


i 


a a 
Sir [00 Sr VA R; 


o —K0w,s 
(s + wc)s + qc) 


—Kw,s 
= (15.10) 
sº + (04 + 009) + ow 


Observamos imediatamente que a Equação 15.10 não está na forma padrão para a função 
de transferência de um filtro passa-faixa discutido no Capítulo 14, ou seja, 


FR 
RE poa Bs + oz 
Para converter a Equação 15.10 para a forma padrão da função de transferência de um 


filtro passa-faixa, precisamos que 


vv, w 


20, (15.11) 
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Quando a Equação 15.11 é válida, 
(00,1 + 0,2) Fe Ve 
e a função de transferência para o filtro passa-faixa em cascata (Equação 15.10) torna-se 


—K [PN 


H(s) = F 
( ) s2 + DIS TF DADE 


Uma vez confirmado que a Equação 15.11 é válida para as frequências de corte especifi- 
cadas para o filtro passa-faixa desejado, podemos projetar cada estágio do circuito em cascata 


independentemente e cumprir as especificações do filtro. Calculamos os valores de R, e C, no 
filtro passa-baixas para obter a frequência de corte superior desejada, q .: 


1 
Wo — E 
c2 RC 


(15.12) 


Calculamos os valores de R, e €, no filtro passa-altas para obter a frequência de corte 
inferior desejada, w,,: 
o 
RaCa. 


Da (15.13) 

Agora, calculamos os valores de R,e R,no amplificador inversor para obtermos o ganho 
desejado na faixa de passagem. Para tal, analisamos o módulo da função de transferência do 
filtro passa-faixa, na frequência central, q, : 


|H(Gjo )| = —Ko(jw,) 
ú (iv)? E va(jwv) + VD 
o Kwço 
(62759) 


=K. (15.14) 


Lembre-se de que, no Capítulo 5, aprendemos que o ganho do amplificador inversor é R , IR 
Dessa forma, 


R 
[H(Gjoo)| = = (15.15) 


! 


Qualquer escolha de resistores que satisfaça a Equação 15.15 produzirá o ganho desejado 
na faixa de passagem. 
O Exemplo 15.5 ilustra o projeto de um filtro passa-faixa em cascata. 


EXEMPLO 15.5 Projeto de um filtro ativo passa-faixa de banda larga. 


Projete um filtro passa-faixa para um equalizador gráfico com fator de amplificação igual a 2 dentro 
da faixa de frequências entre 100 e 10.000 Hz. Use capacitores de 0,2 uF. 

Solução 

Só podemos projetar cada subcircuito e obedecer aos valores especificados da frequência de corte se 
a Equação 15.11 for válida. Nesse caso, w , — 1000, e, portanto, podemos dizer que w, >> 0... 


Circuitos elétricos 


Começamos com o bloco passa-baixas. Pela Equação 15.12, 


1 
Vo — REC — 27(10.000), 
1 
RB o Sa 
[27(10.000)](0,2 X 10) 
= 80 0. 


Em seguida, passamos para o bloco passa-altas. Pela Equação 15.13, 


1 
04 = —>—— = 27(100), 
= 8,6, + 2m(100) 


R 
1 
Rae — 
[27(100)](0,2 X 109) 
= 7.958 0. 


Por fim, precisamos do bloco amplificador. Pela Equação 15.15, tendo-se o valor do ganho, o valor de um 
dos resistores pode ser determinado arbitrariamente. Vamos fazer R,= 1 kf). Então, pela Equação 15.15, 


R,=2(1.000), 
=2.000 0=2k0. 


O circuito resultante é mostrado na Figura 15.11. Deixamos que você verifique se o módulo da função 
de transferência desse circuito é reduzido em 1/2 em ambas as frequências de corte, comprovando 
a validade da hipótese o, >> q... 


Figura 15.11. Filtro ativo passa-faixa projetado no Exemplo 15.5. 
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Podemos usar o conceito de diagrama de blocos também para o projeto de filtros ativos 
rejeita-faixa, como ilustrado na Figura 15.12. Assim como o filtro passa-faixa, o filtro rejeita- 
-faixa consiste em três blocos distintos. Entretanto, há diferenças importantes: 


1. O filtro passa-baixas de ganho unitário tem uma frequência de corte w,.,, que é a menor 
das duas frequências de corte. 
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Figura 15.12 Construção do diagrama de Bode da amplitude para a função de 
transferência de um filtro rejeita-faixa. 
30 
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2. O filtro passa-altas de ganho unitário tem uma frequência de corte w , que é a maior das 
duas frequências de corte. 


3. O amplificador determina o ganho desejado na faixa de passagem. 


A diferença mais importante é que esses três blocos não podem ser organizados em cas- 
cata, pois não se combinam aditivamente no diagrama de Bode. Em vez disso, usamos uma 
ligação em paralelo e um amplificador somador, como mostrado no diagrama de blocos e no 
circuito da Figura 15.13. Novamente, admite-se que as duas frequências de corte sejam ampla- 
mente separadas, de modo que o projeto resultante seja um filtro rejeita-faixa de banda larga, 
e w,>> q, Então, cada bloco em paralelo poderá ser projetado independentemente e, ainda 
assim, as especificações de frequência de corte serão satisfeitas. A função de transferência do 
circuito resultante é a soma das funções de transferência dos filtros passa-baixas e passa-altas. 


Pela Figura 15.13(b), 
R =). po 
H(s) -( 3) Sos o | 
R, s + Va Ss SE Va 


= af sal E 02) + s(s E de) 
R; (s + was + wc) 


= E + 2was + 1a) 


R; (s + me)(s E W2) (15.16) 
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Figura 15.13. Filtro ativo rejeita-faixa em paralelo. (a) Diagrama de blocos. (b) Circuito. 
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Vi 


—» Filtro passa-altas 
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Usando o mesmo raciocínio utilizado para o filtro passa-faixa em cascata, as duas 
frequências de corte para a função de transferência da Equação 15.16 são w,, e w , somente 
se w,,>> 0,,. Então, as frequências de corte são dadas pelas equações 


1 
= 15.17 
VA RpCp 2 ( ) 
1 
DEE a: (15.18) 
Rala 


Nas duas faixas de passagem (quando s > 0 e s > º),o ganho da função de transferência 

é R f /R,. Portanto, 
RB 

= R 

Como no projeto do filtro passa-faixa em cascata, temos seis incógnitas e três equações. 
Normalmente, escolhemos valores de capacitores disponíveis no mercado para C, e C,. Então, 
as equações 15.17 e 15.18 permitem-nos calcular R, e R, para atender às frequências de corte 
especificadas. Por fim, escolhemos um valor para R, ou para R, e, então, usamos a Equação 
15.19 para calcular a outra resistência. 


K (15.19) 


Observe o módulo da função de transferência na Equação 15.16 na frequência central, 


Vo = VOO We: 


R 0)? + 20(jw,) + w 
|H(jo,)| - ( (05) va(jm,) VD ) 


R; (Gu)? + (we + vo)(jw) +F OU 


R; 


Rio, 
a Pt Za 
Ri; 0 


Sew,>>0w 


cl? 


Capítulo 15 e Filtros ativos 641 


200 


1 + [60 059) 


(15.20) 


então |H(jw )|<2R,/R, (pois w,,/0,,< 1) e, portanto, a amplitude na frequên- 
cia central é muito menor do que na faixa de passagem. Assim, o filtro rejeita-faixa consegue 
rejeitar frequências próximas da frequência central, confirmando mais uma vez nossa premissa 
de que a implementação em paralelo serve para projetos de filtros rejeita-faixa de banda larga. 


O Exemplo 15.6 ilustra o projeto de um filtro rejeita-faixa em paralelo. 


EXEMPLO 15.6 Projeto de um filtro ativo rejeita-faixa de banda larga. 


Projete um circuito baseado no filtro ativo da Figura 15.13(b). O diagrama de Bode para a resposta de 
amplitude desse filtro é mostrado na Figura 15.14. Use capacitores de 0,5 uF em seu projeto. 


Solução 

Pelo diagrama de Bode da amplitude na 
Figura 15.14, vemos que o filtro rejeita- 
-faixa tem frequências de corte de 100 
rad/s e 2.000 rad/s e um ganho de 3 nas 
faixas de passagem. Assim, w , = 200, e, 
portanto, adotamos a premissa de que w » 
>> w,,- Comece com o filtro protótipo pas- 
sa-baixas e use uma mudança de escala 
para atender às especificações para a fre- 
quência de corte e para o valor do capaci- 
tor. O fator de escala da frequência, kp» é 
100, o que desloca a frequência de corte 
de 1 rad/s para 100 rad/s. O fator de escala 
da amplitude, k,, é 20.000, o que permite a 
utilização de um capacitor de 0,5 uF Esses 
fatores de escala determinam os seguintes 
valores para os componentes: 


R,=20k0, 
C,-0,5 uE 


A frequência de corte resultante do filtro 
passa-baixas é 


Figura 15.14 Diagrama de Bode da amplitude para o circuito a ser projetado 
no Exemplo 15.6. 
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Usamos a mesma abordagem para projetar o filtro passa-altas, começando com o filtro protótipo pas- 
sa-altas ativo. Nesse caso, o fator de escala da frequência é kp= 2.000 e o fator de escala da amplitude 
é k,= 1.000, o que resulta nos seguintes valores para os componentes: 


R,=1k0, 
C,-05uF. 


Por fim, como as frequências de corte são amplamente separadas, podemos usar a razão R, /R, para 
estabelecer o ganho desejado na faixa de passagem de 3. Vamos escolher R,= 1 k(), porque já estamos 
usando essa resistência para R ,. Assim, R (=3 kQe K=R f /R, = 3.000/1.000 = 3. O circuito do filtro 
ativo rejeita-faixa resultante é mostrado na Figura 15.15. 

Agora, vamos verificar nossa hipótese de que w,., >> w,, calculando o ganho real nas frequências de 
corte especificadas. Fazemos isso com as substituições s = /27(100) e s = /27(2.000) na função de 
transferência para o filtro rejeita-faixa (Equação 15.16) e calculando a amplitude resultante. Deixa- 
mos para você verificar que a amplitude nas frequências de corte especificadas é 2,024, o que é menor 
do que a magnitude de 3/N2 =2,12 que esperávamos. Assim, nossa faixa de rejeição é um pouco mais 
larga do que a especificada no enunciado do problema. 


Figura 15.15 Circuito do filtro rejeita-faixa projetado no Exemplo 15.6. 
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NOTA: avalie sua compreensão a respeito deste material tentando resolver os problemas 15.30 e 15.31, apresentados no final deste capítulo. 


15.4 Filtros ativos de ordem superior 


Você deve ter percebido que todos os circuitos de filtros que estudamos até aqui, passi- 
vos e ativos, são não ideais. Lembre-se de que dissemos, no Capítulo 14, que um filtro ideal 
tem uma descontinuidade no ponto de corte, que divide acentuadamente a faixa de passagem 
e a faixa de rejeição. Embora não seja possível construir um circuito com uma resposta de 
frequência descontínua, podemos construir circuitos com uma transição mais abrupta, porém 
ainda contínua, na frequência de corte. 
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Filtros idênticos em cascata Figura 15.16 Diagrama de Bode da amplitude de uma cascata de filtros 
protótipos de primeira ordem idênticos. 

Como podemos obter uma transição 
mais acentuada entre a faixa de passagem id 
e a faixa de rejeição? Um método é o suge- 10 
rido pelos diagramas de Bode de amplitude 
na Figura 15.16. Essa figura mostra gráficos 0 
de amplitude de Bode para filtros passa-baixa =8 Primeira ordem 
protótipos idênticos e inclui gráficos de ape- =10 
nas um filtro ou dois, três e quatro em cascata. 
É óbvio que quanto mais filtros forem adicio- Es e 
nados à cascata, mais abrupta será a transição = af 
da faixa de passagem para a faixa de rejeição. E CER DR 
Segundo as regras para construir diagramas —40 
de Bode (Apêndice E), no caso de um único Detcera idem 
filtro, a transição ocorre com uma inclinação =50 
negativa de 20 decibéis por década (dB/dec). a Quarta ordem 
Visto que circuitos em cascata têm seus res- 
pectivos diagramas de Bode de amplitudes 70 
somados, uma cascata com dois filtros tem 
uma transição que ocorre com a inclinação —80 

0,1 0,5 1 5 10 


negativa de 20 + 20 = 40 dB/dec; para três fil- 
tros, a inclinação é de 60 dB/dec; e, para qua- 
tro filtros, 80 dB/dec, como apresentado na 
Figura 15.16. 

De modo geral, uma cascata de filtros passa-baixas idênticos de n elementos fará a tran- 
sição da faixa de passagem para a faixa de rejeição segundo uma inclinação negativa de 20n 
dB/dec. O diagrama de blocos e o circuito para tal cascata são mostrados na Figura 15.17 É 
fácil calcular a função de transferência para uma cascata de n filtros protótipos passa-baixas — 
basta multiplicar cada função de transferência: 


RE: ado a 
Elo : E: bd: +) (e (15.21) 


A ordem de um filtro é determinada pelo número de polos em sua função de transfe- 


rência. Pela Equação 15.21, vemos que uma cascata de filtros passa-baixas de primeira ordem 
resulta em um filtro de ordem superior. Na realidade, uma cascata de n filtros de primeira 
ordem produz um filtro de n-ésima ordem, com n polos em sua função de transferência e uma 
inclinação negativa final de 20n dB/dec na faixa de transição. 

Ainda há uma questão importante a resolver, como revela um exame atento da Figura 
15.16. Quando a ordem do filtro passa-baixas é aumentada pela adição de filtros protótipos 
passa-baixas à cascata, a frequência de corte também é alterada. Por exemplo, em uma cascata 
de dois filtros passa-baixas de primeira ordem, o módulo da função de transferência do filtro 
de segunda ordem em w, é —6 dB e, dessa forma, a frequência de corte do filtro de segunda 
ordem não é w,. Na verdade, a frequência de corte é menor do que q. 

Contanto que possamos calcular a frequência de corte dos filtros de ordem superior for- 
mados por cascata dos filtros de primeira ordem, podemos usar a mudança de escala de fre- 
quência para calcular valores de componentes que deslocam a frequência de corte para a 
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Figura 15.17 Cascata de filtros passa-baixas idênticos, de ganhos unitários. (a) Diagrama de blocos. (b) Circuito. 
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localização especificada. Se começarmos com uma cascata de n filtros protótipos passa-bai- 
xas, poderemos calcular a frequência de corte para o filtro passa-baixas resultante de n-ésima 
ordem. Fazemos isso explicitando o valor de w,, na equação |H(jw)| = 1/ ve: 


o (—I) 
H(s) - (s 4 19” 
gd as 1 a 
pad = +] Tv? 
1 1 


| 
& 
10) 

| 
Ha 


(09) 


(15.22) 


cn 


Para demonstrar a utilização da Equação 15.22, vamos calcular a frequência de corte de 
um filtro passa-baixas de quarta ordem de ganho unitário construído por meio de uma cascata 
de quatro filtros protótipos passa-baixas: 


ws=VN2-1=0,435 rad/s. (15.23) 


Assim, podemos projetar um filtro passa-baixas de quarta ordem com qualquer frequência 
de corte arbitrária começando com uma cascata de quarta ordem consistindo em filtros protó- 
tipos passa-baixas e, então, alterando a escala de frequência dos filtros componentes por meio 
de um fator k,= w,/0,435, para situar a frequência de corte em qualquer valor desejado de wo. 

Observe que podemos construir um filtro passa-baixas de ordem superior com um ganho 
diferente da unidade, adicionando um circuito amplificador inversor à cascata. O Exemplo 15.7 
ilustra o projeto de um filtro passa-baixas de quarta ordem com ganho diferente da unidade. 
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EXEMPLO 15.7 Projeto de um filtro amp op passa-baixas de quarta ordem. 


Projete um filtro passa-baixas de quarta ordem com uma frequência de corte de 500 Hz e um ganho na 
faixa de passagem de 10. Use capacitores de 1 uF. Faça o diagrama de Bode de amplitude para esse filtro. 


Solução 

Começamos nosso projeto com uma cascata de quatro filtros protótipos passa-baixas. Já usamos a 
Equação 15.23 para calcular a frequência de corte para o filtro passa-baixas de quarta ordem resul- 
tante como 0,435 rad/s. Um fator de escala de frequência de k, = 7.222,39 vai alterar os valores dos 
componentes a fim de obter uma frequência de corte de 500 Hz. Um fator de escala de amplitude de 
k, = 138,46 permite a utilização de capacitores de 1 yF. Desse modo, os valores dos componentes são 


R=138,460;C=1yF 


Por fim, adicionamos um estágio amplificador inversor com um ganho de R,/R,= 10. Como sempre, 
podemos selecionar arbitrariamente um dos dois valores de resistores. Como já estamos usando resis- 
tores de 138,46 1), fazemos R, — 138,46 O); então, 


R,=10R,= 1.384,6 O. 


O circuito para esse filtro passa-baixas de quarta ordem em cascata é mostrado na Figura 15.18. Ele 
tem a função de transferência 


722239 | 
da DE + es 


O diagrama de Bode do módulo dessa função de transferência é apresentado na Figura 15.19. 


Figura 15.18 Circuito em cascata para o filtro passa-baixas de quarta ordem do Exemplo 15.7. 
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Figura 15.19 Diagrama de Bode do módulo da função de transferência do 
filtro passa-baixas de quarta ordem do Exemplo 15.7. 
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Conectando filtros passa-baixas idênticos em cascata, podemos aumentar a inclinação da 
curva de amplitude na transição e controlar a localização da frequência de corte, mas nossa 
abordagem tem uma séria deficiência: o ganho do filtro não é constante entre zero e a frequência 
de corte w . Lembre-se de que, em um filtro passa-baixas ideal, o ganho na faixa de passagem é 1 
para todas as frequências abaixo da frequência de corte. No entanto, na Figura 15.16, vemos que 
o ganho é menor do que 1 (0 dB) para frequências muito menores do que a frequência de corte. 

Entendemos melhor esse comportamento não ideal na faixa de passagem examinando o 
módulo da função de transferência para uma cascata de filtros passa-baixas de n-ésima ordem 
com ganho unitário. Visto que 


o módulo é dado por 


[H(jo)| = (15.24) 


Como podemos ver pela Equação 15.24, quando w <w , seu denominador é aproximada- 
mente 1, assim como o módulo da função de transferência . Contudo, quando w —> wo deno- 
minador torna-se maior do que 1 e, portanto, o módulo torna-se menor do que 1. Como a cascata 
de filtros passa-baixas resulta em um comportamento não ideal na faixa de passagem, são ado- 
tadas outras abordagens no projeto de filtros de ordem superior. Uma delas é estudada a seguir. 
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Filtros Butterworth 


Um filtro Butterworth passa-baixas de ganho unitário tem uma função de transferência 
cujo módulo é dado por 


1 


H(j0)| =>, 
HH (jo) TE OE 


em que n é um inteiro que denota a ordem do filtro.! 


(15.25) 


Ao estudar a Equação 15.25, observe o seguinte: 


1. A freguência de corte é w rad/s para todos os valores de n. 
2. Sen for suficientemente grande, o denominador estará sempre próximo da unidade 
quando w <q. 


3. Na expressão para |H(jw)|, o expoente de w/w, é sempre par. 


Essa última observação é importante porque um expoente par é necessário para que o 
circuito seja fisicamente realizável (veja o Problema 15.26 no final deste capítulo). 

Dada uma equação para o módulo da função de transferência, como determinamos 
H(s)? A determinação de H(s) é bastante simplificada com a utilização de um filtro protótipo. 
Portanto, fazemos w igual a 1 rad/s na Equação 15.25. Como antes, usaremos uma mudança 
de escala para transformar o filtro protótipo em um filtro que atenda às especificações de 
filtragem. 

Para determinar H(s), primeiro observe que, se N for uma quantidade complexa, então 
IN? = NN*, em que N* é o conjugado de N. Decorre que 


H(Gjo)P = H(jo)H(jo). (15.26) 


Entretanto, como s = jw, podemos escrever 


H(jo)P = H)H(S). (15.27) 
Agora, observe que s? = —w?. Assim, 
1 
Ho) =-——s 
ngop= +, 
o 1 
1+ (o! 
= 1 
1+ (sf 
= 1 
Lt 
ou 
H(s)H(=s) : (15.28) 
s s) = : : 
Rad O aí 


1 Esse filtro foi desenvolvido pelo engenheiro britânico S. Butterworth e apresentado na Wireless Engi- 


neering 7, 1930, p. 536-541. 
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O procedimento para determinar H(s), para um dado valor de n, é o seguinte: 
1. Determine as raízes do polinômio 


LHE =0, 


2. Atribua as raízes localizadas no semiplano esquerdo a H(s) e as raízes localizadas no 
semiplano direito a H(—s). 


3. Combine termos no denominador de H(s) para formar fatores de primeira e segunda ordens. 


O Exemplo 15.8 ilustra esse processo. 


EXEMPLO 15.8 Cálculo das funções de transferência de Butterworth. 
Determine as funções de transferência de Butterworth paran=2en=3. 


Solução 


Para n =2, determinamos as raízes do polinômio 


1+(1Ps=0. 
Rearranjando os termos, determinamos 
st= 1 =1/180º. 


Assim, as quatro raízes são 


s=1/245º =1/V2 +j/v2, 
s,=1/135º = —1/v2 +j/v2, 
s3=1/225º = —1/V2 —j/v2, 
ss=1/315" =1/V2 —j/v2. 


As raízes s, e s, estão no semiplano esquerdo. Assim, 


1 
H(s) = 
(9) is + 1/2 =j/v2)ls + 1/V2 + j/Vva) 
o 1 
(s2 + V2s + 1). 
Para n = 3, determinamos as raízes do polinômio 
1+(-1)sº=0. 


Rearranjando os termos, 
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Portanto, as seis raízes são 
s1=1/0" =1, 
so =1/60º = 1/2 +;V3/2, 
ss = 1/120º = —1/2 + jv3/2, 
s4=1/180º = —1 +70, 
85 = 1/240º = 1/2=jV3/2, 
se = 1/300º = 1/2— jV3/2. 


As raízes s,,8, € s; estão no semiplano esquerdo. Assim, 


o 1 
“CADE+I/2-IV3/s + 1/2 +V3/2) 


o 1 
CHIC AS+D. 


H(s) 


Observamos, de passagem, que as raízes do polinômio de Butterworth estão sempre igualmente espa- 
çadas ao redor do círculo unitário no plano s. Para auxiliar no projeto de filtros Butterworth, a Tabela 
15.1 apresenta uma lista de polinômios de Butterworth até n =8. 


Tabela 15.1 Polinômios de Butterworth normalizados (de modo que «, = 1 rad/s) até a oitava ordem. 


Polinômio de Butterworth de n-ésima ordem 
(s + 1) 
(s2 + V2s + 1) 
(s+D(sS2 +s +1) 


(s + 1)(s? + 0,618s + 1)(s? + 1,6185 + 1) 
(s2 + 0,5185 + D)(s? + 2 + 1)(s2 + 1,9325 + 1) 
(s + D(s2 + 0,445 + D(s2 + 1,2475 + D)(s? + 1,802 + 1) 
(s2 + 0,390 + 1)(s2 + 1,111s + 1)(s2 + 1,6663s + 1)(s? + 1,962 + 1) 


n 
il 
2 
3 
4 (s2 + 0,765s + 1)(s? + 1,848s + 1) 
5 
6 
j 
8 


Circuitos de filtros Butterworth 


Agora que sabemos como especificar a função de transferência para um filtro Butterworth 
(seja diretamente, pelo cálculo dos polos da função de transferência, seja usando a Tabela 
15.1), passamos ao projeto de um circuito com tal função de transferência. Observe a forma 
dos polinômios de Butterworth na Tabela 15.1. Eles são o produto de fatores de primeira e 
segunda ordens; por conseguinte, podemos construir um circuito cuja função de transferência 
tenha um polinômio de Butterworth em seu denominador, organizando circuitos em cascata, 
sendo que cada um deles fornece um dos fatores necessários. Um diagrama de blocos de tal 
cascata é mostrado na Figura 15.20, usando um polinômio de Butterworth de quinta ordem 
como exemplo. 
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Figura 15.20 Cascata de circuitos de primeira e segunda ordens com as funções de 
transferência indicadas, que resultam em um filtro Butterworth passa-baixas de 
quinta ordem com q, = 1 rad/s. 
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Como todos os polinômios de Butterworth de ordem ímpar incluem o fator (s + 1), todos 
os circuitos de filtros Butterworth de ordem ímpar devem ter um subcircuito que tenha a fun- 
ção de transferência H(s) = 1/(s + 1). Essa é a função de transferência do filtro protótipo passa- 
-baixas ativo da Figura 15.1. Portanto, o que resta é determinar um circuito que forneça uma 
função de transferência da forma H(s) = 1/(s2+ bjs + 1). 

Tal circuito é mostrado na Figura 15.21. A análise desse circuito começa escrevendo-se as 
equações nodais no domínio da frequência no terminal não inversor do amp op e para o nó V: 


at + (Vo — V)sC, + = =0, (15.29) 
YsC, + = = 0. (15.30) 
Simplificando as equações 15.29 e 15.30, obtemos 
(2 + RCsS)V — (1 + RCS)V, = V, (15.31) 
—V +(1L+RCs)Y =0. (15.32) 


Aplicando a regra de Cramer às equações 15.31 e 15.32, determinamos V : 


2+RCjs V, 
“4 0 


2+RC;s —1+RC1S) 
| 1+RCss 


V; 
— RCC? + IRC +17 


(15.33) 


Então, rearranjamos os termos da Equação 15.33 para obter a função de transferência 
para o circuito na Figura 15.21: 


1 
V, RêC,C 
. . no H(s) =" = ES (15.34) 
Figura 15.21 Circuito que gera a função de transferência de V, 2 2 1 
segunda ordem dos filtros Butterworth. E RE RCC, 
L + Por fim, fazemos R = 1 O na Equação 15.34; então 
1 
SC 
E l N E 
AMY AM e + 
Va H(s) = A 2 TR (15.35) 
O dr o 2.3 
sG | o C, CC, 
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Observe que a Equação 15.35 tem a forma requerida para o circuito de segunda ordem na 
cascata de Butterworth. Em outras palavras, para obter uma função de transferência da forma 


l 
H(s) = 5, 
(5) s2+bs+1 


usamos o circuito na Figura 15.21 e escolhemos valores de capacitores de modo que 


2, 1 1 
pe O A e Er á 
C, CGC, 


by (15.36) 

Desse modo, delineamos o procedimento para projetar um filtro Butterworth passa-bai- 
xas de n-ésima ordem com uma frequência de corte, w,., de 1 rad/s e um ganho unitário na faixa 
de passagem. Podemos usar uma mudança de escala de frequência para calcular novos valores 
para os capacitores que resultem em qualquer outra frequência de corte, e uma mudança de 
escala de amplitude para obter valores mais realistas de componentes em nosso projeto. Pode- 
mos conectar em cascata um circuito amplificador inversor para obter um ganho na faixa de 
passagem diferente de 1. 

O Exemplo 15.9 ilustra esse processo. 


EXEMPLO 15.9 Projeto de um filtro Butterworth passa-baixas de quarta ordem. 


Projete um filtro Butterworth passa-baixas de quarta ordem com uma frequência de corte de 500 Hz 
e um ganho na faixa de passagem de 10. Use o maior número possível de resistores de 1 kO. Compare 
o diagrama de Bode da amplitude para esse filtro Butterworth com o da cascata de filtros idênticos 
do Exemplo 15.7 


Solução 
Pela Tabela 15.1, determinamos que o polinômio de Butterworth de quarta ordem é 


(s2 + 0,765s + 1)(s2 + 1,848s + 1). 


Por isso, precisaremos de uma cascata de dois filtros de segunda ordem para obter a função de trans- 
ferência de quarta ordem, além de um circuito amplificador inversor para um ganho na faixa de pas- 
sagem de 10. O circuito é mostrado na Figura 15.22. 


O primeiro estágio da cascata implementa a função de transferência para o polinômio (s2 + 0,765s +1). 
Pela Equação 15.36, 


C/=2,61 E 


C,=0,38 E. 


Figura 15.22 Filtro Butterworth de quarta ordem com ganho não unitário. 


L | L. | 
C C; KR 
O e E . 


Circuitos elétricos 


O segundo estágio da cascata implementa a função de transferência para o polinômio (s2 + 1,848s +1). 
Pela Equação 15.36, 


C,=108E 
C,=0,924 FE. 


Os valores precedentes para €,, C,, C, e C, dão um filtro Butterworth de quarta ordem com uma fre- 
quência de corte de 1 rad/s. Um fator de escala de frequência de k,=3.141,6 deslocará a frequência de 
corte para 500 Hz. Um fator de escala de amplitude de k, = 1.000 permitirá a utilização de resistores 
de 1 k9 no lugar de resistores de 1 O. Os valores resultantes dos componentes são 


R=1k0, 
C,=831nF, 
C, = 121 nF, 
C,=344 nF, 
C,= 294 nF. 
Figura 15.23 Comparação das respostas de amplitude de um filtro passa- Por fim, precisamos especificar os valo- 


-baixas de quarta ordem construído a partir de uma cascata de res dos resistores do estágio amplificador 
filtros idênticos e de um filtro Butterworth. inversor para dar um ganho na faixa de 


30 passagem de 10. Seja R|, = 1 k9; então, 


Rp= 10R, = 10k0. 


au E A Figura 15.23 compara as respostas de 


amplitude da cascata de filtros de quarta 
ordem idênticos do Exemplo 15.7 e do 


Cascata filtro Butterworth que acabamos de pro- 
de filtros 


idênticos 


10 


jetar. Observe que ambos os filtros dão 
um ganho na faixa de passagem de 10 
(20 dB) e uma frequência de corte de 
Butterworth 500 Hz, mas o filtro Butterworth está 
10 mais próximo de um filtro passa-bai- 
xas ideal em razão de sua resposta mais 
plana na faixa de passagem e do decai- 
-20 mento do ganho mais acentuado após a 
frequência de corte. Assim, o filtro But- 
terworth é melhor que uma cascata de 


30 filtros idênticos. 
10 50 100 500 1.000 5.000 10.000 


f Hz) 


HG dB 


A ordem de um filtro Butterworth 


A esta altura já ter ficado evidente que, quanto mais alta a ordem do filtro Butterworth, 
mais a resposta de amplitude aproxima-se da de um filtro passa-baixas ideal. Em outras 
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palavras, à medida que n cresce, a amplitude permanece próxima da unidade na faixa de pas- 
sagem, a faixa de transição estreita-se e a amplitude permanece próxima de zero na faixa de 
rejeição. Ao mesmo tempo, à medida que a ordem cresce, o número de componentes do cir- 
cuito cresce. Então, decorre que um problema fundamental no projeto de um filtro é determi- 
nar o menor valor de n que atenderá às especificações de filtragem. 


No projeto de um filtro passa-baixas, as especificações 


de filtragem costumam ser dadas em termos da largura da Figura 15.24 Definição da faixa de transição para um filtro 


faixa de transição, como mostra a Figura 15.24. Uma vez passa-haixas. 


identificadas A po Op» Açe w, a ordem do filtro Butterworth [H(jw)| dB 


pode ser determinada. o E 
Para o filtro Butterworth, E E) Faixa de transição Faixa de 
ER sas 
Sê ) 5) rejeição 
1 Ea p E 
A, =20l0gg->- A. A logiou 
á VI + ap º | 
| 
= 10 logio(1 + w5"), (15.37) | 
dk 
A, = 20 log : 
= 107/55» 
; VI + q” 
= —10 logy(1 + w). (15.38) 
Decorre, da definição de logaritmo, que 
1004 =1 + or, (15.39) 
10 HA. =1 + w7. (15.40) 


Agora, determinamos wj e wf e, então, calculamos a razão (w /w e Obtemos 


(= ) = = E (15.41) 
Up 104 — 1º Op 
em que os símbolos o, e o, foram introduzidos por conveniência. 
Pela Equação 15.41, podemos escrever 

nlog(w/o,) =log(o Jo), 

ou 
logio(os/0p) 
= Dr (15.42) 


n=2D———. 

logio(ws/0w,) 

Podemos simplificar a Equação 15.42, se w, for a frequência de corte porque, então, 4 , 
será igual a —20l0g, V2,e o, = 1. Daí, 

ne logio os 

logio(ws/wp) 

Ainda é possível mais uma simplificação. Estamos usando um filtro Butterworth para 

obter uma faixa de transição acentuada. Assim, a especificação de filtragem fará com que 

1004 >> 1, Assim, 


(15.43) 


a, 2 10084 (15.44) 
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Circuitos elétricos 


logos; = —0,054,. (15.45) 
Portanto, uma boa aproximação para o cálculo de n é 


—0,054 
pri (15.46) 
logio(ws/wp) 


Como w,/w, = f/f,, podemos trabalhar no cálculo de n tanto com radianos por segundo 
quanto com hertz. 


A ordem do filtro deve ser um mínimo inteiro; daí, usando a Equação 15.42 ou a Equação 
15.46, devemos selecionar o valor inteiro mais próximo e maior do que o resultado dado pela 
equação. Os exemplos a seguir ilustram a utilidade das equações 15.42 e 15.46. 


EXEMPLO 15.10 Determinação da ordem de um filtro Butterworth. 
a) Determine a ordem de um filtro Butterworth que tem uma frequência de corte de 1.000 Hz e um 
ganho de não mais do que —50 dB em 6.000 Hz. 
b) Qual é o ganho real, em dB, em 6.000 Hz? 
Solução 


a) Visto que a frequência de corte é dada, sabemos que o p = 1. Além disso, observamos pela especi- 
ficação que 109!(50) é bem maior do que 1. Daí, podemos usar com convicção a Equação 15.46: 
(—0,05)(—50) 


- =321. 
" = Togw(6.000/1.000) — * 


Dessa forma, precisamos de um filtro Butterworth de quarta ordem. 


b) Podemos usar a Equação 15.25 para calcular o ganho real em 6.000 Hz. O ganho em decibéis será 


1 
K =201 ——— | = 6225 dB. 
oral Er: +) 


EXEMPLO 15.11 Abordagem alternativa para a determinação da ordem de um filtro Butterworth. 


a) Determine a ordem de um filtro Butterworth cuja amplitude seja 10 dB menor do que a amplitude 
na faixa de passagem em 500 Hz e no mínimo 60 dB menor do que a amplitude na faixa de passa- 
gem em 5.000 Hz. 


b) Determine a frequência de corte do filtro (em hertz). 


c) Qual é o ganho real do filtro (em decibéis) em 5.000 Hz? 
Solução 
a) Visto que a frequência de corte não é dada, usamos a Equação 15.42 para determinar a ordem do filtro: 


o, = VIGO q =3, 
o, = V10 ICS) — 1 x 1.000, 
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vw, =fslfp = 5.000/500 = 10, 


— Jogro(1.000/3) 
logro(10) 


= 2,52. 


Portanto, precisamos de um filtro Butterworth de terceira ordem para atender às especificações. 


b) Sabendo que o ganho em 500 Hz é —10 dB, podemos determinar a frequência de corte. Pela Equa- 
ção 15.25, podemos escrever 


—10 log [1 + (w/0,.)9] =—10, 


em que w = 1.0007rad/s. Assim, 


1+ (w/w )* = 10, 


= 2.178,26 rad/s. 


Disso decorre que 


f,= 346,68 Hz. 


c) O ganho real do filtro em 5.000 Hz é 


K=10 log,0[1 + (5.000/346,68)*] = —69,54 dB. 


Filtros Butterworth passa-altas, passa-faixa e rejeita-faixa 


Um filtro Butterworth passa-altas de n-ésima ordem tem uma função de transferência 
com o polinômio de Butterworth de n-ésima ordem no denominador, exatamente como o fil- 
tro Butterworth passa-baixas de n-ésima ordem. No entanto, no filtro passa-altas, o numerador 
da função de transferência é s”, ao passo que, no filtro passa-baixas, o numerador é 1. Usamos, 
novamente, um circuito em cascata no projeto do filtro Butterworth passa-altas. O fator de pri- 
meira ordem é obtido incluindo-se na cascata um filtro protótipo passa-altas (Figura 15.4, com 
R=R=10€eC=1F). 

Para obter os fatores de segunda ordem do polinômio de Butterworth, precisamos de um 
circuito com uma função de transferência da forma 


H(s) 


s 


2 SP+bs+1 


Tal circuito é mostrado na Figura 15.25. 


Esse circuito tem a função de transferência 


Hit) == ; (15.47) 
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Circuitos elétricos 


Fazendo C=1 F, obtemos 


s2 


+ Ea + Es 
Ro Riiko 


H(s) = (15.48) 


Assim, podemos obter qualquer fator de segunda ordem em um polinômio de But- 
terworth da forma (s2? + b,s + 1), incluindo na cascata o circuito de segunda ordem da Figura 
15.25, com valores de resistores que satisfaçam a Equação 15.49: 


bj = = e 1= o (15.49) 
Figura 15.25 Circuito de um filtro Butterworth passa-altas Neste ponto, fazemos uma pausa para algumas obser- 
de segunda ordem. vações relativas às figuras 15.21 e 15.25 e às funções de 
ú transferência protótipo 1/(s? + bs +1) e s“/(s2+ b,s + 1). 
Essas observações são importantes porque, de modo geral, 
c di c são verdadeiras. Em primeiro lugar, o circuito passa-altas 
|( I( ê há da Figura 15.25 foi obtido do circuito passa-baixas na 
Figura 15.21, intercambiando-se resistores e capacitores. 
v; (O SR, Vo Em segundo lugar, a função de transferência de um filtro 
= protótipo passa-altas pode ser obtida de um filtro passa- 
v v v 


“baixas, substituindo-se s, na expressão do passa-baixas, 
por 1/s (veja o Problema 15.46, apresentado no final do 
capítulo). 

Podemos usar uma mudança de escala de frequência e amplitude para projetar um fil- 
tro Butterworth passa-altas com valores reais de componentes e uma frequência de corte 
diferente de 1 rad/s. Adicionar um amplificador inversor à cascata possibilitará projetos com 
ganhos na faixa de passagem diferentes da unidade. Os problemas no final do capítulo incluem 
vários projetos de filtros Butterworth passa-altas. 

Agora que podemos projetar filtros Butterworth passa-baixas e passa-altas de n-ésima 
ordem com frequências de corte e ganhos arbitrários na faixa de passagem, podemos combiná- 
-los em cascata (como fizemos na Seção 15.3) para produzir filtros Butterworth passa-faixa de 
n-ésima ordem. Podemos combinar esses filtros em paralelo conectando suas saídas na entrada 
de um amplificador somador (mais uma vez, como fizemos na Seção 15.3) para produzir filtros 
Butterworth rejeita-faixa de n-ésima ordem. Os problemas deste capítulo também incluem 
projetos de filtros Butterworth passa-faixa e rejeita-faixa. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Entender como usar filtros Butterworth de primeira e segunda ordens em cascata. 


15.4 Determine valores de R, e R, para o circuito na Figura 15.25, de modo que ele se comporte como um 
filtro protótipo Butterworth passa-altas de segunda ordem. 
Resposta: R, = 0,707 0, R, = 1,41 0. 


NOTA: tente resolver também os problemas 15.34, 15.36 e 15.40, apresentados no final deste capítulo. 
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15.5 Filtros ativos passa-faixa e rejeita-faixa de banda estreita 


Os projetos de circuitos em cascata e em paralelo para sintetizar filtros passa-faixa e 
rejeita-faixa, a partir de filtros passa-baixas e passa-altas mais simples, têm uma restrição: são 
obtidos somente filtros de banda larga, ou de baixo O. (O, é claro, representa fator de quali- 
dade.) Essa limitação deve-se principalmente ao fato de que as funções de transferência para 
filtros passa-faixa em cascata e para filtros rejeita-faixa em paralelo têm polos reais discretos. 
As técnicas de síntese funcionam melhor para frequências de corte amplamente espaçadas e, 
por conseguinte, para fatores de qualidade mais baixos. No entanto, o maior fator de qualidade 
que podemos obter com polos reais discretos surge quando as frequências de corte e, portanto, 
as localizações dos polos são as mesmas. Considere a função de transferência que resulta disso: 


"69 = (e) 


SW, 
s? + 20,8 + w2 
= ERR (15.50) 
A Equação 15.50 está na forma padrão da função de transferência de um filtro passa- 
-faixa; por isso, podemos determinar diretamente a largura da faixa e a frequência central: 


v=20, (15.51) 
v?=w2. (15.52) 


Pelas equações 15.51 e 15.52 e pela definição de OQ, vemos que 


Vo [op 1 
= = =—. 15.53 
Q BM? (15.53) 


Assim, com polos discretos reais, o filtro passa-faixa : . 
ci ; ; : Figura 15.26 Filtro ativo passa-faixa com alto Q. 
(ou o filtro rejeita-faixa) da mais alta qualidade que pode- 

mos obter tem O = 1/2. 


Para construir filtros ativos com altos valores de fator 


de qualidade, precisamos de um circuito ativo que possa 
produzir uma função de transferência com polos comple- 
xos conjugados. A Figura 15.26 representa um desses circui- 
tos para analisarmos. Na entrada inversora do amplificador 
operacional, somamos as correntes para obter 
Vo 
1/5C  R3' 


Explicitando V,, 
= 
sR3C' 
No nó a, somamos as correntes para obter 
Les DR Va 
Ro 1/5C “1/8C' R$ 


Vi= 


(15.54) 


Circuitos elétricos 


Explicitando V,, 
V=U+2R,C+R/RD)V,-SRCV, (15.55) 


Substituindo a Equação 15.54 na Equação 15.55 e, então, rearranjando os termos, obte- 
mos uma expressão para a função de transferência V./V;: 


Ss: 


R 
Ros Je (15.56) 
E NE 
s N) 
R5€ RegR3C? 
em que 
Rik, 
Rea = RiR; = >. 
eq 1 2 R; +R, 


Visto que a Equação 15.56 está na forma padrão da função de transferência para um filtro 
passa-faixa, isto é, 
—KBs 


H(s) =5—————, 
(s) s2 + Bs + q? 


podemos igualar termos e determinar os valores dos resistores, que determinarão uma frequên- 
cia central (w ), um fator de qualidade (O) e um ganho na faixa de passagem (K) especificados: 


2 


=. 15.57 
B RO ( ) 
Kg=-t. (15.58) 
B RC E 
a 1 
Do = ; (15.59) 
RegR3C? 


Neste ponto, é conveniente definir um circuito protótipo do circuito na Figura 15.25 como 
um circuito no qual w =1 rad/se C=1 F. Então, as expressões para R,, R, e R, podem ser 
dadas em termos do fator de qualidade e do ganho na faixa de passagem desejados. Deixamos 
que você mostre (no Problema 15.48, apresentado no final do capítulo) que, para o circuito 
protótipo, as expressões para R,, R,e R, são 


R,=OIK, 
R=0O100*-K), 
R,=20. 


Uma mudança de escala é usada para especificar os valores práticos para os componentes 
do circuito. Esse processo é ilustrado no Exemplo 15.12. 


EXEMPLO 15.12 Projeto de um filtro passa-faixa de alto Q. 


Projete um filtro passa-faixa, usando o circuito na Figura 15.26, que tenha uma frequência central de 
3.000 Hz, um fator de qualidade de 10 e um ganho na faixa de passagem de 2. Use capacitores de 0,01 
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uF em seu projeto. Calcule a função de Figura 15.27 Filtro passa-faixa de alto Q projetado no 
transferência de seu circuito e construa Exemplo 15.12. 

o diagrama de Bode de sua amplitude. e 

Solução >= 0,01 uF $ 106,1 k0 


Visto que O=10e K=2,os valores para AM | ( é 
R, R,e R,do circuito protótipo são 26,5k0 | 9,01 yF 


R,=102=5, vi (O) $ 268 O E 


R, = 10/(200 — 2) = 10/198, 


v Y v v 


Ra 2(10) = 20. Figura 15.28 Diagrama de Bode da amplitude para o filtro passa-faixa de alto 
. Q projetado no Exemplo 15.12. 
Os fatores de escala são k, = 6.0007 e 
k,= 108/k Após mudança de escala, o 
416 dB (ganho de 2) 

R,=26,5k0, 5 

R, = 268,0 0), 0 

R,= 106,1 k0Q. 5 
O circuito é mostrado na Figura 15.27 10 

aa 
Substituindo os valores de resistência e o 
capacitância na Equação 15.56,obtemosa. 15 
função de transferência para esse circuito: E 20 
—3.770s 
H(s) = 
(0) = 24 1.885,05 + 355 X 10º Ri 

É fácil ver que essa função de trans- 30 
ferência está de acordo com a especi- ja 
ficação do filtro passa-faixa definido 
no exemplo. O diagrama de Bode de —40 
sua amplitude é apresentado na Figura 100 500 1.000 5.000 10.000 50.000 100.000 
15.28. f(Hz) 


A implementação em paralelo de um filtro rejeita-faixa que combina os filtros passa- 
-baixas e passa-altas com um amplificador somador tem a mesma restrição de baixo O de um 
filtro passa-faixa em cascata. O circuito na Figura 15.29 é um filtro ativo rejeita-faixa de alto O 
conhecido como um filtro supressor de faixa duplo-T por causa dos circuitos em T ligados aos 
nós denominados a e b. 

Começamos a análise desse circuito somando as correntes que saem do nó a: 


UVa—oV) 


0 
R 


(Va — V)sC + (Va — Vo)sC + 


ou 


V. [25CR + 2] — V, [SCR + 20] = sCRV,. (15.60) 


Circuitos elétricos 
Figura 15.29 Filtro ativo rejeita-faixa de alto Q. 


a a 
sC á sC 
| | : 
o 
A do $(1-o)R 
(O) R 1 1 
z 2s€ 
v 
+ 
É EL 
is oV, SOR 
v 


Somando as correntes que saem do nó b, obtemos: 
4h h—Vv 
E aa E. º +(W— oV;)2sC =0 


VL+20RCs]=V. (15.61) 


ou 
V,2+2RCs] 
Somando as correntes que saem da entrada não inversora do amplificador operacional 


superior, obtemos 
4 —K 
(Vo -VUsC+ 2 =0 
R 
ou 
SRCV,— V, FORO + DV,=0. (15.62) 
Usando a regra de Cramer nas equações 15.60-15.62, temos 
MRCs + 1) 0 sCRV,; 
0 MRCs + 1) V; 
v - —RCs —- 0 
º  IMRCs +1) 0 —(RCs + 20) 
0 MURO +1) —QoRCs + 1) 
—RCs —- RCs +1 
(15.63) 


o (RêC2s? + 1)V; 
RêC?s? + 4RC(1 — 0)s + 1º 


Rearranjando os termos da Equação 15.63, podemos obter a função de transferência: 


2 1 
Sm RC 
(15.64) 


O = 


E Rd RE ESES 
sé + ST RO 
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que está na forma padrão de um filtro rejeita-faixa: 


s? + wj 


H(s)== =. 15.65 
(5) s2 + Bs + wj 
Igualando as equações 15.64 e 15.65, obtemos 

feud 5.66 
“o Rê Ra 

41 — o) 
15.67 
p=" (15.67) 


Nesse circuito, temos três parâmetros (R, Ce o) e duas restrições de projeto (w, e B). 
Assim, um parâmetro é escolhido de modo arbitrário; normalmente é o valor do capacitor, 
pois esse valor costuma oferecer a menor quantidade de opções disponíveis no mercado. Uma 
vez escolhido C, 


R= (15.68) 


c=1 =1 (15.69) 


O Exemplo 15.13 ilustra o projeto de um filtro ativo rejeita-faixa de alto O. 


EXEMPLO 15.13 Projeto de um filtro rejeita-faixa de alto Q. 


Projete um filtro ativo rejeita-faixa de alto O (baseado no circuito da Figura 15.29) com frequência 
central de 5.000 rad/s e largura de faixa de 1.000 rad/s. Use capacitores de 1 uF em seu projeto. 


Solução 
No filtro protótipo rejeita-faixa, 
w,=1 rad/s, R=1 Qe C=1 F. Como 


] . Figura 15.30 Filtro ativo rejeita-faixa de alto Q projetado no Exemplo 15.13. 
acabamos de discutir, dados w,eQO,C 


pode ser escolhido arbitrariamente e 14F 1uF 

Reo podem ser determinados pelas [—— | 

equações 15.68 e 15.69. Pelas especi- vo 
ficações, O = 5. Usando as equações 200 O 200 O $10 0) 


15.68 e 15.69, vemos que 


V; 
R=200 0, O 


o =0,95. v 
Assim, precisamos de resistores de E + 


200 O (R), 100 O (R/2), 190 O (o R) To ou, $190 o) 
e 10 O [(1 — 0)R]. O projeto final é E 
apresentado na Figura 15.30, e o dia- a 


grama de Bode da amplitude é mos- 
trado na Figura 15.31. 


Circuitos elétricos 


Figura 15.31 Diagrama de Bode da amplitude para o filtro ativo rejeita-faixa 
projetado no Exemplo 15.13. 
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PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Saber usar as equações de projeto para calcular os valores dos componentes para filtros protótipos de faixa 
estreita, passa-faixa e rejeita-faixa. 


15.5 Projete um filtro ativo passa-faixa com O =8, K=5 e o, = 1.000 rad/s. Use capacitores de 1 uF e espe- 


cifique os valores de todos os resistores. 


Resposta: R, = 1,6 kO, R, = 65,04 O, R, = 16 kO. 


15.6 Projete um filtro ativo rejeita-faixa de ganho unitário com w, = 1.000 rad/s e O = 4. Use capacitores de 
2 gF e especifique os valores de Re o. 


Resposta: R = 500 Q, o = 0,9375. 


NOTA: tente resolver o Problema 15.60, apresentado no final do capítulo. 


Perspectiva prática 
Controle de volume de graves 


Agora estudaremos um circuito ativo que pode ser usado para controlar a amplificação de um sinal de áudio na faixa dos 
graves. A faixa de áudio consiste em sinais com frequências de 20 Hz a 20 kHz. A faixa de graves inclui frequências até 300 Hz. 
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O circuito de controle de volume e sua resposta de frequência são mostrados na Figura 15.32. A curva de resposta particular, 
da família de curvas de resposta, é selecionada ajustando-se o potenciômetro da Figura 15.32(a). 

Ao estudar as curvas de resposta de frequência da Figura 15.32(b) observe o seguinte. Em primeiro lugar, o ganho 
em dB pode ser positivo ou negativo. Se for positivo, um sinal na faixa dos graves é amplificado ou reforçado. Se for 
negativo, o sinal é atenuado ou eliminado. Em segundo lugar, é possível selecionar uma resposta característica com 
ganho unitário (zero dB) para todas as frequências na faixa dos graves. Como veremos, se o potenciômetro for ajustado 
em seu ponto médio, o circuito não terá nenhum efeito sobre os sinais na faixa dos graves. Por fim, à medida que a 
frequência aumenta, todas as respostas características aproximam-se de zero dB ou ganho unitário. Daí, o circuito de 
controle de volume não terá efeito algum sobre os sinais na extremidade superior do espectro, ou faixa de agudos, das 
frequências de áudio. 

A primeira etapa na análise da resposta de frequência do circuito na Figura 15.32(a) é calcular a função de transferência 
V/V.. Para facilitar esse cálculo, o circuito equivalente no domínio da frequência é dado na Figura 15.33. As tensões de nó V, 
e W, foram identificadas no circuito para auxiliar a análise. A posição do potenciômetro é determinada pelo valor numérico de 
ay, como observado na Figura 15.33. 

Para determinar a função de transferência, escrevemos as três equações de tensões de nó que descrevem o circuito e, 
então, determinamos a razão W,/V.. As equações de tensões de nó são 


Va WMV 


de nal QVA ae = de 
Vo Em 
O ls ch =0 
E (Vo — Vos Cy Rj 
Vi Y 


+ = 
(au EE o)R, aRs 


Dessas três equações pode-se determinar V, em função de V, e, daí, a função de transferência H(s): 


V, = (Ra 5 aR, SF RiR5Cis5) 


H(s) = 2 = 
O TREE ERROS 


Figura 15.32 (a) Circuito de controle de volume de graves; (b) resposta de frequência do circuito de controle de volume 
de graves. 
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Figura 15.33 Circuito no domínio da frequência para o Disso decorre diretamente que 
controle de volume de graves. Observe que 


a determina o ajuste do potenciômetro, —L(Rj + aR, + joR,RoC1) 


H(jw) = ; 
portanto O = a = 1. (jo) [Rj + (1 — o)R, + joRGR5C|] 
1/s€ 
| ( i Agora, vamos verificar se essa função de transferência vai gerar 
n | = | 7 a família de curvas de resposta de frequência representada na Figura 
ASA , CR 15.32(b). Em primeiro lugar, observe que, quando «a = 0,5, 0 módulo 


de H(jw) é unitário para todas as frequências, isto é, 


IR; ar 0,5R5 ar jJoR;R5C| 


H(jw) = =1 
Vo PR E 


Quando «wo = 0, temos 
Rj o aR, 


LH (70)I = Ed 


Observe que IH(/0)I para a = 1 é a recíproca de IH(/0)l para a = 0, isto é, 
Ryi+tR Í 
R, IH (GO)la=0 


IH GO la = 


Basta raciocinar um pouco para perceber que a relação recíproca é válida para todas as frequências, e não apenas para 
w =. Por exemplo, a = 0,4 e a = 0,6 são simétricas a a = 0,5 e 


—LR ar 0,4R5) Pp jJoR;R5€, 


H(; E 

(o)a-oa (R, + 0,6R5) + joR;R5C, 
enquanto 

HGjo) — (Rj + 0,685) + joRiR5C, 

(0o)a=06 = (R1 + 0,485) + joR(R5C, * 
Daí, 

. Il 
H(jo)o-04 = FE 


Assim, dependendo do valor de «a, o circuito de controle de volume pode amplificar ou atenuar o sinal de entrada. 

Os valores numéricos de R,, R, e C, são determinados por duas decisões de projeto. A primeira delas é a amplificação 
ou a atenuação dos graves na faixa de passagem (quando «w — 0). A segunda decisão de projeto é a frequência na qual essa 
amplificação ou atenuação varia em 3 dB em relação ao máximo. Os valores dos componentes que satisfazem as decisões de 
projeto são calculados com a igual a 1 ou a O. 

Como já observamos, o ganho máximo será (R, + R,)/R, e a atenuação máxima será R,M(R, + R)). Se admitirmos que 
(R, + A5)/R, >> 1, então o ganho (ou atenuação) terá uma diferença de 3 dB em relação a seu valor máximo quando «o = 1/ 
R,C,, O que pode ser percebido observando-se que 


E RAR +jRIl 
CRC e ESA 
RR 
a] 
» Rj 1 (Ri +R 
1 +j1l v2 Rg 


IR, +jRI 
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NOTA: avalie sua compreensão a respeito desta Perspectiva prática tentando resolver os problemas 15.61 e 15.62, apresentados no final do capítulo. 


Resumo 


Filtros ativos consistem na combinação de 
amplificadores operacionais, resistores e capaci- 
tores. Eles podem ser configurados como filtros 
passa-baixas, passa-altas, passa-faixa e rejeita- 
-faixa e superam muitas das desvantagens asso- 
ciadas aos filtros passivos. (Seção 15.1.) 


Os valores dos componentes de um filtro pro- 
tótipo passa-baixas são R = R,=10e C=1 
F. Esse filtro tem um ganho unitário na faixa de 
passagem e uma frequência de corte de 1 rad/s. 
Os valores dos componentes de um filtro protó- 
tipo passa-altas são os mesmos que os do passa- 
-baixas e ele também tem um ganho unitário na 
faixa de passagem e uma frequência de corte de 
1 rad/s. (Seção 15.1.) 


Uma mudança de escala de amplitude pode ser 
usada para mudar valores de componentes sem 
alterar a resposta de frequência de um circuito. 
Para um fator de escala de amplitude de k,, os 


valores alterados de resistência, capacitância e 
indutância são 

R'=kR, L'=kL e 
(Seção 15.2.) 
Uma mudança de escala de frequência pode ser 
usada para deslocar a resposta de frequência 
de um circuito para outra região de frequência, 
sem alterar sua forma global. Para um fator de 


escala de frequência kp os valores alterados de 
resistência, capacitância e indutância são 


= Cp. 


C' = C/ka. 


R=R L'=Lk & 
(Seção 15.2.) 


Uma mudança de escala de amplitude e de fre- 
quência altera os valores dos componentes para 


SER LV =(hlk)l é C= CM). 


(Seção 15.2.) 


O projeto de filtros ativos passa-baixas e passa- 
-altas pode começar com um circuito protótipo 
do filtro. Então, pode-se aplicar uma mudança de 
escala para deslocar a resposta de frequência para 
a frequência de corte desejada, usando componen- 
tes de valores disponíveis no mercado. (Seção 15.2.) 


Um filtro ativo passa-faixa de banda larga pode 
ser construído usando-se uma cascata de um 
filtro passa-baixas com a frequência de corte 
superior à do filtro passa-faixa, um filtro passa- 
-altas com a frequência de corte inferior à do 
filtro passa-faixa e (opcionalmente) um amplifi- 
cador inversor para obter ganho na faixa de pas- 
sagem diferente da unidade. Filtros passa-faixa 
implementados dessa maneira devem ser filtros 
de banda larga (w., >> w,,), de modo que os 
elementos da cascata possam ser especificados 
independentemente um do outro. (Seção 15.3.) 


Um filtro ativo rejeita-faixa de banda larga 
pode ser construído usando-se uma combina- 
ção em paralelo de um filtro passa-baixas com 
a frequência de corte inferior à do filtro rejeita- 
-faixa e um filtro passa-altas com a frequência 
de corte superior à do filtro rejeita-faixa. Então, 
as saídas alimentam um amplificador somador, 
que pode produzir um ganho na faixa de pas- 
sagem diferente da unidade. Filtros rejeita-faixa 
implementados desse modo devem ser filtros de 
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banda larga (w., >> w,.,), de maneira que os cir- 
cuitos dos filtros passa-baixas e passa-altas pos- 
sam ser projetados independentemente um do 
outro. (Seção 15.3.) 


Filtros ativos de ordem superior têm múltiplos 
polos em suas funções de transferência, o que 
resulta em uma transição mais abrupta da faixa de 
passagem para a faixa de rejeição e, por isso, em 
uma resposta de frequência mais próxima da ideal. 
(Seção 15.4.) 

A função de transferência de um filtro But- 
terworth passa-baixas de ordem n com uma fre- 
quência de corte igual a 1 rad/s pode ser deter- 
minada pela equação 


1 


H(s)H( s) = 1 + (—1)'s2 


e determinando-se as raízes do polinômio do 
denominador, 

e atribuindo-se as raízes do semiplano 
esquerdo a H(s), 

e escrevendo-se o denominador de H(s) como 
um produto entre os fatores de primeira e 
segunda ordens. 


(Seção 15.4.) 


O problema fundamental no projeto de um fil- 
tro Butterworth é determinar a ordem do filtro. 
A especificação do filtro é feita normalmente 
em termos da largura da faixa de transição por 
meio das quantidades 4,, w,, A e w,. A partir 
dessas quantidades, calculamos o menor inteiro 
maior que a solução de qualquer das equações 
15.42 ou 15.46. (Seção 15.4.) 


Uma cascata de filtros ativos passa-baixas de 
segunda ordem (Figura 15.21), com resisto- 
res de 1 O) e capacitores de valores escolhidos 
de forma a gerar cada fator no polinômio de 


Butterworth, vai constituir-se em um filtro But- 
terworth passa-baixas de ordem par. Se adicio- 
narmos um filtro protótipo passa-baixas ativo, 
obteremos um filtro Butterworth passa-baixas 
de ordem ímpar. (Seção 15.4.) 


Uma cascata de filtros ativos passa-altas de 
segunda ordem (Figura 15.25), com capacitores 
de 1 Fe valores de resistores escolhidos para pro- 
duzir cada fator no polinômio de Butterworth, vai 
constituir-se em um filtro Butterworth passa-altas 
de ordem par. Se adicionarmos um filtro protótipo 
passa-altas ativo, obteremos um filtro Butterworth 
passa-altas de ordem ímpar. (Seção 15.4.) 


Podem-se usar mudanças de escala de frequência 
e amplitude para ambos os filtros Butterworth, 
passa-altas e passa-baixas, a fim de deslocar a 
frequência de corte de 1 rad/s e usar, no projeto, 
componentes com valores realistas. Conectar 
amplificadores inversores à cascata de filtros per- 
mitirá a obtenção de um ganho na faixa de passa- 
gem diferente da unidade. (Seção 15.4.) 


Podem-se ligar em cascata filtros Butterworth 
passa-baixas e passa-altas para obter filtros 
Butterworth passa-faixa de qualquer ordem n. 
Podem-se combinar filtros Butterworth passa- 
-baixas e passa-altas em paralelo e um amplifi- 
cador somador para obter um filtro Butterworth 
rejeita-faixa de qualquer ordem n. (Seção 15.4.) 


Se for necessário um filtro passa-faixa ou rejeita- 
-faixa de banda estreita com alto O, a combina- 
ção em cascata ou em paralelo não funcionará. 
Em vez disso, os circuitos mostrados nas figuras 
15.26 e 15.29 são usados com as devidas equações 
de projeto. Normalmente, os valores de capacito- 
res são escolhidos entre os disponíveis no mer- 
cado e as equações de projeto são usadas para 
especificar os valores dos resistores. (Seção 15.5.) 


Problemas 


Seção 15.1 


15.1 a) Usando o circuito da Figura 15.1, projete 


Problema um filtro passa-baixas com um ganho de 
de Projeto 


frequência de corte de 1 kHz. Admita que 
haja um capacitor disponível de 750 nF. 
10 dB na faixa de passagem e uma 


15.2 a) 


15.3 


15.4 


15.5 


b) Desenhe o diagrama do circuito e identi- 
fique todos os componentes. 

Usando somente três componentes do 
Apêndice H, projete um filtro passa- 
-baixa com frequência de corte e ganho 
de faixa de passagem com especificações 
que mais se aproximem das indicadas no 
Problema 15.1(a). Desenhe o diagrama 
do circuito e identifique os valores dos 
componentes. 


b) Calcule o erro percentual na frequência 
de corte do filtro e no ganho de faixa de 
passagem desse novo filtro, quando com- 
parados com os valores especificados no 
Problema 15.1 (a). 

Projete um filtro ativo passa-baixas com uma 

frequência de corte de 2.500 Hz e um ganho 

na faixa de passagem de 5, usando um capa- 
citor de 10 nF. 


a) Desenhe o circuito identificando os 
valores dos componentes e a tensão de 
saída. 


b) Se o valor do resistor de realimenta- 
ção for mudado, mas o valor do resistor 
de entrada permanecer inalterado, qual 
característica do filtro será mudada? 

O sinal de entrada para o filtro passa-baixas 

projetado no Problema 15.3 é 3,5 cos wt V. 


a) Suponha que a fonte de alimentação 


tenha tensões de +V. Qual é o menor 
valor de V.. que ainda fará com que o 
amp op funcione em sua região linear? 


b) Determine a tensão de saída quando w= q . 


c) Determine a tensão de saída quando 
wv=0,1250,. 


d) Determine a tensão de saída quando 
w = 80. 

Determine a função de transferência V /V, 
para o circuito mostrado na Figura P15.5, se 
Zptor a impedância equivalente do circuito 
de realimentação, Z, for a impedância equiva- 
lente do circuito de entrada e o amplificador 
operacional for ideal. 
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Figura P15.5 


V; 
y Y v 
15.6 a) Use os resultados do Problema 15.5 para 


determinar a função de transferência do 
circuito mostrado na Figura P15.6. 


b) Qual é o ganho do circuito quando w — 0? 
c) Qual é o ganho do circuito quando w — 00? 
d) Suas respostas para (b) e (c) fazem sen- 
tido em termos do comportamento 
conhecido do circuito? 
Figura P15.6 
CG 
 R 
R4 My 
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so C 
+ 
k + 
v; 
Vo 
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15.7 Repitao Problema 15.6 usando o circuito mos- 


trado na Figura P15.7, 
Figura P15.7 
CG 
MMA 
mr 4 
em —(—s 
+ 
+ 
v; 
Vo 
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15.8 


Problema 
de Projeto 


15.1 


a) Use circuito da Figura 15.4 para projetar 
um filtro passa-altas com uma frequência 
de corte de 8 kHz e um ganho na faixa de 
passagem de 14 dB. Use um capacitor de 
3,9 nF no projeto. 


b) Desenhe o diagrama do circuito do filtro 

e identifique todos os componentes. 
Usando somente três componentes do Apên- 
dice H, projete um filtro passa-altas com fre- 
quência de corte e ganho de faixa de passagem 
com especificações que mais se aproximem 
das indicadas no Problema 15.8. 


a) Desenhe o diagrama do circuito e identi- 
fique os valores dos componentes. 


b) Calcule o erro percentual na frequência 
de corte do filtro e no ganho de faixa de 
passagem desse novo filtro, quando com- 
parados com os valores especificados no 
Problema 15.10(a). 

O Projete um filtro ativo passa-altas com uma 
frequência de corte de 4 kHz e um ganho na 


Seção 15.2 


15.1 


2 A função de transferência da tensão de qual- 
quer dos filtros protótipos passa-altas mostra- 
dos na Figura P15.12 é 


Ss 
PO nd 


Mostre que, se houver uma mudança de escala 
de amplitude e frequência em qualquer dos cir- 
cuitos, a função de transferência passará a ser 


(s/kr) 


TO = +T 


Figura P15.12 


E ai R=10 
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+ + + + 
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15.13 A função de transferência da tensão de qual- 


quer dos filtros protótipos passa-baixas mos- 
trados na Figura P15.13 é 


faixa de passagem de 8 usando um capacitor 
de 250 nF. 


a) Desenhe o circuito identificando os valo- 
res dos componentes e a tensão de saída. 


b) Se o valor do resistor de realimentação 
no filtro for mudado, mas o valor do resis- 
tor de entrada permanecer inalterado, 
qual característica do filtro será mudada? 


15.11 O sinal de entrada para o filtro passa-altas 


projetado no Problema 15.10 é 2,5 cos wt V. 


a) Suponha que a fonte de alimentação 
tenha tensões de +V... Qual é o menor 
valor de V.. que ainda fará com que o 
amp op funcione em sua região linear? 


b) Determine a tensão de saída quando w = q . 


c) Determine a tensão de saída quando 
v=0,1250.. 


d) Determine a tensão de saída quando 


w = 80. 


1 
s+1 


H(s) = 


Mostre que, se houver uma mudança de escala 

de amplitude e frequência em qualquer dos cir- 

cuitos, a função de transferência passará a ser 

1 
H'(s)=>——[——. 
(O (jk + 

Figura P15.13 

=10 


+€ 


(a) 


15.14 A função de transferência de tensão para 


qualquer dos filtros protótipos mostrados na 
Figura P15.14 é 


s2 + (5)s E 
OQ 


H(s) = 


Mostre que,se houver uma mudança de escala 
de amplitude e frequência em qualquer dos 
circuitos, a função de transferência modificada 


o 
OO 


Figura P15.14 
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15.15 a) Especifique os valores dos componentes 
para o filtro protótipo passivo passa-faixa 
descrito no Problema 15.14, se o fator de 
qualidade do filtro for 20. 


b 


nn 


Especifique os valores dos componentes 
para o filtro passa-faixa descrito no Pro- 
blema 15.14, se o fator de qualidade for 
20; a frequência central, ou de ressonân- 
cia, for 40 krad/s; e a impedância na res- 
sonância for 5 kO. 


c) Desenhe um diagrama do circuito do 
filtro modificado e identifique todos os 
componentes. 

15.16 Uma alternativa ao filtro protótipo passa-faixa 
ilustrado na Figura P15.14 é fazer w, = 1 rad/s, 

R=10€eL=OQ henrys. 


a) Qual é o valor de € no filtro protótipo? 


b) Qual é a função de transferência do filtro 
protótipo? 


c) Use o circuito protótipo alternativo que 
acabamos de descrever para projetar um 
filtro passivo passa-faixa que tenha um 
fator de qualidade de 16, uma frequência 
central de 25 krad/s e uma impedância de 
10 kO na ressonância. 


d) Desenhe o diagrama do filtro modificado 
e identifique todos os componentes. 
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e) Use os resultados obtidos no Problema 
15.14 para escrever uma função de trans- 
ferência do circuito modificado. 

15.17 O filtro passivo passa-faixa ilustrado na Figura 
Problema 14.22 tem dois circuitos protótipos. No primeiro, 
dePoio ,, =1rads,C=1EL=1HeR=Qohms 

No segundo, w = 1lrads, R=10,C=-0Q 
farads e L = (1/0) henrys. 


a) Use um desses protótipos (à sua escolha) 
para projetar um filtro passivo passa- 
-faixa que tenha um fator de qualidade 
de 25 e uma frequência central de 50 
krad/s. O resistor R é de 40 kO. 


b 


sa 


Desenhe o diagrama do circuito do fil- 

tro modificado e identifique todos os 

componentes. 

15.18 O filtro passivo rejeita-faixa ilustrado na 
Figura 14.28(a) tem dois circuitos protótipos 
mostrados na Figura P15.18. 


a) Mostre que, para ambos os circuitos, a 
função de transferência é 


2 +1 


b) Escreva a função de transferência para 
um filtro rejeita-faixa que tenha uma fre- 
quência central de 8.000 rad/s e um fator 
de qualidade de 10. 


Figura P15.18 


1 
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15.19 A função de transferência para o filtro rejeita- 
-faixa mostrado na Figura 14.28(a) é 


1 
2 no 
2+(5) 


H(s) = 
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15.20 


15.21 


Mostre que, se houver uma mudança de escala 
de amplitude e frequência, a função de trans- 
ferência do circuito modificado passará a ser 
igual à função de transferência do circuito ori- 
ginal com s substituído por (s/k,), onde k, é o 
fator de escala da frequência. 

Mostre que a observação feita no Problema 
15.19 a respeito da função de transferência 
para o circuito da Figura 14.28(a) também se 
aplica ao circuito do filtro rejeita-faixa (o de 
baixo) na Figura 14.31. 

As duas versões do filtro protótipo passivo 
rejeita-faixa da Figura 14.31 (circuito de baixo) 
são mostradas na Figura P15.21(a) e (b). 
Mostre que a função de transferência para 
qualquer das versões é 


2 
fGi= — O — 
s2 + (5) +1 
Figura P15.21 
Ea 
1H (o) = 
am AR 
08) Vo v; 
. e . 
(a) (b) 


15.22 O circuito da Figura P9.24 é modificado de 


modo que o resistor de 200 O é substituído 
por um resistor de 80 O e o indutor de 400 
mH é substituído por um indutor 20 mH. 


a) Qual é o valor modificado do capacitor? 


b) Determine a frequência para a qual a 
impedância Z,, é puramente resistiva 
para o circuito modificado. 


c) Como a frequência determinada na parte 
(b) relaciona-se com a frequência para a 
qual a impedância Z,, é puramente resis- 
tiva no circuito original? 


15.23 Faça uma mudança de escala no indutor e no 


capacitor da Figura P9.66 de modo que a ampli- 
tude e o ângulo de fase da corrente de saída 
não mudem quando a frequência de entrada 
é alterada de 250 rad/s a 10.000 rad/s. 


15.24 


15.25 


15.26 


15.27 


a) Quais são os valores modificados do 
indutor e do capacitor? 


b) Qual é o valor em regime permanente da 
corrente de saída, 7, quando a corrente 
de entrada é 60 cos de 10.000t mA? 

Faça uma mudança de escala no filtro passa- 

-faixa do Problema 14.18 de modo que a fre- 

quência central seja 25 kHz e o fator de qua- 

lidade ainda seja 8, usando um indutor de 25 

uH. Determine os valores do resistor, do indu- 

tor e das duas frequências de corte do filtro 
modificado. 

Faça uma mudança de escala no filtro rejeita- 

-faixa do Problema 14.38 de modo que a fre- 

quência central seja 16 krad/s, usando um 

capacitor de 50 nF. Determine os valores do 
resistor, do indutor e da largura de faixa do 
filtro modificado. 

a) Mostre que, se houver uma mudança de 
escala de amplitude e frequência no fil- 
tro passa-baixas ilustrado na Figura 15.1,a 
função de transferência do circuito modifi- 
cado será a mesma da Equação 15.1 com a 
substituição de s por s/k onde k,é o fator 
de escala da frequência. 


b 


Na: 


Na versão do filtro protótipo passa-bai- 
xas da Figura 15.1,w.=1 rad/s, C=1 E 
R,-10eR,—1/Kohms. Qual é a função 
de transferência do circuito protótipo? 

Usando o resultado de (a), deter- 


mine a função de transferência do filtro 
modificado. 


Cc 


no 


a) Mostre que, se houver uma mudança de 
escala de amplitude e frequência no fil- 
tro passa-altas ilustrado na Figura 15.4, 
a função de transferência será a mesma 
da Equação 15.4 com a substituição de 
s por s/k, onde k, é o fator de escala da 
frequência. 


b 


no 


Na versão do filtro protótipo passa-altas 
da Figura 15.4, w. = 1 rad/s, R = 1 0, 
C=1FeR,=K ohms. Qual é a função 
de transferência do circuito protótipo? 


Cc 


no 


Usando o resultado de (a), determine 
a função de transferência do filtro após 
mudança de escala. 


Seção 15.3 


Capítulo 15 e Filtros ativos 


15.28 
Problema 
de Projeto 


Pspice 
Multisim 


15.29 


Problema 
de Projeto 


Pspice 
Multisim 


15.30 


a) Usando capacitores de 50 nF, projete um 
filtro ativo passa-faixa de banda larga de 
primeira ordem que tenha uma frequência 
de corte inferior de 200 Hz, uma frequên- 
cia de corte superior de 2.000 Hz e um 
ganho na faixa de passagem de 20 dB. Use 
filtros protótipos passa-baixas e passa-altas 
no projeto (veja os problemas 15.26 e 
15.27). 


b) Escreva a função de transferência do fil- 
tro modificado. 


c) Use a função de transferência do item (b) 
para determinar H(jw ), onde w, é a fre- 
quência central do filtro. 


d) Qual é o ganho (em decibéis) da faixa de 
passagem do filtro em w ? 


e) Usando um programa de computador de 
sua escolha, construa um diagrama de 
Bode de amplitude do filtro. 

a) Usando capacitores de 2 uF, projete um 
filtro ativo rejeita-faixa de banda larga de 
primeira ordem que tenha uma frequên- 
cia de corte inferior de 80 Hz, uma 
frequência de corte superior de 800 Hz e 
um ganho na faixa de passagem de O dB. 
Use os filtros protótipos apresentados nos 
problemas 15.26 e 15.27 no processo de 
projeto. 


b) Desenhe o diagrama de circuito do filtro 
e identifique todos os componentes. 


c) Qual é a função de transferência do filtro 
modificado? 


d 


no 


Avalie a função de transferência deter- 
minada em (c) na frequência central 
do filtro. 


e) Qual é o ganho (em decibéis) na frequên- 
cia central? 

f) Usando um programa de computador de 
sua escolha, construa um diagrama de 
Bode da função de transferência do filtro. 


Projete um filtro passa-faixa de ganho unitá- 
rio usando uma ligação em cascata para obter 


15.31 


uma frequência central de 200 Hz e uma lar- 
gura de faixa de 1.000 Hz. Use capacitores de 
5 uF Especifique f., fo» Rg e Ra 

Projete um filtro rejeita-faixa em paralelo 
que tenha uma frequência central de 1.000 
rad/s, uma largura de faixa de 4.000 rad/s e um 
ganho na faixa de passagem de 6. Use capa- 
citores de 0,2 uF e especifique os valores de 
todos os resistores. 


15.32 Mostre que o circuito na Figura P15.32 com- 


porta-se como um filtro passa-faixa. (Suges- 
tão: determine a função de transferência para 
esse circuito e mostre que ela tem a mesma 
forma que a função de transferência de um 
filtro passa-faixa. Use o resultado do Pro- 
blema 15.1.) 


a) Determine a frequência central, a lar- 
gura de faixa e o ganho para esse filtro 
passa-faixa. 


b) Determine as frequências de corte e o 
fator de qualidade desse filtro passa-faixa. 


Figura P15.32 


10 uF 
5kQ 
é ANN 4 
4000 — S0HF 
em (+ 
ij + 
v; 
Vo 
5 4 . 
15.33 Para circuitos que consistem em resistores, 


capacitores, indutores e amp ops, |H(jw)|” 
envolve somente potências pares de w. Para 
ilustrar isso, calcule |H(jw)]|? para os três cir- 
cuitos na Figura P15.33, em que 


Vo 
H(s) — E 
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Figura P15.33 


Seção 15.4 


R; 
e AMAy 
1 
7 s€ 
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sC 
ER 
v v 
(c) 


15.34 a) Determine a ordem de um filtro But- 


terworth passa-baixas que tem uma fre- 
quência de corte de 2.000 Hz e um ganho 
de, no mínimo, —30 dB em 7000 Hz. 


b) Qual é o ganho real, em decibéis, em 
7000 Hz? 


15.35 A função de transferência do circuito na 


15.36 


15.37 


Problema 
de Projeto 


Figura 15.21 é dada pela Equação 15.34. 
Mostre que, se houver uma mudança de 
escala de amplitude e frequência no circuito 
da Figura 15.21,a função de transferência do 
circuito será 


E 
RCC 
H'(s) = ; 
“ao 
ky RCAkç) RCC; 
a) Escreva a função de transferência para o 


filtro protótipo Butterworth passa-baixas 
obtido no Problema 15.34(a). 


b) Escreva a função de transferência para o 
filtro modificado do item (a) (veja o Pro- 
blema 15.35). 


c) Verifique a expressão do item (b) usando- 
-a para calcular o ganho (em decibéis) 
em 7000 Hz. Compare seu resultado com 
o encontrado no Problema 15.34(b). 

a) Usando resistores de 1 kf) e amp op ideais, 
projete o filtro Butterworth passa-baixas 
especificado no Problema 15.34. O ganho 
é unitário na faixa de passagem. 


15.38 


15.39 


15.40 


b) Faça o diagrama do circuito, identifi- 
cando todos os valores dos componentes. 
A finalidade deste problema é ilustrar a van- 
tagem de um filtro Butterworth passa-baixas 
de n-ésima ordem em relação a uma cascata 
de n seções passa-baixas idênticas mediante o 
cálculo da inclinação (em decibéis por década) 
de cada gráfico de amplitude na frequência de 
corte w,. Para facilitar o cálculo, represente a 
amplitude (em decibéis) por y e façax=log qo. 
Então, calcule dy/dx em q, para cada curva. 
a) Mostre que, na frequência de corte 


(= 1 rad/s) de um filtro protótipo But- 
terworth passa-baixas de n-ésima ordem, 


d 
Em = —10n dB/dec. 

b) Mostre que, para uma cascata de n seções 
idênticas de filtros protótipos passa-bai- 
xas, a inclinação em q, é 
dy - —20n(21" — 1) 

Fi Zi dB/dec. 

c) Calcule dy/dx para cada tipo de filtro em 
n=1,2,3,4€ 00. 

d) Discuta o significado dos resultados obti- 
dos no item (c). 

Verifique as expressões da Tabela 15.1 para n 


=5en=6. 

A função de transferência do circuito na 
Figura 15.25 é dada pela Equação 15.47 Mos- 
tre que, se houver uma mudança de escala de 


H'(s) = 


15.41 


Problema 
de Projeto 


15.42 


Problema 
de Projeto 


15.43 


15.44 


Problema 
de Projeto 


amplitude e frequência, a função de transfe- 


rência será 
42 
ky 


(7) +xeli) tamo 
ky RC ky  RRC 


Daí, a função de transferência de um circuito 
modificado é obtida da função de transferên- 
cia do circuito original pela simples substi- 
tuição de s na função de transferência ori- 
ginal por s/k, onde k, é o fator de escala da 
frequência. 


a) Usando resistores de 8 k) e amp ops ide- 
ais, projete um filtro Butterworth passa- 
-altas de ganho unitário que tenha uma 
frequência de corte de 2,5 kHz e um ganho 


não superior a —55 dB em 500 Hz. 
b) Desenhe o diagrama de circuito e identi- 
fique todos os componentes. 
a) Usando capacitores de 250 nF e amp ops 
ideais, projete um filtro Butterworth passa- 
-baixas de ganho unitário que tenha uma 
frequência de corte de 40 kHz e cuja ampli- 


tude caia, no mínimo, —55 dB em 200 kHz. 
b) Desenhe o diagrama de filtro e identifi- 
que todos os componentes. 


O filtro passa-altas projetado no Problema 
15.41 é colocado em cascata com o filtro passa- 
-baixas projetado no Problema 15.42. 


a) Descreva o tipo de filtro formado por 
essa conexão. 


b 


nn 


Especifique as frequências de corte, a 
frequência média e o fator de qualidade 
do filtro. 


c) Use os resultados dos problemas 15.35 e 
15.40 para calcular a função de transferên- 
cia do filtro, em função dos fatores de escala. 


d) Verifique o cálculo do item (c) usando-o 
para determinar H(jw ), onde w, é a fre- 
quência média do filtro. 

a) Projete um filtro Butterworth passa-faixa 
de banda larga com uma frequência de 


corte inferior de 200 Hz e uma frequência 


15.45 a) 


15.46 


15.47 


15.48 


15.49 


Problema 
de Projeto 
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de corte superior de 2.500 Hz. O ganho na 
faixa de passagem do filtro é 40 dB. O 
ganho deve baixar, no mínimo, 40 dB em 
40 Hz e 12,5 kHz. Use capacitores de 1 uF 
no circuito passa-altas e resistores de 2,5 
kQ no circuito passa-baixas. 


b 


no 


Desenhe o diagrama de filtro e identifi- 
que todos os componentes. 

Deduza a expressão para a função de 
transferência, em função dos fatores de 
escala, para o filtro projetado no Pro- 
blema 15.44. 


Usando a expressão deduzida no item 
(a), determine o ganho (em decibéis) em 
40 Hz e 1.000 Hz. 


Os valores obtidos no item (b) satisfazem 
as especificações de filtragem dadas no 
Problema 15.447 

Deduza a função de transferência para um 
filtro protótipo Butterworth passa-altas de 
quinta ordem escrevendo, primeiro, a fun- 
ção de transferência para um filtro protótipo 
Butterworth passa-baixas de quinta ordem e, 
então, substituindo s por 1/s na expressão do 
filtro passa-baixas. 


b 


no 


c 


no 


O filtro Butterworth de quinta ordem do Pro- 
blema 15.46 é usado em um sistema em que a 
frequência de corte é 800 rad/s. 


a) Qual é a função de transferência para o 
filtro, em função dos fatores de escala? 


b) Teste a expressão determinada calcu- 
lando o ganho (em decibéis) na frequên- 
cia de corte. 

Mostre que, se w —1 rad/se C=1 F no cir- 

cuito da Figura 15.26, os valores de R,, R, e 

R, do filtro protótipo serão 


Q 
Ri=É 
1 Kº 
Q 
R, — j 
“SO =XK 
R, = 20. 


a) Use capacitores de 20 nF no circuito da 
Figura 15.26 para projetar um filtro passa- 
-faixa com um fator de qualidade de 16, 
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b) 


uma frequência central de 6,4 kHz e um 
ganho na faixa de passagem de 20 dB. 


Desenhe o diagrama do filtro e identifi- 
que todos os componentes. 


15.50 A finalidade deste problema é orientá-lo na 


Problema análise necessária para estabelecer um pro- 


de Projeto 


cedimento de projeto voltado à determinação 


dos componentes de um filtro. O circuito a ser 


analisado é mostrado na Figura P15.50. 


a) 


b) 


Analise o circuito do ponto de vista qua- 
litativo e convença-se de que o circuito é 
um filtro passa-baixas com um ganho na 
faixa de passagem Ry/R,. 


Comprove sua análise qualitativa dedu- 
zindo a função de transferência V/V.. 
(Sugestão: ao deduzir a função de trans- 
ferência, represente os resistores por suas 
condutâncias equivalentes, isto é, G, = 1/ 
R, e assim por diante.) Para usar a Tabela 
15.1, coloque a função de transferência 
na forma 
—Kb, 

Hij= 
s“ + bys + b, 
Agora, observe que temos cinco com- 
ponentes de circuito — R,, R,,R, Ce 
C, — e três restrições aplicadas à fun- 
ção de transferência — K, b e b,. À 
primeira vista, parece que temos duas 
opções livres entre os cinco componen- 
tes. Todavia, quando investigamos as 
relações entre eles e as restrições à fun- 
ção de transferência verificamos que, se 
C, for escolhido, haverá um limite supe- 
rior para C, acima do qual não é pos- 
sível obter um valor para R;(G,). Com 
isso em mente, mostre que, se C,=1 F, 
as três condutâncias serão dadas pelas 
expressões 


G1 == KG; 


os ( es 
3. E 1 


bi Vb; — 4bA1 4 
21 +K) 


K)C 
G, = ge 


Para G, ser realizável, 


a) 


bi 
SS ss. 
Ra 4b1 + K)' 


Com base nos resultados obtidos em (c), 
esboce o procedimento de projeto para 
selecionar os componentes do circuito, 
uma vez conhecidos K,b e b,. 


Figura P15.50 


SR So 
CNA OA, ——& 
+ 
a e o vo 
e id e o 
v 


15.51 Suponha que o circuito analisado no Problema 


Problema 
de Projeto 


na 


d5: 
passa-baixas de terceira ordem com um ganho 


50 seja parte de um filtro Butterworth 


faixa de passagem de 4. (Sugestão: imple- 


mentar o ganho de 4 na seção de segunda 
ordem do filtro.) 


a) 


b) 


d) 


Se C,=1 F na parte do filtro que corres- 
ponde à seção de segunda ordem, qual é 
o limite superior para C,? 


Se for escolhido o valor limite de C,, 
quais serão os valores de R,, R, e R, no 
circuito protótipo? 


Se a frequência de corte do filtro for 2,5 
kHz e se for escolhido o valor de 10 nF 
para C,, calcule os novos valores de C,, 
RR,€R,. 

Especifique os novos valores dos resisto- 
res e do capacitor na seção de primeira 
ordem do filtro. 


Construa o diagrama do circuito e 
identifique os valores de todos os seus 
componentes. 


15.52 Permute os Rs e Cs no circuito da Figura 
Problema P15.50; isto é, substitua R, por €,, R, por C,, 


de Projeto R 
3 


por C, C, por Re C,por R,. 


a) Descreva o tipo de filtro implementado 
como resultado da permuta. 


b) Confirme o tipo de filtro descrito em (a) 
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V;/V,. Escreva a função de transferência 
na forma que a torne compatível com a 
Tabela 15.1. 


deduzindo sua função de transferência c) Quantas escolhas livres há na seleção dos 
V;/V,. Escreva a função de transferência componentes do circuito? 
na forma que a torne compatível com a d) Calcule as expressões para as condutân- 
Tabela 15.1. cias G|=1/R, e G,= 1/R, em termos de 
c) FaçaC,=C,=1 Fe calcule as expressões C,, Ce os coeficientes b, e b,. (Consulte 
para C,, R|, e R, em termos de K,b e b,. o Problema 15.50 para ter a definição de 
(Veja o Problema 15.50 para a definição b.Eb,) 
deb eb) e) Há restrições para C, ou C,? 
d) Suponha que o filtro descrito em (a) seja 


usado no mesmo tipo de filtro Butterworth 
de terceira ordem que tem um ganho na 
faixa de passagem de 8.Com C,=C,=1 E 
calcule os valores protótipos de C,,R,e R, 
na seção de segunda ordem do filtro. 


f) Suponha que o circuito na Figura P15.55 
seja usado para projetar um filtro But- 
terworth passa-baixas de quarta ordem 
e ganho unitário. Especifique os valores 
de R, e R, do filtro protótipo se, em cada 
seção de segunda ordem, forem usados 
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15.53 a) Use os circuitos analisados nos problemas capacitores de 1 E 
lada 15.50 e 15.52 para implementar um filtro Figura P15.55 
rejeita-faixa de banda larga que tenha um 
ganho na faixa de passagem de 20 dB, uma C 
frequência de corte inferior de 1 kHz, uma | f 
frequência de corte superior de 8 kHz e 
uma atenuação de, no mínimo, 24 dB em 
2 kHz e 4 kHz. Use capacitores de 25 nF R, 
sempre que possível. Ra bi é Ei 
b) Desenhe o diagrama do circuito e identi- e ; 
fique todos os componentes. V; An G Í 
15.54 a) Deduza a função de transferência para E = 
o filtro rejeita-faixa descrito no Problema há Y há 
15.53. 15.56 O filtro Butterworth passa-baixas de quarta 
b) Use a função de transferência do item (a) pis ordem e ganho unitário do Problema 15.55 é 
para determinar a atenuação (em deci- 9 usado em um sistema em que a frequência de 
béis) na frequência central do filtro. corte é 3 kHz. O filtro tem capacitores de 4,7 nF. 
15.55 A finalidade deste problema é desenvolver as a) Especifique os valores numéricos de R, e 
Problema equações de projeto para o circuito na Figura R, em cada seção do filtro. 
PRA Pio: (Consulte o Problema 15.50 para b) Desenhe o diagrama do circuito e identi- 
sugestões sobre o desenvolvimento de equa- fique todos os componentes. 
pREsdde projetos) 15.57 Permute os Rs e Cs no circuito da Figura 
a) Com base em uma análise qualitativa, da P15.55, isto é, substitua R, por C,, R, por C, 
e Projeto 


descreva o tipo de filtro implementado 
pelo circuito. 


e vice-versa. 


a) Analise o circuito do ponto de vista qua- 
litativo e preveja o tipo de filtro imple- 
mentado pelo circuito. 


b) Verifique a conclusão a que você chegou 
em (a) derivando a função de transferência 


Circuitos elétricos 


b) Verifique a conclusão a que chegou em 


15.58 a) O circuito do Problema 15.57 é usado em 


(a) deduzindo a função de transferência Problema um filtro Butterworth passa-altas de ter- 
V;/V,. Escreva a função de transferência dieibrejeio ceira ordem e ganho unitário, cuja frequên- 
de uma forma que a torne compatível cia de corte é de 800 Hz. Especifique os 
com a Tabela 15.1. valores de R, e R,,se capacitores de 5 uF 
c) Quantas escolhas livres há na seleção dos forem utilizados para construir o filtro. 
componentes do circuito? b) Especifique os valores de resistência e 
d) Determine R, e R,, em função de b,, b,, capacitância na seção de primeira ordem 
GEC. do filtro. 
e) Há alguma restrição para C, e 5? c) Desenhe o diagrama do circuito e identi- 
e . fique todos os componentes. 
f) Suponha que o circuito seja usado em 
am fliro Builervoriide tércoirá ordem d) Calcule a função de transferência modifi- 
do tipo determinado em (a). Especifique cada do filtro. 
os valores de R, e R, do filtro protótipo e) Use a função de transferência do item (d) 
na seção de segunda ordem do filtro, se para determinar o ganho na frequência 
C—=C-1F de corte em dB. 
Seção 15.5 
15.59 a) Mostre que a função de transferência de 15.60 a) Usando o circuito mostrado na Figura 
um filtro protótipo rejeita-faixa é Problema 15.29, projete um filtro rejeita-faixa de 
de Projeto banda estreita que tenha uma frequência 
ms RA central de 4 kHz e um fator de qualidade 
s2 + (1/05 +1 de 10. Utilize, no projeto, C=0,5 uF. 
b) Desenhe o diagrama do circuito e identi- 
b) Use o resultado do item (a) para deter- fique todos os valores dos componentes. 
minar a função de transferência do filtro c) Qual é a função de transferência modifi- 


projetado no Exemplo 15.13. 


Seções 15.1-15.5 


cada do filtro? 


15.61 
Perspectiva 
Prática 
Problema 
de Projeto 


15.62 
Perspectiva 
Prática 
Problema 
de Projeto 


Usando o circuito da Figura 15.32(a), projete 
um circuito de controle de volume de ganho 
máximo de 14 dB e ganho de 11 dB a uma 
frequência de 50 Hz. Use um resistor de 10k0 
e um potenciômetro de 50 kO. Teste seu pro- 
jeto calculando o ganho máximo em w = 0 e 
o ganho em w = 1/R,C, utilizando os valores 
selecionados de R5R,eC,. 

Use o circuito da Figura 15.32(a) para projetar 
um circuito de controle de volume de graves 
que tenha um ganho máximo de 20 dB e que 
caia 3 dB em 75 Hz. 


15.63 Desenhe o gráfico do ganho máximo, em deci- 


béis, em função de a quando w = O para o 
circuito projetado no Problema 15.61. Faça a 
variar de O a 1, em incrementos de 0,1. 


15.64 a) Mostre que os circuitos da Figura P15.64(a) 


Perspectiva 


Prática 


e (b) são equivalentes. 


b) Mostre que os pontos identificados como 
xeyna Figura P15.64(b) estão sempre no 
mesmo potencial. 


c) Usando as informações de (a) e (b), mos- 
tre que o circuito da Figura 15.33 pode ser 
desenhado como mostra a Figura P15.64(c). 


d) Mostre que o circuito da Figura P15.64(c) 
está na forma do circuito da Figura 15.2, 


onde 
Z = Rj + (1 SE )R, + RiR5Cis 
Es 1 + R5Cis : 
Re Rj + aR, + RiR5Cis 
í 1 + R5Cjs 
Figura P15.64 
Ira Ea 
1/sC; sCj sC4 
x 
A E 
o SS —e 
e— 
(1-0)R, aR, (1-0)R, y aR, 
(a) (b) 
Ri 
Vs 


(c) 


15.65 a) Um gerente de projetos de engenharia 
Perspectiva recebeu de um subordinado uma proposta 
EE segundo a qual o circuito mostrado na 
Figura P15.65 poderia ser usado como um 
circuito de controle de volume de agudos, 
se R,>> R, + R,+2R,. O subordinado 
afirma ainda que a função de transferên- 


cia de tensão para o circuito é 


Vo 
H(s) = V. 


15.66 


Perspectiva 
Prática 


15.67 


Perspectiva 
Prática 


— AQRa+Ry)+IO — BR, + RoJ(BR4 + R)Cos) 


(OR; + R$) + [(1 — B)R, + R5J(BR4 + R$)Cos) 


emqueR =R,+R,+2R,.Felizmente, o enge- 
nheiro projetista tem na equipe um estagiário 
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estudante de engenharia elétrica a quem pede 
que verifique a proposta do subordinado. 

O estudante deve verificar o comportamento 
da função de transferência quando w > O; 
quando w — oo; e o comportamento quando 
w=ooe B varia entre O e 1. Com base em seu 
teste da função de transferência, você acha 
que o circuito poderia ser usado como um 
controle de volume de agudos? Explique. 


Figura P15.65 
Ri Ri 


ve -O Vo 


No circuito da Figura P15.65, os valores dos 

componentes são R, — R,=20k0, R,=5,9 

kO, R,=500k0 e C=2,7 nF. 

a) Calcule a amplificação máxima em 
decibéis. 

b) Calcule a atenuação máxima em decibéis. 

c) R, é significativamente maior do que R,? 


d) Quando f = 1, qual é a amplificação, em 
decibéis, quando w = 1/R,C,? 


e) Quando £ = 0, qual é a atenuação, em 
decibéis, quando w = 1/R,C,? 


f) Com base nos resultados obtidos em (d) 
e (e), qual é o significado da frequência 1/ 
R;C, quando R, >> R5? 

Usando os valores dos componentes dados 

no Problema 15.66, faça o gráfico do ganho 

máximo em decibéis em função de / quando 

w = 0. Faça 8 variar de O a 1 em incrementos 

de 0,1. 


À 
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OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber calcular a forma trigonométrica dos coeficientes de Fourier de uma onda periódica, usando as simplificações 
possíveis quando a forma de onda exibir um ou mais tipos de simetria. 


2. Saber analisar a resposta de um circuito a uma forma de onda periódica usando coeficientes de Fourier e o princípio 
da superposição. 
Saber estimar a potência média fornecida a um resistor usando poucos coeficientes de Fourier. 


Saber calcular a forma exponencial dos coeficientes de Fourier para uma onda periódica e usá-los para traçar grá- 
ficos de espectro de amplitude e fase para essa onda. 


Nos capítulos anteriores, dedicamos espaço considerável à 
análise do regime permanente senoidal. A razão do interesse pela 
função senoidal é que ela permite determinar a resposta de regime 
permanente a funções periódicas não senoidais. A função periódica 
é aquela que se repete a cada 7 segundos. Por exemplo, a onda trian- 
gular ilustrada na Figura 16.1 é não senoidal, porém periódica. 

Uma função periódica é aquela que satisfaz a relação 


fO)=ft+nd), (16.1) 


Figura 16.1 Onda periódica. 
Fo) 


Sis TindTi 


em que n é um número inteiro (1,2,3,...)e T,o período. A função 
mostrada na Figura 16.1 é periódica porque 


Hi)=Hty— D=HKytND=At+2D= 


para qualquer valor de 1, escolhido arbitrariamente. Observe que Té o 
menor intervalo de tempo em que uma função periódica pode ser des- 
locada (em ambos os sentidos) para produzir uma função idêntica a si 
mesma. 

Por que o interesse em funções periódicas? Uma razão é que mui- 
tas fontes reais de energia elétrica geram formas de onda periódicas. Por 
exemplo, retificadores elétricos, sem filtro de saída, alimentados por uma 
fonte de tensão senoidal produzem tensões senoidais retificadas que 
não são ondas senoidais, embora sejam periódicas. As figuras 16.2(a) e 
(b) mostram as formas de onda de tensão na saída de retificadores de 
onda completa e de meia-onda, respectivamente. 

O gerador de varredura utilizado para controlar o feixe de elétrons 
de um osciloscópio de raios catódicos produz uma onda triangular perió- 
dica como a da Figura 16.3. 

Osciladores eletrônicos, que são usados para testar equipamentos 
em laboratórios, são projetados para produzir formas de onda periódicas 
não senoidais. Geradores de função, que são capazes de produzir ondas 
quadradas, ondas triangulares e de pulso retangular, são encontrados na 
maioria dos laboratórios. A Figura 16.4 ilustra formas de onda típicas. 

Outro problema prático que estimula o interesse em funções periódi- 
cas é que os geradores de energia, embora projetados para produzir uma 
forma de onda senoidal, não conseguem produzir uma senoide perfeita. 
Contudo, a onda senoidal distorcida é periódica. Naturalmente, os enge- 
nheiros têm interesse em averiguar as consequências de excitar sistemas 
de potência com uma tensão de forma ligeiramente diferente da senoidal. 

O interesse em funções periódicas também surge da observação 
geral de que qualquer não linearidade introduzida em um circuito linear 
faz aparecer nele uma função periódica não senoidal. O circuito retifi- 
cador a que aludimos anteriormente é um exemplo desse fenômeno. A 
saturação magnética, que ocorre em máquinas e também em transfor- 
madores, é outro exemplo de uma não linearidade que gera uma função 
periódica não senoidal. Circuitos eletrônicos limitadores que usam a sa- 
turação de transistores constituem outro exemplo. 

Além disso, funções periódicas não senoidais são importantes em 
outros ramos da engenharia. Problemas que envolvem vibração mecâni- 
ca, escoamento de fluidos e transmissão de calor fazem uso de funções 
periódicas. Na verdade, foram o estudo e a análise da transmissão de 
calor em uma barra de metal que levaram o matemático francês Jean 
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) à representação de uma função 
periódica por meio de uma série trigonométrica. Essa série recebe seu 
nome e é o ponto de partida para determinar a resposta de regime per- 
manente de circuitos elétricos submetidos a excitações periódicas. 
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Figura 16.2 Formas de onda na saída de um retificador 


senoidal não filtrado. (a) Retificação de onda 
completa. (b) Retificação de meia-onda. 
v(t) v(t) 
Va NY Va | /N | 
t 
0 T 2T 0 T/2 T 
(a) (b) 


Figura 16.3 Forma de onda triangular de um gerador de 
varredura de osciloscópio de raios catódicos. 


v(t) 
Va 
t 
0 E 2r Sr 


Figura 16.4 Formas de onda produzidas por geradores 
de função usados em laboratórios. (a) Onda 
quadrada. (b) Onda triangular. (c) Pulsos 


retangulares. 
v(t) 
Va 
t 
0 T 2T 
o Vm 
(a) 
v(t) 


Circuitos elétricos 


Perspectiva prática 


Filtros ativos de alto Q 


Nos capítulos 14 e 15, descobrimos que uma característica importante dos filtros passa-faixa e rejeita-faixa é o fator de 
qualidade, Q). Trata-se de um indicador do grau de seletividade do filtro em sua frequência central. Por exemplo, um filtro passa- 
-faixa com alto valor de Q amplifica sinais em sua frequência central, ou na proximidade dela, e atenua sinais em todas as outras 
frequências. Por outro lado, um filtro passa-faixa com baixo valor de Q não faz distinção entre os sinais na frequência central e 
os Sinais em frequências muito diversas da frequência central. 

Neste capítulo, veremos que qualquer sinal periódico pode ser representado como uma soma de senoides, em que as 
frequências das senoides somadas são compostas pela frequência do sinal periódico e dos múltiplos inteiros dessa frequência. 
Podemos usar um sinal periódico como uma onda quadrada para testar o fator de qualidade de um filtro passa-faixa ou rejeita- 
-faixa. Para isso, escolhemos uma onda quadrada cuja frequência seja igual à frequência central de um filtro passa-faixa, por 
exemplo. Se o filtro passa-faixa tiver elevado fator de qualidade, sua saída será quase senoidal, transformando, assim, a onda 
quadrada de entrada em uma saída senoidal. Se o filtro tiver baixo fator de qualidade, sua saída ainda se parecerá com uma 
onda quadrada, uma vez que o filtro não será capaz de distinguir entre as senoides que compõem a onda quadrada de entrada. 
Apresentamos um exemplo no final deste capítulo. 


16.1 Séries de Fourier: uma visão geral 


O que Fourier descobriu ao investigar problemas de transmissão de calor é que uma função 
periódica pode ser representada por uma soma infinita de funções seno ou cosseno de frequências 
múltiplas harmonicamente relacionadas. Em outras palavras, o período de qualquer termo trigo- 
nométrico na série infinita é um múltiplo inteiro, ou harmônico, do período fundamental T da 
função periódica. Assim, Fourier mostrou que uma função f(f) periódica pode ser expressa como 


Representação > = 
em série de ft) = a, + Sacos no + b, sennoçt, (16.2) 
Fourier de uma n=1 
função periódica 
em que n é a sequência de números inteiros 1,2,3.... 
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Na Equação 16.2, a,, a, e b, são conhecidos como coeficientes de Fourier e calculados a 
partir de f(t). O termo w, (que é igual a 27/T) representa a frequência fundamental da fun- 
ção periódica f(t). Os múltiplos inteiros de w, — isto é, 20,5, 30,5, 40 — são conhecidos como 
frequências harmônicas de f(t). Assim, 2, é o segundo harmônico, 3q, é o terceiro harmônico 
e nw, é O n-ésimo harmônico de f(t). 

Discutiremos a determinação dos coeficientes de Fourier na Seção 16.2. Antes de entrar- 
mos nos detalhes da utilização da série de Fourier em análise de circuitos, precisamos estudar, 
em primeiro lugar, o processo em termos gerais. Do ponto de vista de aplicações, podemos 
expressar todas as funções periódicas de interesse em termos de uma série de Fourier. Do 
ponto de vista matemático, as condições que uma função periódica f(t) deve satisfazer para 
que seja possível expressá-la como uma série de Fourier convergente (conhecidas como con- 
dições de Dirichlet) são as seguintes: 


f(t) deve ser unívoca, 
o número de descontinuidades de f(t) no intervalo periódico deve ser finito, 


1 
2 
3. o número de máximos e mínimos de f(t) no intervalo periódico deve ser finito, 
4 


n+T 
! ECO dt 


Qualquer função periódica gerada por uma fonte fisicamente realizável satisfaz as condi- 
ções de Dirichlet. Essas condições são suficientes, porém não necessárias. Assim, se f(f) satisfi- 
zer esses requisitos, saberemos que podemos expressá-la como uma série de Fourier. Contudo, 
caso f(t) não atenda a esses requisitos, poderá ainda ser possível expressá-la como uma série 
de Fourier. As condições necessárias não são conhecidas. 


a integral 


deve existir. 


Após termos determinado f(1) e calculado os coeficientes de Fourier (a, a, e b,), substi- 
tuímos a fonte periódica por uma fonte cc (a) mais uma soma de fontes senoidais (a, e b,). 
Como a fonte periódica está excitando um circuito linear, podemos usar o princípio da super- 
posição para determinar a resposta de regime permanente. Em particular, primeiro calcula- 
mos a resposta a cada fonte da representação em série de Fourier de f(t) e, então, somamos as 
respostas individuais para obter a resposta total. A resposta de regime permanente decorrente 
de uma fonte senoidal específica é determinada com mais facilidade pelo método fasorial. 

O procedimento é direto, não envolve nenhuma técnica nova de análise de circuitos e 
produz a representação em série de Fourier da resposta de regime permanente. Por consequ- 
ência, a forma real da resposta é desconhecida. Além do mais, a forma de onda da resposta só 
pode ser estimada pela soma de um número suficiente de termos. Ainda que a abordagem da 
série de Fourier, para determinar a resposta de regime permanente, tenha algumas desvanta- 
gens, ela apresenta um novo modo de pensar que é tão importante quanto obter resultados 
quantitativos. Na verdade, de certa forma, o aspecto conceitual é até mais importante do que 
o quantitativo. 


16.2 Coeficientes de Fourier 


Uma vez definida a função periódica, determinamos os coeficientes de Fourier pelas 
relações 


Circuitos elétricos 


1 t+T 
= , f(t) dt, (16.3) 
2 pto am 
Coeficientes > ak = T i F(t) cos kogt dt, (16.4) 
de Fourier to 
2 to+T 
bk = T f(t) sen kogt dt. (16.5) 


Nas equações 16.4 e 16.5, índice k indica o k-ésimo coeficiente na sequência de números 
inteiros 1,2,3,... Observe que a é o valor médio de f(1), a, é duas vezes o valor médio de f(t) 
cos kwçt e b, é duas vezes o valor médio de f(t) sen kof. 

Podemos facilmente deduzir as equações 16.3-16.5 da Equação 16.2 recordando as seguin- 
tes relações integrais, válidas quando m e n forem inteiros: 


to+T 
/ senmwçtdt = 0, paratodom, (16.6) 

bo 

to+T 

/ cosmwçtdt = 0, para todo m, (16.7) 

to 

fo+T 
/ cos mwçtsennwot dt = O, paratodo men, (16.8) 
to 


+T 
) sen moçtsennwçtdt = 0, paratodom Zn, 
tg 


T 
=>" Param =n, (16.9) 


n+T 
/ cos mwçt cos nwçt dt = 0, para todo m * n, 
tg 


A Rae 


,» param =n. (16.10) 


Deixamos a cargo do leitor a demonstração das equações 16.6-16.10 (Problema 16.5). 
Para deduzir a Equação 16.3, simplesmente integramos ambos os lados da Equação 16.2 
em um período: 


n=1 


to+T to+T [0,0] 
f(t)dt = / (a. + Sjancos noçt + Db, sennay) dt 
ty = 


to 


to+T [0,0 to+T 
= K ado 5, (a, cos nogt + b, sennwçt) dt 
to n=1 Jt 


=147+0. (16.11) 


A Equação 16.3 decorre diretamente da Equação 16.11. 
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Para deduzir a expressão para o k-ésimo valor de a,, multiplicamos primeiro a Equação 
16.2 por cos kw, e, então, integramos ambos os lados ao longo de um período de f(t): 


fo+T +T 
f(t) cos kowgt dt = / a, cos kwçt dt 
to 


tg 


[0,0) to+T 
+ x (a, Cos nwpt cos kwot + b, sen noçt cos kwçt) dt 
n=1 Jt, 
YA 
=0+a, + 0. (16.12) 


Explicitando a, na Equação 16.12, obtemos a Equação 16.4. 


Obtemos a expressão para o k-ésimo valor de b, multiplicando primeiro ambos os lados 
da Equação 16.2 por sen kw,f e, então, integrando cada lado ao longo de um período de f(t). 
O Exemplo 16.1 mostra como usar as equações 16.3-16.5 para determinar os coeficientes de 
Fourier para uma função periódica específica. 


EXEMPLO 16.1 Determinação da série de Fourier de uma onda triangular não simétrica. 


Determine a série de Fourier para a tensão periódica da Figura 16.5. 


Solução 
Quando usamos as equações 16.3-16.5 para determi- Figura 16.5 Tensão periódica para o Exemplo 16.1. 
nar a ,a, e b,, podemos escolher o valor de 1. Para a v(1) 
tensão periódica da Figura 16.5, a melhor escolha para 
ty é zero. Qualquer outra escolha dificultaria as integra- V, 
ções necessárias. A expressão para v(t) entre 0e Té 
(o ( E: ) o À 0 T 2T 
vlt) = | ]t. 
T 


À equação para a, é 


1 ('VY, 1 
E o! ( e = 3Ym 


Esse é claramente o valor médio da forma da onda na Figura 16.5. 
A equação para o k-ésimo valor de a, é 


2 Va 
ak = E (Ee); cos koçtdt 


AR ad A á 
nt Po cos kwçgt + FS kopt 


F 


0 


2Val 1 
— Cape ERÊ (cos2mk — 1) | = O para todo k. 
[o 
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A equação para o k-ésimo valor de b, é 


PR a q 
bp = 2 (=) t senkwçt dt 
2V, 


Vad d t il 
PTP nr = Ra kowot : 
2Vn T 

=—>5 10 — — 2 

r ( Em cos mk ) 
mk 


A série de Fourier para v(t) é 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 1 Saber calcular a forma trigonométrica dos coeficientes de Fourier de uma onda periódica. 


16.1 Calcule as expressões para a , a, e b, para a função Va 
periódica mostrada, se V, = 9x V. 
Resposta: que 21,99 V, 


6 consk 
ax = psen” V, 


Ym 
3 


be =É(1— cost) V. 


16.2 Considere o Problema para avaliação 16.1. 


a) Qual é o valor médio da tensão periódica? 
b) Calcule os valores numéricos de a, — a, e b, — bs. 
c) Se T= 125,66 ms, qual é a frequência fundamental em radianos por segundo? 
d) Qual é a frequência do terceiro harmônico em hertz? 
e) Escreva a série de Fourier até o quinto harmônico, inclusive. 
Resposta: (a) 21,99 V; 
(b) —5,2 V;2,6 V;0V;—1,3 e 1,04 V;9 V;4,5 V;0V;2,25 V e 1,8 V; 
(c) 50 rad/s; 
(d) 23,87 Hz; 
(e) v(t) = 21,99 — 5,2 cos 50t + 9 sen 50t + 2,6 cos 100t + 4,5 sen 100% — 1,3 cos 200t + 2,25 sen 200% 
+ 1,04 cos 250t+ 1,8 sen 250t V. 


NOTA: tente resolver também os problemas 16.1-16.3, apresentados no final do capítulo. 
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De modo geral, determinar os coeficientes de Fourier é entediante. Por consequência, 
qualquer coisa que simplifique a tarefa é benéfica. Felizmente, uma função periódica que pos- 
sua certos tipos de simetria reduz significativamente a quantidade de trabalho envolvida na 
determinação dos coeficientes. Na Seção 16.3, discutiremos como a simetria afeta os cálculos 
dos coeficientes em uma série de Fourier. 


16.3 Efeito da simetria sobre os coeficientes de Fourier 


Quatro tipos de simetria podem ser usados para simplificar o cálculo dos coeficientes de 
Fourier: 


e simetria das funções pares; 

e simetria das funções ímpares; 
e simetria de meia-onda; 

e simetria de quarto de onda. 


O efeito de cada tipo de simetria é discutido nas seções a seguir. 


Simetria das funções pares 


Uma função é definida como par se 
RO = At). (16.13) 


Funções que satisfazem a Equação 16.13 são denominadas pares porque polinômios que 
têm somente expoentes pares possuem essa característica. Para funções periódicas pares, as 
equações para os coeficientes de Fourier reduzem-se a 


T/2 


2 
A, = f(t) dt, (16.14) 
Th 
T/ 
Ap =— f(t) cos koçt dt, (16.15) 
Th 
be: = 0, para todo k. (16.16) 


Observe que todos os coeficientes b serão nulos se a função periódica for par. A Figura 
16.6 mostra uma função periódica par. As equações 16.14-16.16 decorrem diretamente das 
equações 16.3-16.5. Para mostrar isso, selecionamos £, = —T/2 


«4 Função par 


e, então, dividimos o intervalo de integração em duas partes, Figura 16.6 Função periódica par, f(t) = ft). 
de-T2a0ede0a T/2,ou f(o) 
Tp 
A, = f(t) dt 
Flzp 


Tp? 


VR di 
= l f(t) dt + — f(t) dt. (16.17) 
TJrp Th 

Agora, mudamos a variável de integração na primeira integral do lado direito da Equação 
16.17 Especificamente, fazemos t = — x e observamos que f(t) = f(— x) = f(x) porque a função 
é par. Além disso, observamos que x = 7/2 quando t=—T/2. e dt = — dx. Então, 


685 


Circuitos elétricos 


T/2 


0 0 
/ F(t) dt = / flO)(—dx) = f(x) dx, (16.18) 
—T/2 T/2 0 


que mostra que a integração de —T/2 a O é idêntica à de O a T/2; por consequência, a Equação 
16.17 é idêntica à Equação 16.14. A dedução da Equação 16.15 é feita de forma semelhante. 
Nesse caso, 


0 T/2 

2 2 
dk = f(t) cos kowgt dt + — f(t) cos kogt dt, (16.19) 
E J-rã TJo 


0 0 
/ f(t) cos kwgt dt = ! f(x) cos (—kwgc)(—dx) 
“Tp T/2 


T/2 
= f(x) cos kwçx dx. (16.20) 
0 


Como antes, a integração de —T/2 a O é idêntica à de O a 7/2. Combinando a Equação 16.20 
com a Equação 16.19, obtemos a Equação 16.15. 

Todos os coeficientes b são iguais a zero quando f(t) é uma função periódica par, porque 
a integração de —T/2 a O é igual à integração de O a 7/2 com o sinal trocado, isto é, 


0 0 
/ Ff(t) senkwçgtdt = / f(x) sen(—kowy)(—dx) 
-T/ T 


T/2 
= — f(x) senkoçr dx. (16.21) 
0 


Quando usamos as equações 16.14 e 16.15 para determinar os coeficientes de Fourier, o 
intervalo de integração deve ser de O a T/2. 


Simetria das funções impares 


Uma função é definida como ímpar se 
Função ímpar D fo) = ft). (16.22) 


Funções que satisfazem a Equação 16.22 são denominadas ímpares porque polinômios 
que têm apenas expoentes ímpares possuem essa característica. As expressões para os coefi- 
cientes de Fourier são 


ay (16.23) 
a,=0, para todo k; (16.24) 
4 (Tr 
be = T f(t) sen koçt dt. (16.25) 
0 


Observe que todos os coeficientes a serão iguais a zero se a função periódica for ímpar. A 
Figura 16.7 mostra uma função periódica ímpar. 
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Para deduzir as equações 16.23-16.25, usamos o mesmo processo utilizado para deduzir as 
equações 16.14-16.16. Deixamos essas deduções a cargo do leitor (Problema 16.7, apresentado 


no final do capítulo). 


Uma função periódica pode se tornar par ou ímpar ao 
ser deslocada ao longo do eixo do tempo. Em outras pala- 
vras, a escolha criteriosa do local em que t = O pode criar uma 
simetria par ou ímpar em uma função periódica. Por exem- 
plo, a função triangular mostrada na Figura 16.8(a) não é nem 
par nem ímpar. Contudo, podemos transformá-la em função 
par, como mostra a Figura 16.8(b), ou em função ímpar, como 


mostra a Figura 16.8(c). 


Simetria de meia-onda 


Uma função periódica possui simetria de meia-onda, 
se satisfaz a equação 


HO =ft— TD). (16.26) 


De acordo com a Equação 16.26, uma função perió- 
dica terá simetria de meia-onda se, após ser deslocada 
metade de um período e invertida, for idêntica à função 
original. Por exemplo, as funções mostradas nas figuras 
16.7 e 16.8 têm simetria de meia-onda, ao passo que as das 
figuras 16.5 e 16.6 não têm. Observe que simetria de meia- 
-onda não é função do local em que t = 0. 

Se uma função periódica tiver simetria de meia-onda, 
a, e b, serão ambos nulos para valores pares de k. Além 
disso, a, também será igual a zero, pois o valor médio de 
uma função com simetria de meia-onda é nulo. As expres- 
sões para os coeficientes de Fourier são 


a,=0, (16.27) 
a; =0, para kpar; (16.28) 
4 (Tr 
= f(t) cos kwpt dt, parak ímpar; (16.29) 
0 
be = 0, para k par; (16.30) 
4 (Tr 
bk = T f(t)senkwot dt, para k ímpar. (16.31) 
0 


Deduzimos as equações 16.27-16.31 começando com 
as equações 16.3-16.5 e escolhendo o intervalo de inte- 
gração de —T/2 a T/2. Então, o dividimos em intervalos 
de —T/2 a 0 e de 0 a T/2. Por exemplo, o cálculo de a, fica 


Figura 16.7 Função periódica ímpar, f(t) = —f(-t). 
AU) 


Figura 16.8 Um exemplo de como a escolha do local em que 


t= 0 pode determinar que uma função periódica 
seja par, ímpar ou nenhum dos dois. (a) Onda 
triangular periódica que não é nem par nem 
ímpar. (b) Onda triangular de (a) transformada em 
função par pelo deslocamento da função ao longo 
do eixo É (c) Onda triangular de (a) transformada 
em função ímpar pelo deslocamento da função ao 
longo do eixo t. 


AU) 


Circuitos elétricos 


totT 
A = f(t) cos kogt dt 
TJ 
Tp 


=— f(t) cos kogt dt 
Tlrp 


24º 
= : f(t) cos kopt dt 
T)rp 


T/2 


+ T F(t) cos kwpt dt. (16.32) 
0 


Agora, mudamos a variável de integração da primeira integral do lado direito da Equação 
16.32. Especificamente, fazemos 


t=x— Th. 
Então, 

x=T/, quando t = 0; 
x=0, quando t=—T/2; 
dt= dx. 

Reescrevemos a primeira integral como 

0 T/2 
/ f(t) cos kogt dt = f(x — T/2) cos koo(x — T/2) dx. (16.33) 
Tp 0 


Observe que 


cos kwo(x — T/2) = cos (kwgx — km) = cos kz cos kwgx 


e que, por hipótese, 
fix — TD) = —fo). 


Por consequência, a Equação 16.33 torna-se 


0 Tp 
/ f(t) cos kwgt dt = / [—f (x)] cos km cos kwgx dx. (16.34) 
-T2 0 
Incorporando a Equação 16.34 na Equação 16.32 obtemos 
2 T/2 
ak = qi — cos kg) F(t) cos kopt dt. (16.35) 
0 


Mas cos kz é 1, quando k é par, e —1, quando k é ímpar. Por conseguinte, da Equação 
16.35 deduzem-se as equações 16.28 e 16.29. 

Deixamos que o leitor verifique se esse mesmo processo pode ser usado para deduzir as 
equações 16.30 e 16.31 (veja o Problema 16.8, apresentado no final do capítulo). 

Resumimos nossas observações afirmando que a representação em série de Fourier de 
uma função periódica com simetria de meia-onda tem valor médio nulo e contém somente 
harmônicos ímpares. 


Capítulo 16 e Séries de Fourier 


Simetria de quarto de onda Figura 16.9 (a) Função com simetria de quarto de onda. (b) 
Função que não tem simetria de quarto de onda. 


O termo simetria de quarto de onda descreve uma 
função periódica que tem simetria de meia-onda e, além 
disso, é simétrica em relação aos pontos médios dos semi- 
ciclos positivo e negativo. A função mostrada na Figura 


AU) 


16.9(a) tem simetria de quarto de onda em relação ao 
ponto médio dos semiciclos positivo e negativo. A fun- 
ção na Figura 16.9(b) não tem simetria de quarto de onda, 
embora tenha simetria de meia-onda. 


Uma função periódica que tenha simetria de quarto (a) 
de onda sempre pode ser transformada em par ou ímpar f(t) 
pela escolha adequada do ponto em que t = 0. Por exem- 
plo, a função mostrada na Figura 16.9(a) é ímpar e pode 
ser transformada em par deslocando-se a função T/4 uni- 


dades para a direita ou para a esquerda, ao longo do eixo 
t. Todavia, a função na Figura 16.9(b) nunca poderá ser 
transformada em par ou em ímpar. Para aproveitar a van- 
tagem da simetria de quarto de onda no cálculo dos coe- 


(b 
ficientes de Fourier, deve-se escolher o ponto em que t = ) 
O, de forma a transformar a função em par ou em ímpar. 
Se a função for transformada em par, 
a, = 0, por causa da simetria de meia-onda; 
as = 0, para k par, por causa da simetria de meia-onda; 
8 fT/A 
%=7 F(t) cos kogt dt, para k ímpar; 
0 
be = 0, para todo k, porque a função é par. (16.36) 


As equações 16.36 resultam da simetria de quarto de onda da função, além do fato da 
função ser par. Lembre-se de que como a simetria de quarto de onda implica a simetria de 
meia-onda, podemos eliminar a e a, para k par. Comparando a expressão para a,, k ímpar, 
nas equações 16.36 com a Equação 16.29, vemos que combinar simetria de quarto de onda 
com a simetria das funções pares permite diminuir o intervalo de integração de O a T/2 para 
0 a T/4. Fica a cargo do leitor a dedução das equações 16.36 (Problema 16.9, apresentado no 
final do capítulo). 


Se a função com simetria de quarto de onda for transformada em ímpar, 
a, = 0, porque a função é ímpar; 
ax = 0, para todo k, porque a função é ímpar; 


be = 0, para k par, por causa da simetria de meia-onda; 


g (Ta 


bk = T f(t)senkwgt dt, para k ímpar. (16.37) 
0 


Circuitos elétricos 


As equações 16.37 são uma consequência direta da função ter simetria de quarto de onda 
e ser ímpar. Novamente, isso permite diminuir o intervalo de integração de O a T/2 para O a 
TIA. Fica a cargo do leitor a dedução das equações 16.37 (Problema 16.10, apresentado no final 
do capítulo). 

O Exemplo 16.2 mostra como usar a simetria para simplificar o cálculo dos coeficientes 
de Fourier. 


EXEMPLO 16.2 Determinação da série de Fourier de uma função ímpar com simetria. 
Determine a série de Fourier para a onda de corrente da Figura 16.10. 


Solução 

Começamos procurando, na onda, graus de simetria. Vemos que a função é ímpar e, além disso, tem 
simetria de meia-onda e de quarto de onda. Como a função é ímpar, todos os coeficientes a são nulos; 
isto é a,=0e a,=0 para todo k. Como a função tem simetria de meia-onda, b, = O para valores pares 
de k. Como a função tem simetria de quarto de onda, a expressão para b, para valores ímpares de k é 


T/4 . Ci 

8 Ê 2: 

ne a it) senkanf dt. Figura 16.10 Onda periódica para o Exemplo 16.2 
0 


No intervalo O = 1 = T/4, a expressão para i(t) é 


41 
i(t) = ah 


Assim, 


b 8 [Malm tsenkwpt dt 
e [6)) 
+= Th T 0 


— 3U, rent t cos kwgt 


Õ) 
0 


Tº À Koi ko 
8Im kk 
= 57 sen E (k é ímpar) 


A representação de i(t) em série de Fourier é 


(0) 8Lm 3 1 nt : 
L E sen sennmv, 
q? n=[85..n? 2 
8Lm 


1 
= (sen Dot — q SenSapt 


1 1 
+ 25 SenSant = 49 *en7ant e ste 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 1 Saber calcular a forma trigonométrica dos coeficientes de Fourier de uma onda periódica. 


16.3 Calcule a série de Fourier para a tensão periódica vo (t) 
mostrada. Vi 
Resposta: 

sen(nm/3) | ] | | 


e A NR O T/6 TI3 TI 27/3 5TI6 


12V 
Vg(t) = Ex 


NOTA: tente resolver também os problemas 16.11 e 16.12, apresen- 


e. Va 
tados no final do capítulo. 


16.4 Forma trigonométrica alternativa da série de Fourier 


Em aplicações da série de Fourier a circuitos, combinamos termos em cosseno e seno em 
um único termo por conveniência. Isso nos permite a representação de cada harmônico de v(t) 
ou i(t) como uma única quantidade fasorial. Os termos em cosseno e seno podem ser combina- 
dos em uma expressão de cosseno ou em uma de seno. Como escolhemos o cosseno na análise 
fasorial (veja o Capítulo 9), também escolheremos aqui o cosseno para a forma alternativa da 
série. Por isso, escrevemos a série de Fourier da Equação 16.2 como 


f) = a, + SAncos(nogt — 04), (16.38) 
n=1 
em que 4, e 0, são definidos pela grandeza complexa 
à —jba= Va +b/-0, = A/ 0 (16.39) 


Deduzimos as equações 16.38 e 16.39 usando o método fasorial para somar os termos em 
cosseno e seno na Equação 16.2. Começamos expressando as funções seno como funções cos- 
seno; isto é, reescrevemos a Equação 16.2 como 


f(t) = a, + Sa,cosnot + b, cos(nwgt — 90º). (16.40) 
n=1 


Ao adicionar os termos do somatório usando fasores, obtemos 


Flancosnwnt) = a, /0º (16.41) 
e 
Flb, cos(nwot — 90) = b, />90º = b,. (16.42) 


Então, 
Fla, cos(nwgt + ba cos(nogt — 90º)) = a, — jba 
= Va +bi/-0, 
= An/0p- (16.43) 


Circuitos elétricos 


Quando executamos a transformada fasorial inversa da Equação 16.43, obtemos 
a, cos nopt + b, cos(nogt — 90º) =F LA, /—0,) 


= A,cos(nwt — 0,). (16.44) 


Substituindo a Equação 16.44 na Equação 16.40, obtemos a Equação 16.38. A Equação 
16.43 corresponde à Equação 16.39. Se a função periódica for par ou ímpar, 4, reduz-se a a, 
(par) ou b, (ímpar), e 0, é 0º (par) ou 90º (ímpar). 

A dedução da forma alternativa da série de Fourier para uma dada função periódica é 
ilustrada no Exemplo 16.3. 


EXEMPLO 16.3 Cálculo das formas da série trigonométrica de Fourier para uma tensão periódica. 


a) Calcule as expressões de a, e b, para a função perió- 


Figura 16.11 Função periódica para o Exemplo 16.3. 
dica da Figura 16.11. 


v(t) 
b) Escreva os quatro primeiros termos da série de Fou- Va 
rier de v(t) usando a forma da Equação 16.38. 


Solução 


ST 3T IT 2T 
4 4 2 4 


a) A tensão v(t) não é par nem ímpar, nem tem simetria TT 
de meia-onda. Por conseguinte, usamos as equações E 
16.4 e 16.5 para determinar a, e b,. Escolhendo 1, 
como zero, obtemos 


2 T/4 T 
= a] / V, cos kwt dt + (0) cos kwpt a 


T/4 
— Wasenkogt|T! Va km 
= T kw, 0 = km ii 2 


2 (Ts 
be = / Va senkwot dt 
Th 


o 
0 


=2V a (- kopt 
T ko, 


«Jo (1- cont) 
= a cos 2 . 


b) O valor médio de v(t) é 


ValT/4) - Vm 
T 4" 


ly — 


Os valores de a, — jb, parak = 1,2 e 3 são 
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Pas Ve VW . 
a —jb; = ed = /—45", 


Vm o Vm : 
Cc agi (ad Un Corsi / 90", 


—Va Vm o NOVA 135º 
37 Fam 37 mi 


as — jby = 


Assim, os quatro primeiros termos da série de Fourier de v(t) são 


Fa WAV 
v(t) = FE + = 


Vm 
cos(wot — 45º) + 7 OQ — 90º) 


av 
+ 3 cos(3wgt — 135) + --- 
ro 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber calcular a forma trigonométrica dos coeficientes de Fourier de uma onda periódica. 


16.4a) Calcule A, — A, e 0, — 0, para a função periódica mostrada, se V,, = 97 V. 
b) Usando a forma da Equação 16.38, escreva a série de Fourier para v(t) até o quinto harmônico, inclusive 
admitindo que T = 125,66 ms. 
Resposta: (a) 10,4; 5,2: 0;2,6;2,1 V e —120º, —60º; não definido; 
E UZO Ba 0 
(b) v(t) = 21,99 + 10,4 cos(50t — 120º) Vem 
+5,2 cos(100t — 60º) + 2,6 cos(200t — 120º) 3 
+ 2,1 cos(250t — 60º) V. 


Vm 


É 


T I | I I I 
Po Br dm agr SI Ir 
NOTA: tente resolver também o Problema 16.22, apresentado no final do capítulo. do 3 > 3 


16 5 Exemplo de aplicação Figura 16.12 Um circuito AC excitado por uma tensão 


periódica. (a) Circuito AC em série. 


: E R (b) Tensão de onda quadrada. 
Agora vamos ilustrar como usar a série de Fourier de 


uma função periódica para determinar a resposta de regime R 
permanente de um circuito linear, pelo circuito RC da Figura 
16.12(a). O circuito é energizado com a onda quadrada de É (O 
tensão mostrada na Figura 16.12(b). A tensão no capacitor é é 

o sinal de resposta, ou saída, desejado. 


: 
St 


A primeira etapa na determinação da resposta de (a) 
regime permanente é representar a fonte de excitação perió- v 
dica por sua série de Fourier. Depois de observar que a fonte 
tem simetria ímpar, de meia-onda e de quarto de onda, sabe- 
mos que os coeficientes de Fourier reduzem-se a b,, com k 
restrito a valores inteiros ímpares: 


(b) 


Circuitos elétricos 


8 pra 
be = — / Va senkowgt dt 
Th 


4Vm Zé 
a (k é ímpar). (16.45) 
q 


Então, a representação em série de Fourier de v ; É 


4V 4 
v,=—2 S -—sennw. (16.46) 
T ni3sM 


Escrevendo a série em forma expandida, temos 


AV, AV 
Vs = senwçt + ER sen3wçt 
Av, AV 
+ —E senSwyt + — sen7wgt + --- (16.47) 
57 Fis 


A fonte de tensão dada pela Equação 16.47 é equivalente a um número infinitamente 
grande de fontes senoidais ligadas em série, cada qual com a própria amplitude e frequência. 
Para determinar a contribuição de cada fonte para a tensão de saída, usamos o princípio da 
superposição. 


Para qualquer uma das fontes senoidais, a expressão fasorial para a tensão de saída é 


Ve 


Va - TF joRC (16.48) 


Como todas as fontes de tensão são expressas como funções seno, interpretamos um fasor 
em termos do seno, em vez do cosseno. Em outras palavras, quando passarmos do domínio 
fasorial para o domínio do tempo, simplesmente escreveremos as expressões no domínio do 
tempo como sen(wt + 0) em vez de cos(wt + 0). 


A tensão fasorial de saída decorrente da frequência fundamental da fonte senoidal é 


2 Malm)/0º 


Va = 74 jogRC * RR) 


Escrevendo V,,, em forma polar, obtemos 


o (4Vm)/ Bi (16.50) 
jd mV1 + ojRêC? , 


em que 
Bi = tg IwpRC. (16.51) 
A partir da Equação 16.50, a expressão no domínio do tempo para o componente da fre- 
quência fundamental de v, é 
4Vm 


vol =[5 = eN(ogt — Bi). 
VI + ogRC 


Calculamos o componente do terceiro harmônico da tensão de saída de modo seme- 
lhante. A tensão fasorial do terceiro harmônico é 


(16.52) 
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— (4V/3m) 70º 
31 +j3nRC 
4Vm 


= dam 2 
37V1 + 9wgRiC? Ê 


(16.53) 
em que 
Ba=tg '3wpRC. (16.54) 
A expressão no domínio do tempo para a tensão de saída do terceiro harmônico é 


4Vm 


a, 2R20? 

3mV1 + 9wGRC 

Daí, a expressão para o componente do k-ésimo harmônico da tensão de saída é 
4Vm 


sen(3wot — Ba). (16.55) 


Vok = sen(kogt — Br)  (ké ímpar), 16.56 
“avi + ERRO dd (era) 

em que 
Br= tg !kogRC  (k é ímpar). (16.57) 


Escrevemos, agora, a representação em série de Fourier da tensão de saída: 


nte 4Vn sen(noot — By) (16.58) 
E T n-i3s..nV1 + (nogRC)? 


A dedução da Equação 16.58 não foi difícil. Contudo, embora tenhamos uma expressão 
analítica para a tensão de saída de regime permanente, a forma de v (t) não fica imediata- 
mente clara pela Equação 16.58. Como mencionamos antes, essa deficiência é um problema da 
série de Fourier. Todavia, a Equação 16.58 não é inútil, porque nos dá uma ideia da forma de 
onda de regime permanente de v (t),se examinarmos a resposta de frequência do circuito. Por 
exemplo, se € for grande, 1/nw,C é pequeno para os harmônicos de ordem superior. Assim, o 
capacitor curto-circuita os componentes de alta frequência da onda de entrada, e os harmôni- 
cos de ordem superior da Equação 16.58 são desprezíveis em comparação com os de ordem 
inferior. A Equação 16.58 reflete essa condição no sentido de que, para C grande, 


4Vm E 
= t — 90º 
TORRE = sen(noo ) 
—A4V e 1 
ms E = COS noot. (16.59) 


TugRC n=135,.. M 


A Equação 16.59 mostra que a amplitude dos harmônicos na tensão de saída decresce pro- 
porcionalmente a 1/n?, enquanto os harmônicos da tensão de entrada têm amplitude decres- 
cente com 1/n. Se € for tão grande que somente o componente fundamental é significativo, 
então, como primeira aproximação 


4Vm 
volt) = mao Cos wpt, (16.60) 


e a análise de Fourier nos diz que a onda quadrada de entrada é deformada, resultando uma 
saída senoidal. 


Circuitos elétricos 


Vamos ver, agora, o que acontece quando € — 0. O circuito mostra que v, e U | SãO iguais 
quando C = 0, pois o ramo capacitivo assemelha-se a um circuito aberto em todas as frequên- 
cias. A Equação 16.58 prevê o mesmo resultado, pois à medida que €C > 0, 


oo 
vo = tm B> “sen not. (16.61) 
n=135,.. 
Mas a Equação 16.61 é idêntica à Equação 16.46 e, por consequência, v, — v Ê quando C => 0. 
Desse modo, a Equação 16.58 mostrou-se útil ao nos auxiliar a prever que a forma de 
onda da saída será uma versão muito distorcida da forma de onda da entrada se Cfor grande, e 
uma versão razoavelmente fiel se € for pequeno. No Capítulo 13, estudamos a distorção entre 
a entrada e a saída em termos da memória que a função de peso do sistema possui. No domí- 
nio da frequência, examinamos a distorção entre a entrada e a saída de regime permanente em 
termos do modo como são alteradas a amplitude e a fase dos harmônicos do sinal de entrada. 
Quando o circuito altera significativamente as relações de amplitude e fase dos harmônicos da 
saída em relação aos da entrada, a saída é uma versão distorcida da entrada. Assim, no domí- 
nio da frequência, falamos em distorção de amplitude e fase. 
Para o circuito que apresentamos, a distorção de amplitude está presente porque as ampli- 
tudes dos harmônicos de entrada decrescem com 1/n,ao passo que as ampliítudes dos harmôni- 
cos de saída decrescem com 


1 1 


nNv1 + (noyRC) 


Esse circuito também exibe distorção de fase porque o ângulo de fase de cada harmônico 


de entrada é igual a zero, ao passo que a fase do n-ésimo harmônico da saída é —tg 'nw,RC. 


Determinação direta da resposta de regime permanente 


Podemos calcular a expressão para a resposta de regime permanente para o circuito RC 
simples da Figura 16.12(a) sem recorrer à representação em série de Fourier dos sinais de 
entrada. Essa análise adicional acrescenta algo mais ao que já entendemos da abordagem da 
série de Fourier. 

Para determinar a expressão de regime permanente para v, por análise direta do circuito, 
raciocinamos da seguinte forma: a onda quadrada de excitação carrega o capacitor ora com 
+V, Ora com —V 


is m Após o circuito atingir o regime permanente, esse carregamento alter- 


nado torna-se periódico. Pela análise do circuito RC (Capítulo 7), sabemos que sua resposta a 
mudanças abruptas na tensão é exponencial. Assim, a forma de onda da tensão de regime per- 
manente no capacitor da Figura 16.12(a) é a mostrada na Figura 16.13. 


Figura 16.13 Forma de onda de regime permanente de As expressões analíticas para v (t) nos intervalos de 


vo 


Ww 


v, para o circuito na Figura 16.12(a). tempo0=i=T2eT2=t=Tsão 


No sentido de +V,, No sentido de +V,, vo = Va + (Vi— Ve E, ereta (16.62) 
vo = —Vm + (Vo + Vae E UIDIRO qja <t <T. (16.63) 


p Calculamos as equações 16.62 e 16.63 usando os métodos 


do Capítulo “; como resumidos pela Equação 7760. Obtemos 
os valores de V, e V, observando, pela Equação 16.62, que 

E À = - —TI2RC 
No sentido de —V,, No sentido de —V, Vo=Va t(Vi— Voe Ea (16.64) 


m 
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e, pela Equação 16.63, que 
Vi= Voto V je e, (16.65) 


Explicitando V, e V, nas equações 16.64 e 16.65, obtemos 


Val — id 


Fi Vi- 1 + e TRRC (16.66) 
Substituindo a Equação 16.66 nas equações 16.62 e 16.63, temos 
vo=Vm 1 ee e, 0 <t=<T/2, (16.67) 
e 
vo = Vw + Í Ro E UPIRC O Tp <t<T (16.68) 


As equações 16.67 e 16.68 indicam que v (t) tem simetria de meia-onda e que, portanto, 
o valor médio de v, é igual a zero. Esse resultado está de acordo com a solução por série de 
Fourier para a resposta de regime permanente — ou seja, visto que o sinal de entrada não 
tem nenhum componente de frequência nulo, a resposta também não pode ter. As equações 
16.67 e 16.68 também mostram o efeito da variação do valor do capacitor. Se € for pequeno, 
as funções exponenciais vão desaparecer rapidamente e v, = V, entre0e T2,e v,=—V,, 
entre 7/2 e T. Em outras palavras, v, — V, quando € > 0. Se C for grande, a forma EE onda 
da saída vai tornar-se triangular, como mostra a Figura 16.14. Observe que, para € grande, 
podemos aproximar os termos exponenciais e “RC e el! (TDYRC pelos termos lineares 
1—- (RC) e 1— ([t— (T/2)]/RC), respectivamente. A Equação 16.59 expressa a série de Fou- 
rier dessa forma de onda triangular. 

A Figura 16.14 resume os resultados. A linha tracejada é Figura 16.14 Efeito do valor do capacitor na resposta de 
E j Read n regime permanente. 

a tensão de entrada, a linha sólida cinza representa a tensão 
de saída quando C é pequeno e a linha sólida preta repre- 
senta a tensão de saída quando C é grande. 

Por fim, verificamos que a resposta de regime perma- 
nente das equações 16.67 e 16.68 é equivalente à solução da 
série de Fourier da Equação 16.58. Para isso, simplesmente 
calculamos a série de Fourier da função periódica descrita 


pelas equações 16.67 e 16.68. Já percebemos que a resposta 
de tensão tem simetria de meia-onda. Por consequência, a 
série de Fourier contém somente harmônicos ímpares. Para 


k ímpar, 
T/2 2V. eTURC 
= (vm — e ge) cos kwnt dt 
—8RCV o 
(k é ímpar), (16.69) 


“TU + (koyRO)] 
T/2 2V , set Re 
= (7a — Va e o )senkany dt 


O WVy SkwgVmR2C? 
kr TU + (koRC)] 


(k é ímpar). (16.70) 


Circuitos elétricos 


Para mostrar que os resultados obtidos pelas equações 16.69 e 16.70 são compatíveis com 
a Equação 16.58, temos de provar que 


4Vv, 1 
Va+bi=— l (16.71) 
km 1 + (koyRC)? 


e que 


Fica a cargo do leitor verificar as equações 16.69-16.72, nos problemas 16.23 e 16.23, apre- 
sentados no final do capítulo. As equações 16.71 e 16.72 são usadas com as equações 16.38 e 
16.39 para calcular a expressão da série de Fourier da Equação 16.58; deixamos os detalhes 
para o Problema 16.25, no final do capítulo. 

Com esse circuito ilustrativo, mostramos como usar a série de Fourier em conjunto com o prin- 
cípio da superposição, para obter a resposta de regime permanente para uma função de alimenta- 
ção periódica. Novamente, a principal deficiência da série de Fourier é a dificuldade de visualizar 
a forma de onda da resposta. Contudo, raciocinando em termos da resposta de frequência de um 
circuito, podemos deduzir uma aproximação razoável da resposta de regime permanente usando 
um número finito de termos adequados na representação em série de Fourier. (Veja os problemas 
16.28 e 16.30, apresentados no final deste capítulo.) 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber analisar a resposta de um circuito a uma forma de onda periódica. 


16.5 A onda de tensão triangular periódica vista à esquerda é aplicada ao circuito mostrado à direita. 
Calcule os três primeiros termos não nulos da série de Fourier da tensão de regime permanente v,, 
Seiva 281,257? mV e o período da tensão de entrada for 2007 ms. 

Resposta: 2.238,83 cos(10t — 5,71º) + 239,46 cos(30t —16,70º) + 80,50 cos(50t — 26,57º) + ...mV 


16.6 A onda de tensão quadrada periódica mostrada à esquerda é aplicada ao circuito mostrado à direita. 
a) Calcule os quatro primeiros termos não nulos da série de Fourier da tensão de regime permanente v,, 
se V, — 2107 V e o período da tensão de entrada for 0,27 ms. 
b) Qual harmônico domina a tensão de saída? Explique. 
Resposta: (a) 175 cos(10.000t + 88,81º) + 26,14 cos(30.000t — 95,36º) + 168 cos(50.000t) + 17,32 cos(70.000t 
a SS) a E aco Vá 
(b) O quinto harmônico cuja frequência regular é 10.000 rad/s, pois o circuito é um filtro passa- 


-faixa com uma frequência central de 50.000 rad/s e um fator de qualidade de 10. 
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10k0 
Vo e PAVAVARA o 
+ + 
| | tu, 20nF  320mH dv, 
0 Fa o 1 
= Fr Q e 


NOTA: tente resolver também os problemas 16.28 e 16.29, apresentados no final do capítulo. 


16.6 Cálculos de potência média de funções periódicas 


Se tivermos a representação em série de Fourier da tensão e da corrente nos terminais 
de um circuito linear de parâmetros concentrados, poderemos expressar facilmente a potência 
média do circuito em função das tensões e correntes harmônicas. Usando a forma trigonomé- 
trica da série de Fourier, expressa na Equação 16.38, escrevemos a tensão e a corrente perió- 
dicas nos terminais de uma rede como 


v=Voc+ SVacos(not — On), (16.73) 
n=1 

i= Te + Slncos(not — O). (16.74) 
n=1 


A notação usada nas equações 16.73 e 16.74 é definida da seguinte forma: 


V..= amplitude do componente contínuo da tensão, 
V, = amplitude do harmônico de ordem n da tensão, 
0,n— ângulo de fase do harmônico de ordem n da tensão, 
T..— amplitude do componente contínuo da corrente, 
1, = amplitude do harmônico de ordem n da corrente, 
0,, — ângulo de fase do harmônico de ordem n da corrente. 


Consideramos que o sentido de referência da corrente seja o da queda de tensão nos ter- 
minais (usando a convenção passiva), de modo que a potência instantânea nos terminais seja 


vi. A potência média é 
ppt ppt 
P=+ É pdt = / vi dt. 16.75) 
E di E da 


Para determinar a expressão para a potência média, substituímos as equações 16.73 e 
16.74 na Equação 16.75 e integramos. À primeira vista, a tarefa parece colossal, pois vi é o 
produto de duas séries finitas. Contudo, os únicos termos que sobrevivem à integração são 
os que envolvem produtos de tensão e corrente de mesma frequência. Uma revisão das 


equações 16.8-16.10 deve confirmar a validade dessa observação. Assim, a Equação 16.75 
reduz-se a 
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1 to+T 
P= qVelel 


[0,0] to+T 
+ 5 Vilacos(nogt — 04) 
na to 


tg 


X cos(nwgt — 0,,) dt. (16.76) 


Agora, usando a identidade trigonométrica 


1 if 
cosacosB = > costa B) + 2 costa + B), 


simplificamos a Equação 16.76 para 


1 [0.0] Val, to+T 


PS Vade 
cc” ee Ta 2 a 


[ cos(O,m — On) 


+ cos(Qnwpt — 0,n — O;)]dt. (16.77) 


Como a integral do segundo termo do integrando é nula, 


Valn 
P: 


oo 
P= Vidar cos(d,, — 0a). (16.78) 
n=l 

A Equação 16.78 é particularmente importante porque mostra que, no caso de uma inte- 
ração entre uma tensão periódica e a corrente periódica correspondente, a potência média 
total é a soma das potências médias obtidas da interação entre correntes e tensões de mesma 
frequência. Correntes e tensões de frequências diferentes não interagem para produzir potên- 
cia média. Portanto, em cálculos de potência média envolvendo funções periódicas, a potência 
média total é a soma das potências médias de cada harmônico de tensão e corrente conside- 
radas separadamente. O Exemplo 16.4 ilustra o cálculo da potência média envolvendo uma 
tensão periódica. 


EXEMPLO 16.4 Cálculo da potência média para um circuito com uma fonte de tensão periódica. 


Suponha que a onda quadrada periódica do Exemplo 16.3 seja aplicada aos terminais de um resistor 
de 15 92.0 valor de V, é60V eode Té5 ms. 


a) Escreva os primeiros cinco termos não nulos da série de Fourier de v(t). Use a forma trigonomé- 
trica dada na Equação 16.38. 


b) Calcule a potência média associada a cada termo do item (a). 

c) Calcule a potência média total fornecida ao resistor de 15 O. 

d) Qual percentagem da potência total é fornecida pelos primeiros cinco termos da série de Fourier? 
Solução 

a) O componente contínuo de v(t) é 


GOTA À 


15 V. 
Ay T 


Pelo Exemplo 16.3, temos 
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Ay = V260/7 = 27,01 V, 
9,=45º, 
A, = 60/m = 19,10 V, 
6,=90º, 
As = 20V2/7 = 9,00V, 
0,=138º, 
A,=0, 
ne, 
As=5,40V, 
9,=45º, 
27 2m(1.000) 


T 5 = 4007 rad/s. 


Ugy — 


Assim, usando os primeiros cinco termos não nulos da série de Fourier 


v(t) = 15 + 2701 cos(4007t — 45º) 

+ 19,10 cos(8007t — 90º) 

+ 9,00 cos(1.2007t — 135º) 

+ 5,40 cos(2.0007mt — 45º) +... V. 


b) Como a tensão é aplicada aos terminais de um resistor, podemos determinar a potência associada 
a cada termo da seguinte forma: 


Prue e =15W, 
E o =2432W, 
— o = 1216W, 
= aa =270W, 
ne a =097W. 


c) Para obter a potência média total fornecida ao resistor de 15 Q, em primeiro lugar calculamos o 
valor eficaz de v(t): 


—[C60/T/4) 


Vi = 900 = 30V. 


A potência média total fornecida ao resistor de 15 O é 
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30? 
Prp=>D=6W. 
E i 


d) A potência total fornecida pelos cinco primeiros termos não nulos é 
PEPPERS DYW. 


Isto é, (55,15/60)(100) ou 91,92% do total. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber estimar a potência média fornecida a um resistor usando poucos coeficientes de Fourier. 


16.7 A tensão trapezoidal do Problema para avaliação 16.3 é apli- 
cada ao circuito mostrado. Se 12V, — 296,09 V e T = 2.094,4 
ms, calcule a potência média fornecida ao resistor de 2 O. 


Resposta: 60,75 W. 


NOTA: tente resolver também os problemas 16.34 e 16.35, apresentados no final do 
capítulo. 


16.7 Valor eficaz de uma função periódica 


O valor eficaz de uma função periódica pode ser expresso em termos dos coeficientes de 


Fourier; por definição, 
poptT 
Fu 4 FC? de. (16.79) 
tg 


Representando f(t) por sua série de Fourier, obtemos 


1 to+T oo 2 
Fas Ja E + SA, cos (not — so | dt. (16.80) 
ta n=1 


O cálculo da integral do quadrado da função é simplificado pelo fato de os únicos termos 
que sobrevivem à integração serem os relacionados ao termo constante e aos produtos dos 
harmônicos de mesma frequência. A integral de todos os outros produtos é igual a zero. Assim, 
a Equação 16.80 reduz-se a 


= Ja + z ( =). (16.81) 
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A Equação 16.81 mostra que o valor eficaz de uma função periódica é a raiz quadrada da 
soma do quadrado do valor eficaz de cada harmônico e do quadrado do valor constante. Por 
exemplo, vamos supor que uma tensão periódica seja representada pela série finita 


v=10+30 cos(wpt — 8,) + 20 cos(Z2w,t — 9,) + 5 cos(3wpt — 8,) + 2 cos(Swpt — 85). 
O valor eficaz dessa tensão é 


V = v10 + (30/V2) + (20/23) + (5/V2)2 + (2/2) 
— VT64S = 27,65 V. 


Normalmente, é necessário um número infinito de termos para representar uma função 
periódica por uma série de Fourier e, por conseguinte, a Equação 16.81 dá como resultado uma 
estimativa do valor verdadeiro. Ilustramos esse resultado no Exemplo 16.5. 


EXEMPLO 16.5 Estimativa do valor eficaz de uma função periódica. 
Use a Equação 16.81 para estimar o valor eficaz da tensão no Exemplo 16.4. 


Solução 
Pelo Exemplo 16.4, 


Va DV, 

V,—270 1/N2. V, valor eficaz da fundamental, 

V,= 19,10/N2 V, valor eficaz do segundo harmônico, 
V;= 9,00/N2 V, valor eficaz do terceiro harmônico, 
V;= 5,40//2 V, valor eficaz do quinto harmônico. 


Assim, 


27,01)? 19,10)? 9,00)? 540)? 
meire (o) +) + vo) Hliva) 
: v2 v2 v2 v2 
= 28,76 V. 


Pelo Exemplo 16.4, o valor eficaz correto é 30 V. Aproximamo-nos desse valor incluindo cada vez mais 
harmônicos na Equação 16.81. Por exemplo, se incluirmos harmônicos até k = 9,0 valor calculado pas- 
sará a ser 29,32 V. 


NOTA: avalie sua compreensão a respeito deste material tentando resolver os problemas 16.37 e 16.39, apresentados no final do capítulo. 


16.8 Forma exponencial da série de Fourier 


A forma exponencial da série de Fourier nos interessa porque nos permite expressar a 
série com concisão. A forma exponencial da série é 


ft) = 5 Ear (16.82) 
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em que 
+T 


CG =7 F(De ro dr. (16.83) 
to 
Para chegar às equações 16.82 e 16.83, vamos voltar à Equação 16.2 e substituir as funções 
cosseno e seno por equivalentes de exponenciais: 
ein vt dE ein 
2 2 
ein ont eira 


sennwgl = ———1 (16.85) 
2j 


cos nwçt = (16.84) 


Substituindo as equações 16.84 e 16.85 na Equação 16.2, obtemos 
= q Am in ogt jn ogt by in wgt —jnwgt 
ft0)=a+ So (er + ciroiy + eira! — nos 
n=1 2 2] 
= a, + > (252% ro + (ee SE otro, (16.86) 


n=1 


Agora, definimos C, como 


1 A 
Ca = (In — jba) = 2/0 p=, 2,.3,00: (16.87) 


Pela definição de C,, 


1] 92 piotT fot T 
G=5|7 t tdt — j> t fdt 
n E E F(t) cos no, IT A f(t)sen nog | 
LputT 
= T f(t)(cos nogt — jsen nwot) dt 
to 
1 to+T 
>T ! fer dr, (16.88) 
to 


o que conclui a dedução da Equação 16.83. Para completarmos a dedução da Equação 16.82, 
primeiramente observamos que, da Equação 16.88, 


ppt 
Co = 7) sd Udit = aj. (16.89) 
Em seguida, observamos que 
to+T 1 
E E Art d = E = (an + jb,). (16.90) 


tg 


Substituindo as equações 16.87, 16.89 e 16.90 na Equação 16.86, obtemos 


nO = ic pe) 
n=1 


oo 


= 3 certo + S Cetro, (16.91) 
n=0 = 


n=1 


Observe que o segundo somatório do lado direito da Equação 16.91 é equivalente a somar 
C, elo de —1 a —co; isto é, 
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Corr = ss Cem, (16.92) 
n=1 n=A, 
Como o somatório de —1 a —oo é o mesmo que o somatório de —oo a —1, usamos a Equa- 
ção 16.92 para reescrever a Equação 16.91: 


Do + 
f(t) 3 Cyelroo! «É po Cort 


n=0 
= Sc,ero, (16.93) 


o que conclui a dedução da Equação 16.82. 


Também podemos expressar o valor eficaz de uma função periódica em termos dos coefi- 
cientes complexos de Fourier. Pelas equações 16.81, 16.87 e 16.89, 


Lai + bi 
Fy=Ji+ SE, (16.94) 
n=1 


IC =, (16.95) 


Cid. (16.96) 


Substituindo as equações 16.95 e 16.96 na Equação 16.94, obtemos a expressão desejada: 


Fa=/G+2SICP. (16.97) 
n=1 


O Exemplo 16.6 ilustra o processo de representação na forma exponencial da série de 
Fourier de uma função periódica. 
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EXEMPLO 16.6 Determinação da forma exponencial da série de Fourier. 


Determine a forma exponencial da série de Fourier para a tensão da Figura 16.15. 
Solução 


Usando —7/2 como ponto de partida para a integração, temos, pela Equação 16.83, 


T/2 
1 : 
=— In wgt 
Gm a Vme a Figura 16.15 Tensão periódica para o Exemplo 16.6. 
Va o] 7/2 v(1) 
É (— —/2 
= Mm (oia — einwnr/?) 
nogT 
v —7/2 0 7/2 T-1/2 TT+7/2 
m 
= — sen 2 
not nooT/ 


Nesse caso, como v(t) tem simetria par, b, = O para todo n e, portanto, C, deve ser real. Além do mais, 
C, é proporcional a (sen x)/x, já que pode ser expresso como 
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Var sen(nwoT/2) 
Fã nowçT/2 


C, 


Falaremos mais sobre esse assunto na Seção 16.9. A representação em série exponencial de v(t) é 


ein [ONA 


2 [Var sen(nowor/2) 
= 2 ( T ) nwgT/2 


n=-00 


E (Le) 2 sen(noçr/2) 


ein cont, 
T 


não nogr/2 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 4 Saber calcular a forma exponencial dos coeficientes de Fourier para uma onda periódica. 


16.8 Calcule os coeficientes C, de Fourier para a fun- 
ção periódica mostrada. Sugestão: aproveite o 
fato de que C =(a, —jb,)/2. 

Resposta: C, = (1 + 3cos!P), n ímpar 


16.9a) Calcule o valor eficaz da corrente do Pro- 
blema para avaliação 16.8. 


b) Estime o valor eficaz usando os coeficientes 
deCia Ca. 
c) Qual é o erro percentual no valor obtido em 
(b), com base no valor verdadeiro determinado em (a)? 
d) No caso dessa função periódica, poderíamos usar um número menor de termos para estimar o valor efi- 
caz e, ainda assim, garantir que o erro fosse menor do que 1%? 
Resposta: (a) V34 A; 
(b) 5,777 A; 
(c) —0,93%; 
(d) sim; se fossem usados os coeficientes de C, a Cy, o erro seria —0,98%. 


NOTA: tente resolver também os problemas 16.44 e 16.45, apresentados no final do capítulo. 


16.9 Espectros de amplitude e de fase 


Uma função do tempo periódica é definida por seus coeficientes de Fourier e seu período. 
Em outras palavras, quando conhecemos a O b, e T, podemos construir f(t), ao menos teo- 
ricamente. Quando conhecemos a, e b,, também conhecemos a amplitude (A,) e o ângulo 
de fase (—6,) de cada harmônico. Mais uma vez, de modo geral, não podemos visualizar o 
aspecto da função periódica no domínio do tempo a partir dos coeficientes e dos ângulos de 
fase; contudo, reconhecemos que essas quantidades caracterizam a função periódica comple- 
tamente. Desse modo, se dispusermos de tempo de computação suficiente, poderemos sinte- 
tizar a forma de onda no domínio do tempo pelos dados de amplitude e ângulo de fase. Além 
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disso, quando uma função periódica alimenta um circuito de alta seletividade de frequência, 
a série de Fourier da resposta de regime permanente é dominada por apenas alguns termos. 
Assim, a descrição da resposta em termos de amplitude e fase pode nos dizer qual é a forma 
de onda da saída. 

Podemos representar graficamente uma função periódica em termos da amplitude e do 
ângulo de fase de cada termo da série de Fourier de f(t). O gráfico da amplitude de cada termo 
em relação à frequência é denominado espectro de amplitude de f(t) e o gráfico do ângulo de 
fase em relação à frequência é denominado espectro de fase de f(t). Como a amplitude e o 
ângulo de fase são especificados para valores discretos da frequência (isto é, em w,, 205, 30, 
...), esses gráficos também são denominados espectros de linha. 


Um exemplo de espectros de amplitude e de fase 


Espectros de amplitude e de fase são constituídos a partir da Equação 16.38 (4, e —6,) 
ou da Equação 16.82 (C,). Usaremos a Equação 16.82 e deixaremos os gráficos baseados na 
Equação 16.38 para o Problema 16.49,no final do capítulo. Para ilustrar os espectros de ampli- 
tude e de fase, a partir da forma exponencial da série de Fourier, usamos a tensão periódica do 
Exemplo 16.6. Para auxiliar a discussão, admitimos que V, =5 V e 7 = T/5. Pelo Exemplo 16.6, 


Var sen(noçr/2) 
Ci = T Ramo (16.98) 
que, para os valores de V, e 7 definidos anteriormente, reduz-se a 
sen(nm/5) 
a O ; 
C; ar (16.99) 


A Figura 16.16 mostra o gráfico do módulo de C, dado 
pela Equação 16.99, para valores de n na faixa de —10 a +10. 
A figura mostra claramente que a envoltória do espectro da 


Figura 16.16 Gráfico de IC, em relação a n quando 7 = 
1/5 para a tensão do Exemplo 16.6. 


amplitude é a função |(sen x)/x|. Usamos a ordem do har- IC 
mônico como escala de frequência porque o valor numé- LO. 
rico de T não é especificado. Quando conhecemos T, tam- ê NE BR: 
bém conhecemos w, e a frequência correspondente a cada | o4L 
: Fá 7 N 
harmônico. E 02 H 
peu a o ct lo Vida: 
igura 16.17 apresenta o gráfico de |(sen x)/x| em rela- == =422)| 2 4 6 8 d 
ção a x, que está em radianos. Ele mostra que a função passa ETIE a 


por zero sempre que x for um inteiro múltiplo de 7%. Pela 
Equação 16.98, 
na 


(=) nT T 
n = o :: 
“us T Ti 


Pela Equação 16.100, deduzimos que o espectro da 10 
amplitude passa por zero sempre que n7/T' for um inteiro. Por 
exemplo, no gráfico, 7/T é 1/5 e, por consequência, a envoltó- 
ria passa por zero em n = 5, 10, 15,10, 15 e assim por diante. 
Em outras palavras, o quinto, décimo, décimo quinto... har- 


Figura 16.17 Gráfico de (sen x)/x em relação a x. 


(16.100) 


Pen X| 
X 


mônicos são todos nulos. Se aumentarmos a recíproca de 7/T, 
o número de harmônicos a cada 7 radianos vai aumentar. 


—2m—1,57 —m —0,570 


0,57 m 157 


[9] 
“a 
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Se nm/T não for um número inteiro, ainda assim o espectro da amplitude terá como envoltória 
(sen x)/x|. Contudo, ela não é nula em múltiplos inteiros de w,. 

Como C, é real para todo n,o ângulo de fase associado a C é igual a zero ou 180º, depen- 
dendo do sinal algébrico de (sen n77/5)/(n7/5). Por exemplo, o ângulo de fase é zero paran =0, 


1,+2,+3 e +4; não é definido em n = +5, pois C, é nulo. O ângulo de fase é 180º, em n= 6, 


+71 +8 e +9, e não definido em +10. Esse padrão repete-se à medida em que n cresce. A Figura 
16.18 mostra o gráfico do ângulo de €, dado pela Equação 16.98. 


Figura 16.18 Ângulo de fase de C,. 


0, 

180º 
+++ Ed SS DO ER SRS 444 on 
15-13-11-9-7-5-3-1/1 3 5 7/9 1 1315 
14-12-10 -8 -6 —4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16 


O que acontece com os espectros de amplitude e fase se f(t) for deslocada ao longo do 
eixo do tempo? Para saber, deslocamos a tensão periódica do Exemplo 16.6 £, unidades para 
a direita. Por hipótese, 


v)= 3 core, (16.101) 
n=-00 
Portanto, 
vlt— ty) = > Ceirokt-to) ds b> Coe opina (16.102) 
n=-00 n=-00 


o que indica que deslocar a origem não exerce nenhum efeito sobre o espectro da amplitude, pois 
E|-= 16,86, (16.103) 


Contudo, se observarmos a Equação 16.87, perceberemos que o espectro de fase mudou 
para —(9, + nwçt,) rads. Por exemplo, vamos deslocar a tensão periódica do Exemplo 16.1 7/2 
unidades para a direita. Como antes, admitimos que 7 = T/5; então, o novo ângulo de fase 0) é 


Figura 16.19 Gráfico de 97 em função de n para a On = On + nm/5). (16.104) 
Equação 16.104. 
Plotamos a Equação 16.104 no gráfico da Figura 16.19 
Om para n na faixa de —8 a +8. Observe que não há nenhum 
Alo E ângulo de fase associado ao coeficiente de amplitude zero. 
144º - Talvez o leitor esteja se perguntando por que demos 
— tanta atenção ao espectro de amplitude da forma de onda do 
| E Exemplo 16.6. A razão disso é que essa forma de onda pro- 
| Lo | | bl E a porciona um excelente exemplo para a transição da repre- 
SE | E | sentação de uma função periódica em série de Fourier para 
12 a representação de uma função não periódica por meio da 
44º E transformada de Fourier. Discutiremos a transformada de 


E Fourier no Capítulo 17, 
—216º — 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 4 Saber calcular a forma exponencial dos coeficientes de Fourier para uma onda periódica. 


16.10 A função do Problema para avaliação 16.8 é deslocada 8 ms para a direita ao longo do eixo do tempo. 
Escreva a série de Fourier na forma exponencial para a corrente periódica. 

RR Ra O 1 

Resposta: i(t) = — Da 


n=-oo(ímpar)M 


(1 + 3 cos apre ta giro A, 


NOTA: tente resolver também os problemas 16.49 e 16.50, apresentados no final do capítulo. 


Perspectiva prática 


Filtros ativos de alto Q 


Examine o filtro ativo passa-faixa de banda estreita mostrado na Figura 16.20(a). A onda quadrada de tensão da Figura 
16.20(b) é a entrada para o filtro. Sabemos que a onda quadrada é constituída por uma soma infinita de senoides, uma senoide 
na mesma frequência da onda quadrada e todas as senoides restantes em múltiplos inteiros dessa frequência. Que efeito o filtro 
terá sobre essa soma de senoides? 


Figura 16.20 (a) Filtro passa-faixa de banda estreita; (b) onda quadrada de entrada. 
e 


C1==100 nF R5$10 kQ 


3.912,50 O 100 nF 
AMA, 


e à d | É e 
+ R C, º 
ve R5$6,26 9 7 
y v v v 
(a) 
ve (V) 
À 
15,657 


> (us) 


1257 257 37bm 507 


(b) 
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A representação em série de Fourier da onda quadrada na Figura 16.20(b) é dada por 


na 
sen Cos not 


em que A= 15,657V. Os três primeiros termos dessa série de Fourier são dados por 


ve(t) = 62,6 cos wgt — 20,87 cos 3wpt + 12,52 cos Swgt — ... 


O período da onda quadrada é 507% us, de modo que a frequência da onda quadrada é 40.000 rad/s. 
A função de transferência para o filtro passa-faixa na Figura 16.20(a) é 


EO dE 
sé + Bs + w6 
em que K= 400/3183, [8 = 2.000 rad/s, w, = 40.000 rad/s. Esse filtro tem um fator de qualidade de 40.000/2.000 = 20. 
Observe que a frequência central do filtro passa-faixa é igual à frequência da onda quadrada de entrada. 

Multiplique cada termo da representação de série de Fourier da onda, representado como um fasor, pela função de trans- 
ferência H(s) avaliada na frequência do termo da série de Fourier para obter a representação da tensão de saída do filtro como 
uma série de Fourier: 


valt) = —80 cos wgt — 0,5 cos 3wgt + 0,17 cos Swgt — ... 


Figura 16.21 (a) Os três primeiros termos da série de Fourier da onda quadrada na Figura 16.20(b); (b) os três primeiros termos da 
série de Fourier da saída do filtro passa-faixa na Figura 16.20(a), em que Q = 20; (c) os três primeiros termos da série de 
Fourier da saída do filtro passa-faixa na Figura 16.20(a), com valores de componentes alterados para resultar em Q=2. 


vg (V) 
80 — 
60 — 
40 — 


vo (V) 
100 + 


t(us) 


—100 + (b) 
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Observe a natureza seletiva do filtro de passa-faixa, o que efetivamente amplifica o componente de frequência fundamen- 
tal de entrada da onda quadrada e atenua todos os componentes harmônicos. 

Agora faça as seguintes alterações ao filtro passa-faixa da Figura 16.20(a) — façamos R, = 391,25 O, A, = 74,4 O, 
R,=1kQ.e €,=C,=0,1 FA função de transferência para o filtro, H(s), tem a mesma forma descrita anteriormente, mas 
agora K= 400/313, [8 = 20.000 rad/s, w, = 40.000 rad/s. O ganho na faixa de passagem e a frequência central mantêm-se 
inalterados, mas a largura de faixa aumentou de 10 vezes. Isso torna o fator de qualidade 2, e o filtro passa-faixa resultante 
é menos seletivo do que o filtro original. Podemos ver isso ao analisar a tensão de saída do filtro como uma série de Fourier: 


volt) = —80 cos wgt — 5 cos 3wyt + 1,63 cos Swgt — ... 


A frequência fundamental da entrada tem o mesmo fator de amplificação, mas os componentes harmônicos mais altos 
não foram atenuados de modo tão significativo quanto o foram quando se utilizou o filtro com Q = 20. A Figura 16.21 plota os 
três primeiros termos das representações da série de Fourier da onda quadrada de entrada e as formas de onda de saída re- 
sultantes para os dois filtros passa-faixa. Observe a replicação quase perfeita de uma senoide na Figura 16.21(b) e a distorção 
que resulta da utilização de um filtro menos seletivo na Figura 16.21(c). 


NOTA: avalie sua compreensão da Perspectiva prática tentando resolver os problemas 16.56 e 16.57, apresentados no final do capítulo. 


Resumo 


Função periódica é aquela que se repete a inter- 
valos regulares. 
Período é o menor intervalo de tempo (7) em 
que uma função periódica pode ser deslocada 
para produzir uma função idêntica a si mesma. 
Série de Fourier é uma série infinita usada para 
representar uma função periódica. A série con- 
siste em um termo constante e um número infi- 
nito de cossenoides e senoides relacionados 
harmonicamente. (Seção 16.1.) 
Frequência fundamental é a frequência corres- 
pondente ao período fundamental ( f, = 1/T'ou 
vp = 2719). (Seção 16.1.) 
Harmônicos são múltiplos inteiros da frequên- 
cia fundamental. (Seção 16.1.) 
Coeficientes de Fourier são o termo constante 
e as amplitudes das senoides e cossenoides da 
série de Fourier. (Veja as equações 16.3-16.5.) 
(Seção 16.2.) 
e cinco tipos de simetria são usados para sim- 
plificar o cálculo dos coeficientes de Fourier: 
e das funções pares, em que todos os termos 
em seno se anulam; 


e das funções ímpares, em que todos os termos 
em cosseno e o termo constante se anulam; 


e de meia-onda, em que todos os harmônicos 
pares se anulam; 


e de quarto de onda, meia-onda, par, em que a 
série contém somente harmônicos ímpares 
em cosseno; 

e de quarto de onda, meia-onda, ímpar, em que 
a série contém somente harmônicos ímpares 
em seno. 

(Seção 16.3.) 

Na forma alternativa da série de Fourier, cada 

harmônico representado pela soma do termo 

em cosseno e em seno combina-se em um único 

termo da forma 4, cos(now,t — 0,). (Seção 16.4.) 


No regime permanente, a série de Fourier do 
sinal de saída é determinada a partir da determi- 
nação da resposta a cada componente do sinal 
de entrada. As respostas individuais são adicio- 
nadas (por superposição) para formar a série 
de Fourier do sinal de resposta. A resposta a 
cada componente individual da entrada é deter- 
minada por análise no domínio da frequência. 
(Seção 16.5.) 

A forma de onda do sinal de resposta é difí- 
cil de obter sem o uso de um computador. Em 
alguns casos, as características de resposta de 
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frequência (ou filtro) do circuito podem ser usa- 
das para averiguar o grau de semelhança entre o 
sinal de saída e o sinal de entrada. (Seção 16.5.) 
e Somente harmônicos de mesma frequência inte- 
ragem para produzir a potência média. A potên- 
cia média total é a soma das potências médias 
associadas a cada frequência. (Seção 16.6.) 


e QOvalor eficaz de uma função periódica pode ser 
estimado pelos coeficientes de Fourier. (Veja as 
equações 16.81, 16.94 e 16.97) (Seção 16.7.) 


Problemas 


Seções 16.1-16.2 


A série de Fourier também pode ser escrita em 
forma exponencial, usando-se a identidade de 
Euler para substituir os termos em cosseno e 
seno por expressões exponenciais equivalentes. 
(Seção 16.8.) 

A série de Fourier é usada para prever a resposta 
de regime permanente de um sistema quando 
ele é submetido a um sinal periódico. A série 
auxilia a determinação da resposta de regime 
permanente, transferindo a análise do domínio 
do tempo para o domínio da frequência. 


16.1 Para cada uma das funções periódicas da 
Figura P16.1, especifique 


a) «w, em radianos por segundo; 
b) f, em hertz; 
c) o valor de a ; 
d) as equações para a, e b,: 
e) v(t) como uma série de Fourier. 
Figura P16.1 
v(V) 


—30 
H —60 


- -90 
(b) 


16.2 Determine as expressões da série de Fourier 
para as tensões periódicas da Figura P16.2. 
Observe que a Figura P16.2(a) mostra uma 
onda quadrada;a Figura P16.2(b) mostra uma 


onda na saída de um retificador de onda com- 
pleta, em que v() = V, sen(m/T),0=t= T, 
ea Figura P16.2(c) ilustra uma onda na saída 
de um retificador de meia-onda, em que v(t) 
= V, Sen(27/Tt,0 = t = Ti2. 


Figura P16.2 
v(1) 


Vm [ER 
t 
== 0 T 2T 37 
(b) 
v(1) 
Va FR 
t 
0 T/2 T 37T/2 
(e) 


16.3 Calcule a série de Fourier para a tensão perió- 


dica da Figura P16.3, dado que 


(1) = 50 ci EE fia 
md CG —— — << < —. 
e pas 4 q 
2 T 37 
v(t) = 25 cos TT tv, 1 a 
Figura P16.3 
v(t)V 
A 
50 
25 —+ 


-T-3TA-T2-TIA 0 TA T2 3TI4 T 


16.4 Deduza as expressões para a ,a, e b, para a 


tensão periódica mostrada na Figura P16.4, se 
V, = 1007 V. 


m 


Seção 16.3 
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Figura P16.4 
v(t) 


Va 
Vm/2 | | | | 


| | | | | | 
0 T/4 T/2 3T/4 T ST/4 


16.5 a) Verifique as equações 16.6 e 16.7 


b) Verifique a Equação 16.8. Sugestão: use a 
identidade trigonométrica cosa sen 8 = 
> sen(a + B) —> sen(a — B). 


Cc 


no 


Verifique a Equação 16.9. Sugestão: use a 
identidade trigonométrica sena sen 8 = 
1 cos(a — B) — i cos(a + f). 


d 


RA 


Verifique a Equação 16.10. Sugestão: use 
a identidade trigonométrica cosa cos 8 = 
icos(a— B) +i cos(a + B). 

16.6 Deduza a Equação 16.5. 


16.7 Deduza as expressões para os coeficientes 


16.8 


16.9 


16.10 


de Fourier de uma função periódica ímpar. 

Sugestão: use a mesma técnica empregada no 

texto para deduzir as equações 16.14-16.16. 

Mostre que, se f(1)=—f(t— T/2),0s coeficientes 

de Fourier b, serão dados pelas expressões 

b,=0 para k par; 
Tp 


be = T f(t) senkwstdt, para k ímpar. 
0 


Sugestão: use a mesma técnica empregada no 
texto para deduzir as equações 16.28 e 16.29. 
Deduza a Equação 16.36. Sugestão: comece 
com a Equação 16.29 e divida o intervalo de 
integração em 0 a T/4e T/4 a T/2. Observe 
que, em razão da simetria de função par e da 
simetria de quarto de onda, f(t) =—H(T/2. — t) 
no intervalo T/4=<t= T/2.Façax= T/2—tno 
segundo intervalo e combine a integral resul- 
tante com a integração entre 0 e T/4. 

Deduza a Equação 16.37 Siga a sugestão dada 
no Problema 16.9 exceto que, em razão da 


simetria de função ímpar e da simetria de 
quarto de onda, f(t) = f(T/2 — t) no intervalo 
Tá<t= TI. 
16.11 Sabe-se que v(t) = 50 cos r|t|V no intervalo 
—1| <t=1s Depois disso, a função se repete. 
a) Qual é a frequência fundamental em 
radianos por segundo? 
b) A função é par? 
c) A função é ímpar? 
d) A função tem simetria de meia-onda? 
16.12 Um período de uma função periódica é des- 
crito pelas seguintes equações: 


(N)=-8A, -Smsst=5Sms; 
i(t)=—40mA, 5ms=t=15ms; 
()=8t-—0,164, l5ms=t=25ms; 
i()=40ma, 25ms=t=35ms; 


a) Qual é a frequência fundamental em hertz? 
b) A função é par? 


c) A função é ímpar? 
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d) A função tem simetria de meia-onda? 16.15 Sabe-se que f(t) = 10? no intervalo —5 <1<5s. 


e) A função tem simetria de quarto de onda? a) Construa uma função periódica que 
seja igual a f(t) entre —S e +5, tenha um 


f) Calcule a ,a, e b,. 
período de 20 s e simetria de meia-onda. 


16.13 Determine a série de Fourier de cada função 


periódica da Figura P16.13. b) A função é par ou ímpar? 
Figura P16.13 c) A função tem simetria de quarto de 
v(t) onda? 


d) Calcule a série de Fourier para f(t). 


e) Calcule a série de Fourier para f(t), se f(t) 
for deslocada 5 s para a direita. 
16.16 Repita o Problema 16.15 com f(t) = 2º no 
intervalo —5S<t<5s. 


(a) 16.17 a) Deduza a série de Fourier para a tensão 
periódica da Figura P16.17, 


v(t) b) Repita (a) com o eixo vertical de referên- 
cia deslocado T/2 unidades para a direita. 


Figura P16.17 
i (1) 


1 


m 


16.14 A função periódica da Figura P16.14 é par etem 
simetria de meia-onda e de quarto de onda. 


a) Faça o gráfico de um ciclo completo da 


função no intervalo —T/4 <= t = 3T/4. 
16.18 Em alguns casos, é possível usar simetrias para 


b) Calcule os coeficientes de Fourier a ,a, e b,. . . ; : 
) vide k determinar os coeficientes de Fourier, ainda 


c) Escreva os três primeiros termos não que a função original não seja simétrica! Com 
nulos da série de Fourier de f(1). isso em mente, analise a função na Figura P16.4. 
d) Use os três primeiros termos não nulos Observe que v(t) pode ser dividida nas duas 
para estimar f(T/8). funções da Figura P16.18(a) e (b). Além disso, 


podemos transformar v,(t) em uma função par 
deslocando-a T/8 unidades para a esquerda, 
o que é mostrado na Figura P16.18(c). Nesse 
ponto, observamos que v(t)= v (t) + v,(t) e que 
a série de Fourier de v,(t) é uma série de um 
único termo, V, /2. Para determinar a série de 
Fourier de v,(t), primeiramente determinamos 
a série de Fourier de v,(t+ T/8) e,a seguir, des- 
locamos essa série 7/8 unidades para a direita. 
Use a técnica que acabamos de descrever para 
verificar os coeficientes de Fourier determina- 
dos no Problema 16.4. 


Figura P16.14 


TIS TI4 


Figura P16.18 


vi(t) 
Vm/2 
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Seção 16.4 


16.19 Calcule a série de Fourier para v(t) para cada 
uma das funções periódicas da Figura P16.3, 
usando a forma da Equação 16.38. 

16.20 Calcule a série de Fourier para a função perió- 
dica descrita no Problema 16.12, usando a 
forma da Equação 16.38. 

16.21 Calcule a série de Fourier para a função perió- 
dica construída no Problema 16.15, usando a 
forma da Equação 16.38. 

16.22 a) Calcule a série de Fourier para a função 

periódica da Figura P16.22 quando 1, = 
57? A. Escreva a série na forma da Equa- 
ção 16.38. 


Seção 16.5 


b) Use os cinco primeiros termos não nulos 
para estimar i(T/4). 


Figura P16.22 
(o) 


16.23 Deduza as equações 16.69 e 16.70. 

16.24 a) Deduzaa Equação 16.71. Sugestão: observe 
que b, = 4V,/mk + ko RCa,. Use essa 
expressão de b, para determinar az + bi 
em termos de a,. Então, use a expressão 
de a, para deduzir a Equação 16.71. 


b) Deduza a Equação 16.72. 


16.25 Mostre que, quando combinamos as equa- 
ções 16.71 e 16.72 com as equações 16.38 e 


16.39,0 resultado é a Equação 16.58. Sugestão: 
observe, pela definição de 8,, que 
A 


=> -—t 
dk g Br 


e, pela definição de 0,, que 
tg0,=— cotg B,. 
Agora, use a identidade trigonométrica 
te x=cotg(90 — x) 
para mostrar que 0, = (90 + B,). 
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16.26 a) Mostre que, para valores grandes de C, a 


Equação 16.67 pode ser aproximada pela 
expressão 

Val. 
4RC 


Vm f 
RC 


vt) = + 


Observe que essa expressão é a equa- 
ção da onda triangular para O = 1 = T/2. 
Sugestões: (1) suponha que e “RC =1 — (t/ 
RC) ee T2RC=1 — (T/2RC); (2) coloque 
a expressão resultante sobre o denomina- 
dor comum 2 — (T/2RC); (3) simplifique 
o numerador; e (4) para C grande, admita 
que T/2RC seja muito menor do que 2. 


b) Substitua o valor de pico da onda trian- 
gular na solução do Problema 16.13 [veja 
a Figura P16.13(b)] e mostre que o resul- 


tado é a Equação 16.59. 


16.27 A onda quadrada de tensão da Figura 


Pspice 


Multisim 


0 


P16.27(a) é aplicada ao circuito da Figura 
P16.27(b). 


a) Determine a série de Fourier da corrente 


i de regime permanente. 


b) Determine a expressão de regime per- 
manente para i por análise elementar de 
circuitos. 


Figura P16.27 


R 
rá 
OD ir 
No-T SE 
(a) (b) 


16.28 A onda quadrada de tensão da Figura 


Pspice 
Multisim 


P16.13(a) com V, = 0,57 V e T= 107 ms é 
aplicada ao circuito da Figura P16.28. 


a) Calcule os três primeiros termos não 
nulos da série de Fourier que representa 
a tensão de regime permanente v. 


b) Qual componente de frequência na ten- 
são de entrada é eliminado da tensão de 
saída? Explique. 


16.29 


Figura P16.28 


200 mH 
INN 
o—s e e 
+ 5 HF En 
vz K SkO 
e e 


A onda quadrada de tensão da Figura P16.29(a) 
é aplicada ao circuito da Figura P16.29(b). Cal- 
cule os três primeiros termos não nulos da série 
de Fourier que representa a tensão de regime 
permanente v,,se V, — 307 V e o período da 
tensão de entrada é igual 2007 us. 


Figura P16.29 


300 O 
e AMA e 
+ + 
v; 10mH v, 
e . 
(a) (b) 


16.30 A tensão de saída de um retificador de onda 


completa da Figura P16.30(a) é aplicada ao 
circuito da Figura P16.30(b). 


a) Determine os quatro primeiros termos 
não nulos da série de Fourier de i. 


b) Sua solução para i faz sentido? Explique. 


Figura P16.30 


va (V) 
340 H 
t(s) 
0 1/1220 1/60 1/40 
(a) 
16H 
l io 
12,5 LF $1k0 
Fa il 


(b) 


16.31 A corrente periódica descrita a seguir é usada 
para alimentar o circuito da Figura P16.31. 
Escreva a expressão no domínio do tempo 
do terceiro harmônico na expressão para v,. 
Ê, =1004, -—S0ms=t=50ms; 

=5A, 50 ms = t = 200 ms; 
=25-— 1004, 200 ms = t = 300 ms; 
=5A, 300 ms = t = 450 ms. 


Figura P16.31 


Seção 16.6 


16.33 A corrente periódica da Figura P16.33 é apli- 
cada a um resistor de 2,5 kO. 
a) Use os três primeiros termos não nulos da 
série de Fourier de i(t) para estimar a potên- 
cia média dissipada no resistor de 2,5 kQ. 


b) Calcule o valor exato da potência média 
dissipada no resistor de 2,5 kOQ. 


c) Qual é o erro percentual no valor esti- 
mado da potência média” 
Figura P16.33 
(A) 


É aii 


| | 
=EI2 0 TI2 T 


16.34 A tensão periódica nos terminais de um resis- 

tor de 400 O é mostrada na Figura P16.34. 

a) Use os três primeiros termos não nulos 
da série de Fourier de v(t) para estimar 
a potência média dissipada no resistor 
de 400 O. 

b) Calcule o valor exato da potência média 
dissipada no resistor de 400 O. 

c) Qual é o erro percentual no valor esti- 
mado da potência média dissipada? 
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16.32 Uma tensão periódica com um período de 107 
us é dada pela seguinte série de Fourier: 


oo 

1 nm 

Ve = 150 bo — sen— cos not V. 
n=135,..M 2 


Essa tensão é aplicada ao circuito da Figura 
P16.32. Determine a amplitude e o ângulo de 
fase das componentes de v cujas frequências 
são 3 e 5 Mrad/s. 


Figura P16.32 


250 k0 

ANN o 
Lo 

Vg (O 10mH 4pF uv 
Il e 

Figura P16.34 
v(V) 
200 


“TO TTS3TT 

4 4 2 4 

16.35 Uma fonte de tensão de onda triangular ali- 
menta o circuito da Figura P16.35(a). A ten- 
são da fonte é mostrada na Figura P16.35(b). 
Estime a potência média fornecida ao resis- 
tor de 50V2 O, quando o circuito está funcio- 
nando em regime permanente. 


Figura P16.35 


100 mH 
INN 
vz e gi 10 uF 502 0 
(a) 
ve (V) 
20 
| | > t (ms) 
0 27 47 67 8 
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Seção 16.7 
16.36 A tensão e a corrente nos terminais de um 16.39 a) Estime o valor eficaz da onda quadrada 
circuito são de tensão da Figura P16.39(a) usando os 
v = 30 + 60 cos 2.000t + 20 sen 8.000t V, cinco primeiros termos não nulos da série 
i=3+4 cos (2.000t+ 25º) de Fourier de v(1). 
+ sen(8.000t + 45º) A. b) Calcule a percentagem de erro na 
A corrente está no sentido da queda de tensão estimativa. 
nos terminais. c) Repita os itens (a) e (b), se a onda qua- 
a) Qual é a potência média nos terminais? drada de tensão for substituída pela 
b) Qual é o valor eficaz da tensão? onda triangular de tensão da Figura 
c) Qual é o valor eficaz da corrente? P16.39(b). 
16.37 a) Determine o valor eficaz da tensão da Figura P16.39 
Figura P16.37 para V, — 100 V. Observe v (V) 
que a série de Fourier para essa tensão 
periódica foi determinada no Problema 120 
para avaliação 16.3. | 
b) Estime o valor eficaz da tensão usando os 0 5 1 — 1 (ms) 
três primeiros termos não nulos da série 
de Fourier de v AD. —120 
Figura P16.37 
(a) 
ve (1) 
Va 
v(V) 
[: 
t 
120 
- Vm 
> t(ms) 
3) 
16.38 a) Use os três primeiros termos não nulos da 
aproximação por série de Fourier da ten- —120 — 
são periódica da Figura P16.38 para esti- 
mar seu valor eficaz. (b) 


b) Calcule o valor eficaz correto. . ; 
16.40 a) Estime o valor eficaz da tensão senoidal 


c) Calcule a percentagem de erro no valor retificada de onda completa da Figura 


Req P16.40(a) usando os três primeiros termos 
Figura P16.38 não nulos da série de Fourier de v(1). 
“(v) b) Calcule o erro percentual na estimativa. 
47 
c) Repita ositens (a) e (b), se a tensão senoi- 
27|- dal retificada de onda completa for subs- 
Ei E má E sê tituída pela tensão senoidal retificada de 
0) T/8 T/43TI8 T/2 STIS 3T/4 TIS T meia-onda da Figura P16.40(b). 
—2mh 
—4m 


Figura P16.40 


v(V) 
4 
170 
>= 
0 20 40 ne) 
(a) 
v(V) 
, 
170 
0 20 40 Eno) 
(b) 
16.41 Suponha que a função periódica descrita no 


v (V) 
À 


Problema 16.14 seja uma corrente i com valor 
de pico de 34. 


a) Determine o valor eficaz da corrente. 


b) Se essa corrente passar por um resistor 
de 100 O, qual será a potência média dis- 
sipada no resistor? 


c) Se i for aproximada usando-se apenas 
o termo de frequência fundamental de 
sua série de Fourier, qual será a potência 
média fornecida ao resistor de 100 0? 


d) Qual é a o erro percentual na estimativa 
da potência dissipada? 


Figura P16.43 
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16.42 a) Calcule as expressões dos coeficientes de 


Fourier para a corrente periódica da Figura 
P16.42. 


b) Escreva os quatro primeiros termos não 
nulos da série usando a forma trigono- 
métrica alternativa dada pela Equação 
16.39. 


c) Use os quatro primeiros termos não 
nulos da expressão encontrada no item 
(b) para estimar o valor eficaz de i » 


d) Determine o valor eficaz exato de i x 


e) Calcule o erro percentual no valor eficaz 
estimado. 


Figura P16.42 


i 


> qq 


16.43 O valor eficaz de qualquer onda periódica 


triangular que tenha a forma representada 
na Figura P16.43(a) é independente de +, e 
tp Observe que, para a função ser unívoca, 
t, E t,. O valor eficaz é igual a Viiv3. Veri- 
fique essa observação determinando o valor 
eficaz das três formas de onda da Figura 
P16.43(b)-(d). 
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Seção 16.8 


16.44 Deduza a expressão para os coeficientes com- 
plexos de Fourier para a corrente periódica 
da Figura P16.44. 


Figura P16.44 
v(t) 


Va 


a T 27 


16.45 a) A corrente periódica do Problema 16.44 
é aplicada a um resistor de 25 O. Se V, — 
150 4, qual é a potência média fornecida 
ao resistor? 


b 


ne 


Admita que v(t) seja aproximada por 
uma forma exponencial truncada da série 
de Fourier consistindo nos cinco primei- 
ros termos não nulos, isto é, n = 0,1,2, 
3 e 4. Qual é o valor eficaz da corrente 
usando-se essa aproximação? 


c) Se a aproximação do item (b) for usada 
para representar v, qual será o erro per- 
centual na potência calculada? 

16.46 Use a forma exponencial da série de Fourier 


para escrever uma expressão para a tensão da 
Figura P16.46. 


Figura P16.46 
v(t) 


-T/4 0 T/4 T/2 3T/4 T 5/4 


Seção 16.9 


16.47 A fonte de tensão periódica no circuito da 
Figura P16.47(a) tem a forma de onda da 
Figura P16.47(b). 

a) Calcule a expressão para C,. 

b) Determine os valores dos coeficientes 
complexos C, C,,0,C5,,C, Cs Cs, 
Cs el 4 para a tensão de entrada v o Se 
Van 54 VeT=107 us. 


c) Repita os cálculos do item (b) para v. 


d) Use os coeficientes complexos determi- 
nados no item (c) para estimar a potência 
média fornecida ao resistor de 250 kO. 


Figura P16.47 


62,5 O 
AMA 1d 
Ee 
(O) 25 uH 1uF 2500 vu, 
il 1d 
(a) 
Vg 
A 
Va [— 
t 
7 T/2 FT 
— Vim = 
(b) 


16.48 a) Determine o valor eficaz da tensão perió- 
dica da Figura P16.47(b). 
b) Use os coeficientes complexos calcula- 
dos no Problema 16.47(b) para estimar o 
valor eficaz de v g 


c) Qual é o erro percentual no valor eficaz 
estimado de v,? 


16.49 a) Faça um gráfico de amplitude e fase 
baseado na Equação 16.38 para a tensão 
periódica do Exemplo 16.3. Suponha que 


V,, Seja 40 V. Plote amplitude e fase em 
função de no, em que n=0,1,2,3,... 


b) Repita o item (a), fazendo os gráficos de 
acordo com a Equação 16.82. 


16.50 a) Façaum gráfico de amplitude e fase baseado 


16.51 


na Equação 16.38 para a tensão periódica 
do Exemplo 16.33. Plote amplitude e fase 
em função de no, em que n=0,1,2,... 
b) Repita o item (a), fazendo os gráficos de 
acordo com a Equação 16.82. 
Uma tensão periódica é representada por 
uma série de Fourier truncada. Os espectros 
de amplitude e fase são mostrados na Figura 
P16.51(a) e (b), respectivamente. 


a) Escreva uma expressão para a tensão 
periódica usando a forma dada pela 
Equação 16.38. 


b) A tensão é uma função par ou ímpar de 1? 
c) A tensão tem simetria de meia-onda? 
d) A tensão tem simetria de quarto de onda? 


Figura P16.51 


A, 
Ay 
As As 
| fá 
| e SETE is 
0! V, 3w, 50, Tw, 
(a) 
Om 
30º — Vo | 50, | 
| | I Eid 
0 3w, Two 
—90º — 
(b) 


16.52 Uma tensão periódica é representada por 


uma série de Fourier que tem um número 
finito de termos. Os espectros de amplitude 
e fase são mostrados na Figura P16.52(a) e 
(b), respectivamente. 


Seções 16.1-16.9 


Capítulo 16 e Séries de Fourier 


a) Escreva a expressão para a corrente 
periódica usando a forma dada pela 
Equação 16.38. 


b) A corrente é uma função par ou ímpar de 1? 
c) A corrente tem simetria de meia-onda? 


d) Calcule o valor eficaz da corrente em 
miliampêres. 

e) Escreva a forma exponencial da série de 
Fourier. 

f) Desenhe os gráficos de espectro de ampli- 


tude e fase com base na série exponencial. 


Figura P16.52 


AA) 
8,82 
| 0,98 
0,353 
0,18 
| rad/s 
0 250 500 750 1.000 
—0n 
90º + 
500 1.000 dia 
0 250 750 
—90º + 
16.53 O sinal de entrada para um filtro Butterworth 


passa-altas de terceira ordem e ganho unitário 
é a tensão senoidal retificada de meia-onda. A 
frequência de corte do filtro é 2.500 rad/s. A 
amplitude da tensão senoidal é 2707 V e seu 
período, 4007 us. Escreva os três primeiros 
termos da série de Fourier que representa a 
tensão de saída de regime permanente do filtro. 


16.54 O sinal de entrada para um filtro Butterworth 


passa-baixas de segunda ordem e ganho 


unitário é a onda triangular periódica de ten- 
são mostrada na Figura P16.54. A frequência 
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de corte do filtro é 2 krad/s. Escreva os três pri- d) Calcule o fator de qualidade para o filtro 
meiros termos da série de Fourier que repre- usando 8 e w, e compare o valor obtido 
sentam a tensão de saída de regime perma- com sua estimativa na parte (c). 
nente do filtro. Figura P16.56 
Figura P16.54 º 

ve (V 

E) C155100 nF R5$50 kO 
25 kOQO 100 nF 
200 em —s IC + 
+ Rj 
| | ' 
“067 0d -027 0 027 047 067 —' (MS) a 


16.55 O sinal de entrada para um filtro Butterworth 
passa-baixas de segunda ordem e ganho uni- 
tário é uma onda de seno de um retificador de 
onda completa com uma amplitude de 2,57 V 
e uma frequência fundamental de 5.000 rad/s. 
A frequência de corte do filtro é 1 krad/s. 
Escreva os dois primeiros termos da série de 
Fourier que representa a tensão de saída de 


regime permanente do filtro. 


16.56 A função de transferência (V,/V,) para o fil- (b) 
tro passa-faixa de banda estreita da Figura 
P16.56(a) é 16.57 a) Determine os valores de K, B e w2 para o fil- 
—K,Bs tro passa-faixa mostrado na Figura 16.20 (b). 
H(s)=5—— —. 
(6) s2 + Bs + oi b) Determine os três primeiros termos da 


série de Fourier na Figura 16.20 (b), se a 
entrada para o filtro é a forma de onda 


a) Determine K,, B e w2 como funções dos j 
mostrada na Figura 16.20 (a). 


parâmetros do circuito R,,R,,R,,C,e C,. 

b) Escreva os três primeiros termos da série 
de Fourier que representará v,, se U g for 
a tensão periódica da Figura P16.56(b). 


c) Estime o valor do fator de qualidade para o 
filtro examinando o resultado na parte (b). 


Capítulo 
A transformada 
de Fourier 


SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


17.1 Dedução da transformada de Fourier 17.5 Algumas propriedades matemáticas 
17.2 Convergência da integral de Fourier 17.6 Transformadas operacionais 
17.3 Uso de transformadas de Laplace para 17.7 Aplicações em análise de circuitos 
calcular transformadas de Fourier 17.8 Teorema de Parseval 
17.4 Uso de limites para calcular transformadas 
de Fourier 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber calcular a transformada de Fourier de uma função por meio de um ou de todos estes meios: 
e definição da transformada de Fourier; 
e transformadas de Laplace; 
e propriedades matemáticas da transformada de Fourier; 
e transformadas operacionais. 
2. Saber como usar a transformada de Fourier para determinar a resposta de um circuito. 
3. Entender o teorema de Parseval e saber usá-lo para avaliar a energia contida dentro de faixas específicas de frequência. 


No Capítulo 16, discutimos a representação de uma função periódica por meio de uma série de Fourier. 
Essa representação em série possibilita a descrição da função periódica em termos de seus atributos amplitude e 
fase no domínio da frequência. A transformada de Fourier estende a representação no domínio da frequência a fun- 
ções que não são periódicas. Já apresentamos a ideia de transformar uma função aperiódica no domínio do tempo 
para o domínio da frequência por meio da transformada de Laplace. Assim, cabe cogitar por que ainda é necessário 
outro tipo de transformação. Na verdade, a transformada de Fourier não é uma nova transformada. Trata-se de um 
caso especial da transformada bilateral de Laplace na qual a parte real da frequência complexa é anulada. Todavia, 
sob o ponto de vista de uma interpretação física, a transformada de Fourier é um caso-limite de uma série de Fou- 
rier. Apresentamos esse ponto de vista na Seção 17.1, onde deduziremos as equações da transformada de Fourier. 
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A transformada de Fourier é mais útil do que a de Laplace em certos problemas relacionados ao proces- 
samento de sinais e à teoria de comunicações. Embora não possamos estudar a transformada de Fourier em 
detalhes, parece-nos adequado apresentá-la agora, enquanto as ideias que fundamentam a transformada de 
Laplace e a série de Fourier ainda estão frescas em sua memória. 


Perspectiva prática 


Filtragem digital de sinais 


É comum o uso de linhas telefônicas para transmissão de informações de um computador para outro. Como você deve sa- 
ber, os computadores representam todas as informações como conjuntos de 1s e Os. O valor 1 costuma ser representado como 
uma tensão, normalmente de 5 V, enquanto o O é representado por O V, tal como mostrado a seguir. 

Alinha telefônica tem uma característica de resposta de frequência que se assemelha à de um filtro passa-baixas. Podemos 
usar as transformadas de Fourier para compreender o efeito da transmissão de um valor digital usando uma linha telefônica que 
se comporta como um filtro. 


0111010010 


17.1 Dedução da transformada de Fourier 


Começamos a dedução da transformada de Fourier, como um caso-limite de uma série de 
Fourier, com a forma exponencial da série: 


púje s SE dao (171) 


em que 
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1 T/2 
Co==| ye" ar. (172) 
—T/2 


Na Equação 172, optamos por iniciar a integração em 4, =—TI/2. 

Ao permitir que o período fundamental Ttenda ao infinito, passa-se de uma função perió- 
dica a uma função aperiódica. Em outras palavras, caso T se torne infinito, a função nunca se 
repetirá e, portanto, vai se tornar aperiódica. À medida que T aumenta, a separação entre fre- 
quências harmônicas adjacentes fica cada vez menor. Em particular, 


217 


E (173) 


Ao = (n + Dog — nog = wy = 

e, à medida que T cresce, a separação incremental Aw tende a uma separação diferencial dw. 
A partir da Equação 173, 

1 


d 
Ea quando T> oo. (174) 
T 2m 


À medida que o período cresce, a frequência deixa de ser uma variável discreta e passa a 
ser uma variável contínua, ou 


no, — w quando T > oo. (175) 


Em termos da Equação 172, à medida que o período aumenta, os coeficientes de Fourier, 
C,» diminuem. No limite, C, — 0 quando T > oo. Esse resultado faz sentido, pois espera-se que 
os coeficientes de Fourier desapareçam à medida que a função perde sua periodicidade. Entre- 
tanto, observe o valor-limite do produto C, T, isto é, 


GT> | f(De!º! dt quando T> oo. (176) 


Quando escrevemos a Equação 176, levamos em conta a Equação 175. A integral na 
Equação 176 é a transformada de Fourier de f(t) e é representada como: 


Fa) = (0) = | 10 dr (177) 


Obtemos uma expressão explícita para a transformada inversa de Fourier investigando a 
forma-limite da Equação 171 quando T — co. Começamos multiplicando e dividindo a equa- 
ção por T: 


10= 3 Caeiro (x) (178) 


À medida que T > 00,0 somatório tende à integral, CT> Fo), no,> ve !T> do/27. 
Assim, no limite, a Equação 178 torna-se 


1 


nO =5" h Fo" do, (179) 


As equações 177 e 179 definem a transformada de Fourier. A Equação 177 transforma a 
expressão no domínio do tempo, f(t), em sua expressão correspondente no domínio da frequên- 
cia, F(w). A Equação 179 define a operação inversa, ou seja, a transformação de F(w) em f(t). 


«4 Transformada 
de Fourier 


«4 Transformada 
inversa de 
Fourier 


Circuitos elétricos 


Figura 17.1 Pulso de tensão. 
v(t) 


Va 


—7/2 0 T/2 


Figura 17.2 Transição do espectro de amplitude à medida que f(t) 
passa de periódica a aperiódica. (a) C, em relação a 
no, Tr = 5; (b) C, em relação a no, 1/7 = 10; 
(c) V(co) em relação a q. 


(a) 

E; 

0,1 Vm | 
re Mn no, 
—47/7 —2m/7 0 2m/7 47/71 

(b) 

Vw) 


Calculemos, agora, a transformada de Fourier do 
pulso mostrado na Figura 171. Observe que esse pulso 
corresponde à tensão periódica do Exemplo 16.6, se 
fizermos T > oo. A transformada de Fourier de v(t) 
pode ser calculada diretamente da Equação 177: 


T/2 
V(w) -[ Ve dt 
—/2 

gi 7/2 


Vaz E 
= q) —/2 


Vm ( ; o) 
dd 2; sen ; 
—jw 2 


que pode ser colocada na forma de (sen x)/x multipli- 
cando-se o numerador e o denominador por 7. Então, 


(1710) 


sen w7T/2 
wT/2 


A expressão para os coeficientes de Fourier da 
sequência infinita de pulsos do Exemplo 16.6 é 


V(w) = VT (1711) 


— Var sennwr/2 


Cn To nwp/2 


(1712) 


Comparando as equações 1711 e 1712 vemos cla- 
ramente que, à medida que a função no domínio do 
tempo passa de periódica para aperiódica, o espectro 
da amplitude passa de um espectro discreto para um 
espectro contínuo. Além disso, a envoltória do espec- 
tro discreto tem a mesma forma do espectro contí- 
nuo. Desse modo, à medida que T aumenta, o espectro 
discreto fica mais denso e as amplitudes ficam meno- 
res, mas a forma da envoltória não muda. A transfor- 
mada de Fourier V(w) pode ser interpretada, portanto, 
como uma medida do conteúdo de frequências de v(t). 
A Figura 172 ilustra essas observações. O gráfico do 
espectro de amplitude pressupõe que 7 permaneça 
constante à medida que T cresce. 


17.2 Convergência da integral de Fourier 


Uma função do tempo f(t) tem uma transformada de Fourier se a integral na Equação 177 
converge. Se f(t) for uma função não nula bem-comportada em um intervalo de tempo finito, 
a convergência não será problema. Bem-comportada implica que f(t) seja unívoca e limitada 
em seu domínio. Em termos práticos, todos os pulsos de duração finita que nos interessam são 
funções bem-comportadas. A avaliação da transformada de Fourier do pulso retangular discu- 


tida na Seção 171 ilustra esse ponto. 


Capítulo 17 e A transformada de Fourier 727 


Se f(t) for diferente de zero em um intervalo infinito, a convergência da integral de Fourier 
dependerá do comportamento de f(t) quando t > co. Uma função não nula e unívoca em um 
intervalo infinito terá uma transformada de Fourier se a integral 


frota 


existir e se quaisquer descontinuidades em f(t) forem finitas. A 
função exponencial decrescente ilustrada na Figura 173 é um 


exemplo de tal função. Sua transformada de Fourier é Figura 17.3 Função exponencial decrescente Ke-“'u(t). 
F(w) = / FD? dt = / Ke “e 1 dt 

—oo 0 K 

Ke titio [9,0 Ke 

(a +jw)lo La +jo) a t 

K 
= > 0. À 
NAO a (1713) 


Um terceiro grupo importante de funções de grande interesse prático não possui, a rigor, 
transformada de Fourier. Por exemplo, a integral na Equação 177 não vai convergir se f(t) for 
uma constante. O mesmo acontecerá se f(t) for uma função senoidal, cos w,t, ou um degrau, 
Ku(t). Essas funções são de grande utilidade em análise de circuitos, mas, para incluí-las na 
análise de Fourier, temos de recorrer a alguns subterfúgios matemáticos. Em primeiro lugar, 
criamos uma função auxiliar no domínio do tempo que tenha uma transformada de Fourier e, 
ao mesmo tempo, possa ser transformada em uma função arbitrariamente próxima da função 
de interesse. Em seguida, determinamos a transformada de Fourier da função auxiliar e, então, 
avaliamos o valor-limite de F(w) quando essa função tende a f(t). Por último, definimos o valor- 
“limite de F(w) como a transformada de Fourier de f(t). 

Vamos ilustrar essa técnica determinando a transformada de Fourier de uma constante. 
Podemos aproximar uma constante por meio da função exponencial 


f=AÇA, ex>0, (1714) 


À medida que e > 0, f(t) > A. A Figura 17,4 mostra uma representação gráfica da aproxi- 
mação. A transformada de Fourier de f(t) é 


0) oo 
F(w) = / AeteI dt + / Ae Leto dr. (1715) 
—oo 0 


Resolvendo a integração da Equação 1715, obtemos 
Figura 17.4 Aproximação de uma constante por meio de 
F(w) = A + A — 2eA . (1716) uma função exponencial. 
e-jo etjo E+o 


KU) 


A função dada pela Equação 1716 gera uma função 
impulso em w = 0, à medida que e — 0. Você pode verificar 
esse resultado mostrando que (1) F(w) tende ao infinito em w Ae Ae 2º 
= (), à medida que e — 0; (2) a duração de F(w) tende a zero à Aes! 
medida que e — 0;e (3) a área sob a curva de F(w) independe 
de e. A área sob F(w) é a intensidade do impulso e é dada por 0! 


=eqjt 
e<e Ae 
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É 24 “ do 
A E dual do = tea [ Da 274. (1717) 
No limite, f(t) tende a uma constante 4, e F(w) tende a uma função impulso 2m746(w). 


Assim, a transformada de Fourier de uma constante A é definida como 27 Aó9(w), ou 
PLA) = 274950). (1718) 


Na Seção 174, voltaremos a tratar de transformadas de Fourier definidas por meio 
de limites. Antes disso, mostraremos na Seção 173 como usar a transformada de Laplace 
para determinar a transformada de Fourier de funções para as quais a integral de Fourier 
converge. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 1 Saber calcular a transformada de Fourier de uma função. 


17.1 Use a integral de definição para determinar a transformada de Fourier das seguintes funções: 
a) f()=—A, =3/2 = <0; 
OA, O<t=r/2; 
ft) =0 em todos os outros valores de t. 
bDAD=0, t<0; 
HD) = te, = (0,020), 


2A 
Resposta: (a) —j (=)(1 = (408 a), 


l 

O a jo 

17.2 A transformada de Fourier de f(t) é dada por 
F(w) =0, 29 SS 
F(w)=4, "— 3<0u<m; 
F(w)=1, =D SB 
F(w) =4, UEM BE 
F(w) =0, 3<w<o. 

Determine f(t). 


1 
Resposta: f (1) = Ae sen 3t — 3 sen 21). 
Tm 


NOTA: tente resolver também os problemas 17.1 e 17.2, apresentados no final do capítulo. 


17.3 Uso de transformadas de Laplace para calcular 
transformadas de Fourier 


Podemos usar uma tabela de pares de transformadas de Laplace unilaterais para deter- 
minar a transformada de Fourier de funções para as quais a integral de Fourier converge. A 
integral de Fourier converge quando todos os polos de F(s) encontram-se na metade esquerda 
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do plano s. Observe que, se F(s) tiver polos na metade direita do plano s ou ao longo do eixo 
imaginário, f(t) não satisfaz a restrição de que Lol f(t)| dt existe. 

As seguintes regras aplicam-se à utilização de transformadas de Laplace para calcular as 
transformadas de Fourier nos casos possíveis. 


1. Se f(t) for igual a zero para t = 0", obtemos a transformada de Fourier de f(t) pela trans- 
formada de Laplace de f(t) com a simples substituição de s por jw. Assim, 


FAO = AF sojo (1719) 
Por exemplo, digamos que 
H0)=0, t= 0"; 
Ht) = ecos wf, t=0". 
Então, 
sta jou+a 


2. Como o intervalo de integração da integral de Fourier vai de —oo a +oo, a transformada 
de Fourier de uma função definida para valores de tempo negativos existe. Tal função 
de tempo negativo é não nula para valores de tempo negativos e nula para valores 
de tempo positivos. Para determinar a transformada de Fourier dessa função, fazemos 
o seguinte: em primeiro lugar, refletimos a função de tempo negativo para o domí- 
nio do tempo positivo e, então, determinamos sua transformada unilateral de Laplace. 
Obtemos a transformada de Fourier da função original substituindo s por —jw. Assim, 
quando f(t) = O para t = 07, 


FTD = HH Ds=-o- (1720) 
Por exemplo, se 
19=0, (para (= 0%); 
ft) = ecos wi, (para t = 07). 
então 
f-0=0, (para t = 09; 


f-=e“coswt, (parat=09. 


Tinto unção NO) Como ue images especular tsiao Figura 17.5 Reflexão de uma função de tempo negativo no 


representadas no gráfico da Figura 175. domínio do tempo positivo. 
A transformada de Fourier de f(t) é 


KU) 


s+a 


(s + a? + wj == 


FAO = AF Ds=jo = 


—ju+a 
(—jw + a)? + wa 
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3. Funções não nulas em todo o intervalo de tempo podem ser transformadas em uma 
soma de funções de tempo positivo e negativo. Usamos as equações 1719 e 1720 para 
calcular a transformada de Fourier das funções de tempo positivo e negativo, respecti- 
vamente. A transformada de Fourier da função original é a soma das duas transforma- 
das. Assim, se fizermos 


p=) (para t>0), 
FD) = fu) (para t<0), 
então 
O =""0)+1(0 
e 


FAO = HED + RI O) 


= HS Os + HI (CDs=sa (1721) 


Um exemplo da utilização da Equação 1721 é o cálculo da transformada de Fourier de 
eli, As funções de tempo positivo e negativo para a função original são 


F)=ener-(=es 
Então 
HO = 


HI = —— 


Portanto, pela Equação 17721, 


1 1 
Fl get = A 

S+aAls-ijy S+als= 

o 1 
ju+a —jw +a 

o 
Wo + a? 

Se f(t) for par, a Equação 1721 reduz-se a 
RAD = BHO ssjo + HAD s=o- (1722) 


Se f(t) for ímpar, então a Equação 1721 torna-se 


PO = ASO sojo — HS) jo (1723) 
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PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 1 Saber calcular a transformada de Fourier de uma função. 


17.3 Determine a transformada de Fourier de cada uma das funções. Considere a uma constante real positiva. 


a) fO=0, t<0, 


Vo 


Resposta: (a) 


1oW="sendjh 120, (a + jo)? + op 
bDÃHD=0, t>0, 1 


ft) = —te”, t=0. ) (a — ja? 
co) Hi) = te, t=0, —j4aw 
fo=te", 1=0. Cao 


NOTA: tente resolver também o Problema 17.5, apresentado no final do capítulo. 


17.4 Uso de limites para calcular transformadas de Fourier 


Como indicamos na Seção 172, as transformadas de Fourier de várias funções de interesse 
prático devem ser calculadas por um processo de cálculo de limites. Voltaremos agora a tais 
tipos de funções e determinaremos suas transformadas. 


Transformada de Fourier da função sinal 


Mostramos, na Equação 1718, que a transformada de Fourier de uma constante A é 
2746(w). A próxima função de interesse é a função sinal, definida como +1 para t>0 e —1 
para t<0. A função sinal, sgn(t), pode ser expressa em termos de funções degrau unitário, ou 


sen(t) = u(t) — u(—t). (1724) 


A Figura 176 mostra graficamente a função. 
Para determinar a transformada de Fourier da função sinal, em primeiro lugar, criamos 
uma função que tende, no limite, à função sinal: 


sgn(t) = lim[e “u(t) = EU, E 0 (1725) 
A função entre colchetes, apresentada na Figura 177 tem uma transformada de Fourier, 


pois a integral de Fourier converge. Como f(t) é uma função ímpar, usamos a Equação 1723 
para determinar sua transformada de Fourier: 


Figura 17.6 Função sinal. Figura 17.7 Função que tende a sgn(t) à medida que e se 
aproxima de zero. 


HU) 


sgn(t) 


e “u(t) 


eSu(—t) 


Circuitos elétricos 


1 1 
FD) = 
UM j s+e s=jw s+e s=w 
a 1 
ju+re —jw+ e 
-2jw 
= ; 1726 
w + é 
Quando e > 0, f(t) — sgn(t) e SH] > 2/jw. Assim, 
2 
P(sgn(t)) = —. (1727) 
ju 


Transformada de Fourier da função degrau unitário 


Para determinar a transformada de Fourier da função degrau unitário, usamos as equa- 
ções 1718 e 1727 Para tal, reconhecemos que a função degrau unitário pode ser expressa como 


u(t) = 5 + > sen(o) (1728) 


Assim, 


Ffu(t) = 2(5] + 5 (isento 
= mô(w) + E (1729) 


Transformada de Fourier da função cosseno 


Para determinar a transformada de Fourier de cos w,f, voltamos à integral da transfor- 
mada inversa da Equação 179 e observamos que, se 


Flw) =2m5(0 — a), (1730) 
então 
0-5 / “lorô(o — one"! do. (1731) 
Usando a propriedade da filtragem da função impulso, reduzimos a Equação 1731 a 
0) =”, (1732) 
Então, pelas equações 1730 e 1732, 
FL = 275(w—m,). (1733) 


Usamos, agora, a Equação 1733 para determinar a transformada de Fourier de cos w,f, pois 
eivt + pivot 


; (1734) 


Cos wgl = 


Assim, 
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GE. Hi ES alwot ES »Tiwpt 
(cos wgty = ate 0) + Ffe 100) 


= 5 Brólo — wo) + 275(w + wo)] 


= mô(wo — wo) + mô(o + 9). (1735) 


A transformada de Fourier de sen wi pode ser calculada de forma semelhante, o que 
deixamos para o Problema 174, apresentado no final do capítulo. A Tabela 171 apresenta um 
resumo de pares de transformadas de Fourier das funções elementares importantes. 

Voltamos agora às propriedades da transformada de Fourier que aperfeiçoam nossa 
capacidade de descrever o comportamento aperiódico no domínio do tempo em termos do 
comportamento no domínio da frequência. 


Tabela 17.1 Transformadas de Fourier de funções elementares. 


Tipo PIU) F(w) 
impulso a(t) 1 
constante A 274ô(w) 
sinal sgn(t) 2/jw 
degrau u(t) mô(w) + 1/jw 
exponencial de tempo positivo e “u(t) (a +jw), a >0 
exponencial de tempo negativo e“u(—t) 1/(a — jo), a>0 
exponencial de tempo positivo e negativo pre 2a/(a” + 0º), a >0 
exponencial complexa elo 275(w — wo) 
cosseno cos wpt m[Sw + wo) + Sw — wo)] 
seno sen wpt im[d(o + wo) — Sw — wo)] 


17.5 Algumas propriedades matemáticas 


A primeira propriedade matemática importante é que F(w) é uma quantidade complexa 
e pode ser expressa em forma retangular ou polar. Assim, pela definição dada pela integral, 


F(w) = IR (De! dt 


K f(t(cos wt — j sen wt) dt 


= / f(t) cos wt dt — :f f(t) sen wt dt. (1736) 
Agora, façamos 


A(w) = fio cos wt dt (1737) 


B(w) = [ro sen wt dt. (1738) 


Circuitos elétricos 


Então, usando as equações 17737 e 1738 na Equação 1736, obtemos: 
F(w) = A(w) +jB(w) = |F(w)Je º), (1739) 


As seguintes observações sobre F(w) são pertinentes: 


e A parte real de F(w) — isto é, A(w) — é uma função par de w; em outras palavras, 
A(w) = A(—o). 

e A parte imaginária de F(w) — isto é, B(w) — é uma função ímpar de w; em outras pala- 
vras, B(w) = —B(—w). 

es O módulo de F(w) — isto é, 1/40) + B“(w) — é uma função par de w. 

* O ângulo de fase de F(w) — isto é, 9(w) — tg !B(w)/A(w) — é uma função ímpar de w. 

e Para obter o complexo conjugado de F(w), basta substituir w por —w; em outras palavras, 
F(—w) = Fw). 
Então, se f(t) for uma função par, F(w) será real, e se f(t) for uma função ímpar, F(w) será 

imaginária. Se f(t) for par, pelas equações 1737 e 1738, 


A(w) =2 / “0 cos wt dt (1740) 
e 
B(w)=0. (1741) 
Se f(1) for uma função ímpar, 
A(w)=0. (1742) 
e 
B(w) = 2 / 4 (t) senwt dt. (1743) 


Deixamos para o leitor as deduções das equações 1740 a 1743 (problemas 1710 e 1711, 
apresentados no final do capítulo). 

Se f(t) for uma função par, sua transformada de Fourier será uma função par; e, se f(t) 
for uma função ímpar, sua transformada de Fourier será uma função ímpar. Além disso, se 
f(t) for uma função par, pela integral inversa de Fourier, 


e ua O di 
f)-— | F(oe'“ do =— | Aloe!“ do 
27 Jo 27 Jo 
e 
= / A(w)(cos wt + j sen wt) do 
27 J-oo 
1 00 
=>) A(w) cos wt do + O 
21 Jo 
2 oo 
= =| A(w) cos wt do. (1744) 
21 0 


Compare, agora, a Equação 1744 com a 1740. Observe que, exceto por um fator de 1/27, 
essas duas equações têm a mesma forma. Assim, as formas de onda de A(w) e f(t) se tornam 
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intercambiáveis se f(t) for uma função par. Por exemplo, já 


observamos que um pulso retangular no domínio do tempo Figura 17.8 Espectro de frequência retangular. 

produz um espectro de frequência da forma (sen w)/w. Espe- A(o) 

cificamente, a Equação 1711 expressa a transformada de 

Fourier do pulso de tensão mostrado na Figura 171. Assim, M 

um pulso retangular no domínio da frequência deve ser 

gerado por uma função da forma (sen t)/t. Podemos ilus- à 
trar esse fato determinando a função f(t) correspondente ao =w)2 O vo/2 


espectro de frequência da Figura 178. Pela Equação 1744, 


wo/2 wn/2 
2M / senwt ) |ºº 
== M tdo = —— 
f(t) 2x ), coswt dw e ( : JL 
“a aa wot/2 
27 t/2 
1 senoot/2 
RE (ta, ont/2 ) (1745) 


Falaremos mais sobre o espectro de frequência de um pulso retangular no domínio do 
tempo em relação ao espectro de frequência retangular de (sen 1)/t depois de apresentarmos 
o teorema de Parseval. 


17.6 Transformadas operacionais 


As transformadas de Fourier, assim como as de Laplace, podem ser classificadas como 
funcionais e operacionais. Até aqui, enfocamos as funcionais. Agora, discutiremos algumas 
das transformadas operacionais importantes. No que se refere à transformada de Laplace, 
essas transformadas operacionais são semelhantes às discutidas no Capítulo 12. Por isso, 
deixamos para o leitor essas provas (problemas 1712 a 1719, apresentados no final do 
capítulo). 


Multiplicação por uma constante 
Pela integral que define a transformada de Fourier, 


HAD) = F(w), 


então 
FLKF(O) = KF (0). (1746) 


Assim, a multiplicação de f(t) por uma constante corresponde à multiplicação de F(w) 
pela mesma constante. 


Adição (subtração) 


A adição (subtração) no domínio do tempo corresponde à adição (subtração) no domínio 
da frequência. Assim, se 


Circuitos elétricos 


FD) = Fio), 
FD) = Foo), 
FD) = Fio), 
então 
FL — fdt) + FAO) = Filo) — Falo) + Fio), (1747) 


que pode ser deduzida substituindo-se a soma algébrica de funções no domínio do tempo na 
integral que define a transformada de Fourier. 


Diferenciação 


A transformada de Fourier da derivada de primeira ordem de f(t) é 


df(t 
(do! = joF(o). (1748) 
dt 
A derivada de ordem n de f(t) é 
d"f(t 
5 y ( = (jo)'F(w). (1749) 
As equações 1748 e 1749 serão válidas apenas se (t) for zero em +oo. 
Integração 
Se 
t 
so = [ rea 
então 
F(o) 
Hey = "2. (1750) 
ju 


A Equação 1750 é válida apenas se 


fio dx = 0. 


Mudança de escala 


Em termos dimensionais, tempo e frequência são recíprocos. Assim, quando o tempo é 
ampliado, a frequência é comprimida (e vice-versa), como mostra a transformada funcional 


(0) 


FLf(ab) = ir(S), a>0. (1751) 


Observe que, quando O < a< 1,0 tempo é ampliado, ao passo que, quando a > 1, o tempo 
é comprimido. 
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Deslocamento no domínio do tempo 


O deslocamento de uma função no domínio do tempo corresponde a alterar o espectro de 
fase e deixar o espectro de amplitude inalterado. Assim, 


FLf(t— a) = ei F(w). (1752) 


Se a for positivo na Equação 1752, f(t) será atrasada; se a for negativo, f(t) será adiantada. 


Deslocamento no domínio da frequência 


O deslocamento no domínio da frequência corresponde à multiplicação por uma expo- 
nencial complexa no domínio do tempo: 


FL f(O) = Flw — 0). (1753) 


Modulação 


Modulação de amplitude é o processo de variar a amplitude de uma portadora senoidal. 
Se o sinal modulador for f(t), a portadora modulada se tornará f(t) cos w,f. O espectro de ampli- 
tude dessa portadora é a metade do espectro de amplitude de f(t) centrada em +w,, ou seja: 


FEFf(t) cos ogtt = : F(o — wo) + : F(o + wo). (17.54) 


Convolução no domínio do tempo 


A convolução no domínio do tempo corresponde à multiplicação no domínio da frequên- 
cia. Em outras palavras, 


»(1) = / MON — Ma 
torna-se 
POD) = Y0) = X(o)H (0). (1755) 


A Equação 1755 é importante em aplicações da transformada de Fourier porque estabe- 
lece que a transformada da função resposta Y(w) é o produto entre a transformada da função 
da entrada X(w) e a função de transferência do sistema H(w). Falaremos mais sobre essa rela- 
ção na Seção 177, 

Convolução no domínio da frequência 


A convolução no domínio da frequência corresponde à multiplicação de duas funções no 
domínio do tempo. Assim, se 


HO = AO, 
então 


Pla) = 55 | Fi) — 1) du (1756) 


Circuitos elétricos 


A Tabela 172 resume essas dez transformadas operacionais, além de outra que apresenta- 
remos no Problema 1718, no final do capítulo. 


Tabela 17.2 Transformadas operacionais. 


iU) F(w) 
Kf (1) KF (mw) 
Fit) — folt) + Falt) Fi(w) — Foo) + Fs(w) 
d” f(i)/dt” (o) F (mw) 
fusca Flo)fio 
f(at) = (=), a>0 
fú-a) isa (a) 
elf (t) F(o — wo) 
1 di 
F(t) cos ot ar (o — wo) + ar (o + w9) 
/ “XODh( — dA X(o)H(c) 
MORO = frio id 
d" F(w 
IO re 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber calcular a transformada de Fourier de uma função. 


17.4 Suponha que f(t) seja definida da seguinte forma: 
2A 
tai sn çEe = 


2A 
O ço (= d= 
f(t) =0, para todos os outros valores de t. 


a) Determine a derivada de segunda ordem de f(t). 

b) Determine a transformada de Fourier da derivada de segunda ordem. 

c) Use o resultado obtido em (b) para determinar a transformada de Fourier da função em (a). (Sugestão: 
use a transformada operacional correspondente à diferenciação.) 


RA T) 4A 2A T 
Resposta: (a) AÊ E a(1 + E) RE S(t) + = aa = | 


4A wT 
(b) ER (cos = 1); 


4A wT 
= Vil — com |k 
(c) e cos— ) 
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17.5 O pulso retangular mostrado pode ser expresso como a diferença entre duas tensões degrau; isto é, 


v(t) = Vml (: SF 2) = (1 = 2) Vo u(t) 


Use a transformada operacional correspondente ao Ia 
deslocamento no domínio do tempo para determinar 
a transformada de Fourier de v(t). 


Resposta: V(w) = VT 


NOTA: tente resolver também o Problema 17.19, apresentado no final do capítulo. 


17.7 Aplicações em análise de circuitos 


A transformada de Laplace é mais utilizada em análise de circuitos que a transformada 
de Fourier por duas razões. A primeira delas é que a integral da transformada de Laplace 
converge para uma faixa mais ampla de formas de onda; a segunda é que ela já incorpora 
as condições iniciais do problema. Apesar das vantagens da transformada de Laplace, pode- 
mos usar a transformada de Fourier em análise de circuitos. A relação fundamental subja- 
cente à utilização da transformada de Fourier em análise do regime transitório de circuitos 
é a Equação 1755, que relaciona a transformada da resposta Y(w) com a transformada da 
entrada X(w) e a função de transferência H(w) do circuito. Observe que H(w) é a já conhe- 
cida H(s) na qual s foi substituído por ju. 

O Exemplo 171 mostra como usar a transformada de Fourier para determinar a resposta 
de um circuito. 


EXEMPLO 17.1 Uso da transformada de Fourier para determinar a resposta transitória de um circuito. 


Use a transformada de Fourier para determinar i (t) no circuito da Figura 179. A fonte de corrente 
AU) é igual a 20 sgn(t) A. 


Solução 
A transformada de Fourier da fonte de corrente é Figura 17.9 Circuito para o Exemplo 17.1. 
Ido) = F(20 sgn(t)) $3 q 
= 20 (=) it) (1) 19 io) | 
nm 1 H 
“4 
jo 


A função de transferência do circuito é a razão entre 7 e 1 » assim, 


1 
4+Hijw 


L 
H(w) aa di 
8 


A transformada de Fourier de i (1) é 


Circuitos elétricos 


To) = Ido)H(o) 
= - 0 
jo(4 + jo). 


Expandindo 1 (w) em uma soma de frações parciais, obtemos 


K K 
Tu) =-— E 
jo 4+Hjw 
Avaliando K, e K,, temos 
40 
K,=—- =10 
1 4 bi 
2º 4 : 
Assim, 
10 10 
rÁ = Es, 
(co) jo 4+Hijw 


A resposta é, então, 


ikt) = FI o(o)] 


Figura 17.10 Gráfico de i.(D. 


iolO) 
5 


(A) 


5 sgn(t) 


5 sgn(t) 


= 5 sgn(t) — 10e *u(t). 


A Figura 1710 mostra o gráfico da resposta. A solução 
faz sentido em relação ao comportamento conhecido 
do circuito? Sim, pelas razões a seguir. A fonte de cor- 
rente fornece —20 A ao circuito para t entre —oo e 0. A 
resistência em cada ramo determina a divisão de —20 
A entre eles. Em particular, um quarto da corrente 
aparece no ramo de i ; portanto, i, é —S A para t<0. 
Quando a fonte de corrente salta de —220 A para +20 
Aemt=o0, i, tende exponencialmente a seu valor final 
de +5 A, com uma constante de tempo de is. 


Uma característica importante da transformada de Fourier é que ela fornece diretamente a resposta 
de regime permanente a uma função de entrada senoidal. Isso acontece porque o cálculo da transfor- 
mada de Fourier de cos w,f é baseado na premissa de que a função existe por todo o tempo. O Exem- 


plo 172 ilustra esse aspecto. 


EXEMPLO 17.2 Uso da transformada de Fourier para determinar a resposta de regime permanente senoidal. 


A fonte de corrente do Exemplo 171 (Figura 179) é trocada por uma fonte senoidal. A expressão para 


a corrente é 


AU) =50 cos3t A. 


Use o método da transformada de Fourier para determinar i (t). 
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Solução 


A transformada da fonte é 
1 ko) = 50m[ô(w — 3) + ó(w + 3)]. 


Como antes, a função de transferência do circuito é 


1 


PU po 


Então, a transformada da resposta de corrente é 


dw — 3) + Sw + 3) 
4+Hijw à 


Ikw) = 507 

Graças à propriedade de filtragem da função impulso, a forma mais fácil de determinar a transfor- 
mada inversa de 1 (w) é pela integral inversa: 
Mt) = FMI do) 


50 NES =3) + 5 + à he ii 


27 4+jw 
ei et 
(1 Ea) 
ep 13687 E TpI368T! 
E 5 1 ) 


= 5S[2cos(3t — 36,879] 
= 10cos(3t — 36,87 ). 


Deixamos para o leitor a tarefa de verificar que a solução para i (t) é idêntica à obtida pela análise fasorial. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber como usar a transformada de Fourier para determinar a resposta de um circuito. 


17.6 A fonte de corrente do circuito mostrado fornece uma corrente de 
10 sgn (t) A. A resposta é a tensão no indutor de 1 H. Calcule (a) 


1d); (6) H(jo); (0) Vlw): (d) V(0); (e) (0): (8) à,(0"): (8) (0): 
(h) (0%): (1) v (07) e (5) v (0º). 
Resposta: (a) 20/jw; (ISA; 

(b) 4jwl(5 + ju); (g)8A; 

(c) 80/(5 + jo); (n)8A; 

(d) 80€ Su(t) V; (1) 0 V; 


(e) =2 A; (j) 80 V. 


Circuitos elétricos 


17.7 A fonte de tensão do circuito mostrado fornece a tensão 


v, = eu(>t) + u(t) V. 


a) Use o método da transformada de Fourier para determinar v,. 
b) Calcule v (07), v (0) e v,(00). 


10 
Resposta: : i o NE: 
= dy) — <= Sd t) V; 
(a) va = qeu(=o) — Nulo) + 5 + e sendo) Vi (O) SOS E 
ER E 
E) A NE 


NOTA: tente resolver também os problemas 17.20, 17.28 e 17.30, apresentados no final do capítulo. 


17.8 Teorema de Parseval 


O teorema de Parseval relaciona a energia associada a uma função no domínio do tempo 
à transformada de Fourier da função. Imagine que a função f'(t) seja a tensão ou a corrente em 
um resistor de 1 O). Então, a energia associada a essa função é 


Wi = / . fo) dt. (1757) 


De acordo com o teorema de Parseval, essa mesma energia pode ser calculada por uma 
integração no domínio da frequência ou, especificamente, 


f. ft) dt = = firtopdo (1758) 


Por conseguinte, a energia dissipada por f(t) em um resistor de 1 €) pode ser calculada pela 
integração do quadrado de f(t) a todos os instantes de tempo ou integrando-se 1/27 vezes o 
quadrado do módulo da transformada de Fourier de f(t) a todas as frequências. O teorema de 
Parseval será válido se ambas as integrais existirem. 

A potência média associada aos sinais de energia finita no domínio do tempo é igual a 
zero quando a média é calculada ao longo de todo o tempo. Assim, quando comparamos sinais 
desse tipo, usamos o conteúdo de energia dos sinais. É conveniente utilizar um resistor de 1 O 
para comparar o conteúdo de energia dos sinais de tensão e corrente. 

Começamos a dedução da Equação 1758 reescrevendo o integrando da integral do lado 
esquerdo como f(t) vezes ela mesma e, então, expressamos uma das f(t) em termos da trans- 
formada inversa: 


froa- [sora 


s fio ef. (w)ei! do | dt. (1759) 


Podemos deslocar f(t) para a integral interna porque essa integração é em relação a w, e 
então passamos a constante 1/27 para o lado de fora de ambas as integrais. Assim, a Equação 
1759 torna-se 
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fu (8) dt = = fl fr (co) f (De! do [dr (1760) 


Invertemos a ordem de integração e, nessa operação, percebemos que F(w) pode ser des- 
locada para fora da integração em relação a t. Assim, 


/ Fldi= = F(w) [/ feia do. (1761) 
—oo T —DO —D0O 
Como a integral interna é F(—w), a Equação 17,61 reduz-se a 
oo 1 00 
/ Pijdt= E / F(w) F(—0w) do. (1762) 
—D0 TT —D0o 


Na Seção 176, observamos que F(—w) = F*(w). Desse modo, o produto F(w)F(—w) é sim- 
plesmente o módulo de F(w) ao quadrado, e a Equação 1762 é equivalente à Equação 1758. 
Além disso, notamos que |F(w)| é uma função par de w. Portanto, também podemos escrever 
a Equação 1758 como 


fra dt = - / |F (o) do. (1763) 


Exemplo de aplicação do teorema de Parseval 


Podemos demonstrar melhor a validade da Equação 17,63 com um exemplo específico. Se 
no =et, 


o lado esquerdo da Equação 1763 torna-se 


oo 0 (0.0) 
/ eldr = / e dt + ! ed 
—oo —o0 0 


Es (1764) 


A transformada de Fourier de f(t) é 


2a 


2 
+ o 


F(w) = 


e, em consequência, o lado direito da Equação 1763 torna-se 


fo 4a? 4 442 1 ( do sgh, 2) e 
E 
“Jo (a? Li w>)? TIlw+a a 8 a 


= (1765) 


Observe que o resultado dado pela Equação 17,65 é o mesmo dado pela Equação 17,64. 


Circuitos elétricos 


Interpretação do teorema de Parseval 


Segundo uma interpretação física do teorema de Parseval, o quadrado do módulo da 
transformada de Fourier, |F(w)|?, é uma densidade de energia (em joules por hertz). Para com- 
provar isso, escrevemos o lado direito da Equação 17,63 como 


DD nadie (nona 
| IF Qmf) Za df 2 [ |FQaf) af, (1766) 


em que |F(2mf)2df é a energia de uma faixa infinitesimal de frequências (df) e a energia total 
dissipada por f(t) em um resistor de 1 O é o somatório (integração) de |F(2mf)|df em todas as 
frequências. Podemos associar uma parte da energia total a uma faixa específica de frequên- 
cias. Em outras palavras, a energia na faixa de frequências de w, a w, é 


1 w2 
Wio = =! IF(w)|? do. (1767) 


Observe que expressar a integração no domínio da frequência como 


1 [0,0] 
/ |F(0)P do 
27 J-o 


em vez de 
Figura 17.11 Interpretação gráfica da Equação 17.68. 


1 00 
Pop E) [F(w)P do 


permite que a Equação 1767 seja escrita na forma 


E O 
Wo=—| I|F()do+— | |F(w)? do. (1768) 
217 —» 27 W1 


e A Figura 1711 ilustra a interpretação da Equação 1768. 
Os exemplos 173 a 175 ilustram o uso do teorema de 
Parseval. 


EXEMPLO 17.3 Uso do teorema de Parseval. 
A corrente em um resistor de 40 O é 
i=20€u(t) A. 
Qual percentagem da energia total dissipada no resistor pode ser associada à faixa de frequências 
0<=w=2V3rad/s? 
Solução 
A energia total dissipada no resistor de 40 O é 


—4t | 00 
É] =4.0003. 


Wa = 40 ! 400e* dt = 16.000 
0 0 


Podemos verificar esse cálculo com o teorema de Parseval: 
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20 
F es 
(9) 2+jw 
Assim, 
20 
E)| =—==== 
V4 + q? 
e 


49 [* 400 
Waoo = =| dw 
0 


4+0? 
;) 


16.000 E “o 
so (=) =4.000J. 
T 2 


28 3 


T 


A energia associada à faixa de frequências 0 = w = 2V3 rad/s é 


EA 4+w? 
— 16000 [1 40 Eva 
“4 j2é dl 


J. 


o 8000 (m) * 8.000 
3 3 


T 


Dessa forma, a percentagem da energia total associada a essa faixa de frequências é 


— 8.000/3 
4.000 


n X 100 = 66,67%. 


EXEMPLO 17.4 Aplicação do teorema de Parseval a um filtro passa-faixa ideal. 
A tensão de entrada de um filtro passa-faixa ideal é 
v(t) = 120€ 2u(t) V. 


O filtro deixa passar todas as frequências que estão entre 24 e 48 rad/s, sem atenuação, e rejeita com- 
pletamente todas as frequências fora dessa faixa de passagem. 

a) Faça um gráfico de |V(w)]? para a tensão de entrada do filtro. 

b) Faça um gráfico de |V (w)|? para a tensão de saída do filtro. 


c) Qual percentagem da energia total do sinal na entrada está disponível na saída? 
Solução 


a) A transformada de Fourier da tensão de entrada do filtro é 


Circuitos elétricos 


120 
Re a 
Assim, 
ví y 14.400 
[49] ES CD A 
576 + w? 


A Figura 1712 mostra o gráfico de |V(w)|? em função de w. 


b) Como o filtro passa-faixa ideal rejeita todas as fre- 


: 3 E 
quências fora da faixa de passagem, o gráfico de Figura 17.12 1V(w)lé em função de w para o Exemplo 17.4. 


V,(w)|? em função de w tem o aspecto apresentado V(w) 
0 p p 


na Figura 1713. 
c) A energia total disponível na entrada do filtro é A 

09 o 15 — 

“A 14.400 E o ( À ção ) 10 

Cah sora O q NM" Al sl 

d 
— 6007 — “60 -40 200] 20 40 60 º(2d/S) 
o 300 J. 


E 5 ; ; 5 i Ê 2 â E lo 17.4. 
A energia total disponível na saída do filtro é BD a pe 


Volo)P 
1 IR 14.400 600 4 w]|? 
= 7 tw = tg 
T 24 576 + ow T 24 24 
20 ape mo” 
= (8 2-t8 Do E 7) o (rad/s) 
= 6145 J. 


A percentagem da energia de entrada disponível na saída é 


“6145 
"300 


X 100 = 20,48%. 


EXEMPLO 17.5 Aplicação do teorema de Parseval a um filtro passa-baixas. 


O teorema de Parseval permite o cálculo da energia disponí- Figura 17.14 Filtro RC passa-baixas para 


vel na saída do filtro ainda que não conheçamos a expressão no PER 
domínio do tempo para v (t). Suponha que a tensão de entrada Era 
para o circuito do filtro RC passa-baixas da Figura 1714 seja de + 


10uF uv, 


v(t) = 15eSu(t) V. v; T 


a) Qual percentagem da energia do sinal de entrada está dispo- 
nível no sinal de saída? 
b) Qual percentagem da energia de saída está associada à faixa de frequências O = w = 10 rad/s? 
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Solução 


a) A energia do sinal de entrada é 


e Ot (0,0) 


—10lo 


W= ! (15e 52 dt = 225 = 
0 


A transformada de Fourier da tensão de saída é 


Volo) = Vío)H(o), 


em que 
15 
V. = 
(o) = 54 jo 
1/RC 10 
H(w) = / — — —, 
Y/RC+Hjo 10 +jo 
Daí, 
150 
Vol) = (5 + jw)(10 + ju) 
22.500 
|Vo(w)|? = 


“(25 + (100 + q?) 


A energia do sinal de saída é 
0 de 22.500 
Wo = 5 7 do 
TJo (25 + 0)(100 + wo?) 


Podemos calcular facilmente a integral expandindo o integrando em uma soma de frações parciais: 


22.500 300 300 


(25 + 0)(100 Ho?) 25 +02  100+0” 


Então, 


-300f [É do É do 
Ho 2 2 
o 25+w o 100 + w 


= ls(a) al) =" 


Por consequência, a energia disponível no sinal de saída representa 66,67% da energia disponível 
no sinal de entrada; isto é, 


15 


= 22, 56100) = 66,67 Vo. 


n 


b) A energia de saída associada à faixa de frequências O = w = 10 rad/s é 


1747 


Circuitos elétricos 


ri = 300 ( Í: da a da y 
ºC TlhZS+o JJ 100+40? 
300 (à aid a o) 30 ( 27 7) 
= tg ts = 
q ÀS 5 10 10 miZ84 4 


= 13,64 J. 


Como a energia total do sinal de saída é 15 J,a percentagem associada à faixa de frequências de O 
a 10 rad/s é 90,97%. 


Energia contida em um pulso retangular de tensão 


Concluímos nossa discussão sobre o teorema de Parseval calculando a energia associada 
a um pulso retangular de tensão. Na Seção 17.1, determinamos que a transformada de Fourier 
do pulso de tensão é 


z sen wT/2 

D)= VT ja 1769 

(o) "o wr/2 ( ) 

Figura 17.15 Pulso retangular de tensão e sua transformada Para auxiliar nossa discussão, redesenhamos o 
de Fourier. (a) Pulso retangular de tensão. pulso de tensão e sua transformada de Fourier na 


Tate da Figura 1715(a) e (b), respectivamente. Essas figuras 


v(t) mostram que, à medida que o pulso de tensão (7) torna- 
-se menor, a parte dominante do espectro de amplitude 
(isto é, o espectro de —27%/7 a 27/7) espalha-se por uma 
faixa mais ampla de frequências. Esse resultado está 
de acordo com nossos comentários anteriores sobre a 
-7/2 0 7/2 transformada operacional relacionada a mudanças de 

(a) escala; em outras palavras, quando o tempo é compri- 
mido, a frequência dilata-se, e vice-versa. Para transmi- 
tir um único pulso retangular com razoável fidelidade, 
a largura de faixa do sistema deve ser, no mínimo, sufi- 
ciente para abranger a parte dominante do espectro de 
amplitude. Assim, a frequência de corte deve ser, no 
mínimo, 27/7 rad/s ou 1/7 Hz. 


Podemos usar o teorema de Parseval para calcular a 


fração da energia total associada a v(t) que se encontra 
na faixa de frequências O = w = 27/7. Pela Equação 1769, 


| O aids sen? w7T/2 

W = a) fee dw. (1770) 
Edo (w7/2) 
Para calcular essa integral, fazemos 
WT 
= 17 
= (1771) 
observando que 

dx = : do (1772) 
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e que 
x=T quando w = 27/7. (1773) 


Se fizermos as substituições dadas pelas equações 17771 a 1773, a Equação 1770 torna-se 


2 Tenn2 
w = Sar [ sen” x dr. (1774) 
0 


T x? 


Podemos calcular a integral na Equação 1774 por partes. Se fizermos 


u=sen?x (1775) 
dv = E (1776) 
ae 
então 
du=2sen x cos x dx=sen 2x dx, (1777) 
e 
Eme (1778) 
x 
Daí, 
7 2 2 Tt Cu 1 
/ “a é [Re ao / sen2x dx 
0 X x 0 0 XxX 
“sen? 
=0+ / Ed (1779) 
0 X 
Substituindo a Equação 1779 na Equação 1774, obtemos 
2, T 
W= À Ei (1780) 
T 0 2x 


Para calcular a integral na Equação 1780, temos, em primeiro lugar, de colocá-la na forma 
de sen y/y, fazendo y = 2x e observando que dy = 2 dx e y = 27 quando x = 7. Assim, a Equa- 
ção 1780 torna-se 


2 27 
w = “| sen y dj: (1781) 


O valor da integral na Equação 1781 pode ser encontrado em uma tabela de integrais de 
funções trigonométricas.! Seu valor é 1,41815 e, portanto, 


= Wh 


T 


w (1,41815). (1782) 


A energia total associada a v(t) pode ser calculada por integração no domínio do tempo 
ou pela Equação 1781, com o limite superior igual a infinito. Em qualquer dos casos, a energia 
total é 


W, = VZr. (1783) 


A fração da energia total associada à faixa de frequências entre O e 27/7 é 


1 Abramowitz, M. e Stegun, I. Handbook of Mathematical Functions. Nova York: Dover, 1965, p. 244. 


Circuitos elétricos 


"= », 
— MWir(141815) 
m(Vh) 
= 0,9028. (1784) 


Assim, aproximadamente 90% da energia associada a v(t) está contida na faixa domi- 
nante do espectro de amplitude. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Entender e saber usar o teorema de Parseval. 


17.8 A tensão em um resistor de 50 O é 
v=4teu(t) V. 


Qual percentagem da energia total dissipada no 
resistor pode ser associada à faixa de frequências IV (jo) 
0<=w=V3 rad/s? 
Resposta: 94,23%. 
17.9 Admita que o módulo da transformada de Fourier de v(t) 


varie como mostrado. Essa tensão é aplicada a um resis- 


tor de 6 kQ. Calcule a energia total fornecida ao resistor. —2.0007 0 


Resposta: 4 J. 


NOTA: tente resolver também o Problema 17.40, apresentado no final do capítulo. 


Perspectiva prática 


Filtro de sinais digitais 


Para entender o efeito da transmissão de um sinal digital por uma linha telefônica, considere um pulso simples que repre- 
senta um valor digital de 1, usando 5 V conforme mostrado na Figura 17.15 (a), com V, = 5Ve7=1 us. A transformada de 
Fourier desse pulso é mostrada na Figura 17.15 (b), em que a amplitude 


V,7=5 uy e 0 primeiro ponto de passagem de valor positivo no eixo da Figura 17.16 O efeito da transmissão de um pulso de 


tensão quadrada por um filtro de largura de 


frequência é 277/7 = 6,28 Mrad/s = 1 MHz. banda limitada, causando distorção do sinal 
Observe que o pulso digital que representa o valor 1 é idealmente de saída resultante no domínio do tempo. 
a soma de um número infinito de componentes de frequência. Mas uma v(1) 


linha telefônica não pode transmitir todos esses componentes de frequên- 
cia. Normalmente, o telefone tem uma largura de banda de 10 MHz, o que 
significa que é capaz de transmitir apenas aqueles componentes de fre- 
quência abaixo de 10 MHz. Isso faz com que o pulso original seja distor- 
cido quando recebido pelo computador na outra ponta da linha telefônica, 
como se pode ver na Figura 17.16. 5/2 0 7/2 


Vm 


Resumo 


A transformada de Fourier fornece uma descri- 
ção no domínio da frequência de funções ape- 
riódicas no domínio do tempo. Dependendo da 
natureza do sinal no domínio do tempo, uma de 
três abordagens é usada para determinar sua 
transformada de Fourier: 

º Se osinal no domínio do tempo for um pulso 
bem-comportado de duração finita, a inte- 
gral que define a transformada de Fourier 
será usada. 

e Se a transformada unilateral de Laplace de 
ft) existir e todos os polos de F(s) estiverem 
na metade esquerda do plano s, F(s) pode 
ser usada para determinar F(w). 

e Se f(t) for uma constante, uma função sinal, 
uma função degrau ou uma função senoidal, a 
transformada de Fourier será determinada por 
um processo limite. 

(Seção 172.) 

Transformadas operacionais e funcionais de 

Fourier úteis à análise de circuitos são apresen- 

tadas nas tabelas 17.1 e 172. (Seções 176 e 177.) 


Problemas 


Seções 17.1-17.2 
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A transformada de Fourier de um sinal de res- 
posta y(t) é dada por 

Y(w) = X(o)H(o). 
em que X(w) é a transformada de Fourier do 
sinal de entrada x(t),e H(w) é a função de trans- 
ferência H(s) avaliada em s = jw. (Seção 177.) 
A transformada de Fourier existe tanto para 
funções de tempo negativo quanto para funções 
de tempo positivo e, assim, é adequada a proble- 
mas descritos em termos de eventos que come- 
çam em t = —oo. Por outro lado, a transformada 
unilateral de Laplace é adequada a problemas 
descritos em termos de condições iniciais e 
eventos que ocorrem para t > 0. 
O quadrado do módulo da transformada de 
Fourier é uma medida da densidade de ener- 
gia (joules por hertz) no domínio da frequência 
(teorema de Parseval). Desse modo, a transfor- 
mada de Fourier permite-nos associar uma fra- 
ção da energia total contida em f(t) a uma faixa 
específica de frequências. (Seção 178.) 


17.1 


a) Determine a transformada de Fourier da 
função na Figura P171. 

b) Determine F(w) quando w = 0. 

c) Faça um gráfico de |F(w)| em função de w, 
quando A=10e7=0,1. Sugestão: lembre- 
-se de que |F(w)| é uma função par de w. 


Figura P17.1 


AU) 


17.2 A transformada de Fourier de f(t) é mostrada 


na Figura P172. 

a) Determine f(1). 

b) Calcule f(0). 

c) Faça um gráfico de f(t) para —150 = t = 
150 s quando 4 = 57 e w, = 100 rad/s. 
Sugestão: lembre-se de que f(t) é par. 


Figura P17.2 
F(0) 
4 


A 


TONA 2 


751 


Circuitos elétricos 


17.3 Use a integral de definição para calcular 
a transformada de Fourier das seguintes 
funções: 


a) f(t) = Asenht, 


2<t=<2; 


f(t) = 0, em todos os outros instantes de 
tempo. 


Seções 17.3-17.5 


24 T 
b) MU= PPA; dd 
2A T 
SS EA, ad 
f(t) = 0, em todos os outros instantes de 


tempo. 


17.4 Deduza F[senoçt).. 

17.5 Determine a transformada de Fourier de cada 
uma das seguintes funções. Em todas elas, a é 
uma constante real positiva e —oo = t = 00. 


a) ft) = te tt; 
b) R) = Perl; 
co) f)=e “cos mf; 
d) H) = el sen of; 
e) HO) = (119). 
17.6 Se f(t) for uma função real de t, mostre que 


a integral que define a transformada inversa 
reduz-se a 


f(t) = De IA(o) cos wt — B(w)senwt] do. 


17.7 Se ft) for uma função real ímpar de +, mos- 
tre que a integral que define a transformada 
inversa reduz-se a 


Seção 17.6 


f(t) = = [.80) sen wt do. 


17.8 Useadefinição datransformadainversa (Equa- 
ção 179) para mostrar que F!2/jw) = sgn(t). 
Sugestão: veja o Problema 177 

17.9 Determine F(cos wot) usando a função de 
aproximação 

ft) = el cos of, 
em que e é uma constante real positiva. 
17.10 Mostre que, se f(t) for uma função ímpar, 
A(o) =0, 


B(w) = 7) Ff(t) sen wt dt. 
Jo 
17.11 Mostre que, se f(t) for uma função par, 
A(w) = 2 [ f(t) cos wt dt, 
0 


B(w) =0. 


17.12 a) Mostre que df(t)/dt) = jwF(w),em 
que F(w) = &[ f(t)+. Sugestão: use a inte- 
gral de definição e integre por partes. 

b) Qual é a restrição sobre f(t) para que o 
resultado do item (a) seja válido? 
c) Mostre que S(d"f(t)/dt") = Go)"F(w), 
em que F(w) = 5 f(t)). 
17.13 a) Mostre que 


5 frcoas| = E 


em que F(w) = F(f(x)!. Sugestão: use a 
integral de definição e integre por partes. 


b) Qual é a restrição sobre f(x) para que o 
resultado do item (a) seja válido? 


c) Se f(x) = e “u(x), a transformada ope- 
racional do item (a) pode ser usada? 
Explique. 

17.14 a) Mostre que 


(0) 


FLf(ab) = = (<), a> 0. 


b) Dado que f(at) = e“! para a > 0, faça um 
gráfico de F(w) = F[f(at)) paraa = 0,5, 
1,0 e 2,0. Seus gráficos refletem o fato 
de que uma compressão no domínio do 
tempo corresponde a uma dilatação no 
domínio da frequência? 


17.15 Deduza cada uma das seguintes transforma- 
das operacionais: 


a) Hf( — a) = ev F(o); 

b) He HO) = Flo — qo); 

co) FLf (cos vor = SF(w — w9) + 5F(w + 
17.16 Dado 


oo 


vo = [ xogha — aja, 


mostre que Y(w) = Hy()) = X(o)H(w), 
em que X(w) = Flx()he H(w) = FLh(t)). 
Sugestão: use a integral de definição para 
escrever 


FO) = / | / ont E aa for dt. 


Em seguida, inverta a ordem da integração 
e, então, faça uma mudança de variáveis de 
integração; isto é, faça u =t—. 

17.17 Dada ft) = f,(t)fs(t), mostre que 


F(w) = (1/27) E F(uwFs(w —u) du. 


Sugestão: em primeiro lugar, use a integral de 
definição para expressar F(v) como 


F(o) = firaner dt. 


Em segundo lugar, use a transformada inversa 
para escrever 


Seção 17.7 
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10 =55 | Filaper du 


Em terceiro lugar, substitua a expressão de 
f,(t) na integral de definição e, então, troque 
a ordem de integração. 

17.18 a) Mostre que 


Gr| CR | = (ro). 


b) Use o resultado de (a) para calcular cada 


uma das seguintes transformadas de Fou- 
rier (considerando a > 0): 


FPlte “ul, 
Fte, 


Fl te ii . 


17.19 Suponha f(t) = f,()f(t), em que 


f(t)=cos wi, 

AD) = 1,12 <t< 12; 

f(t) = 0, em todos os outros instantes de 
tempo. 


a) Use a convolução no domínio da frequên- 


cia para determinar F(w). 


b) O que acontece a F(w) à medida que a 


largura de f(t) aumenta de modo que 
f(t) inclua um número cada vez maior de 
ciclos de f,(t)? 


17.20 a) Use o método da transformada de Fourier 
Pspice para calcular i (t) no circuito da Figura 


MSM P1720, se v, = 60 sgn(1) V. 
b) Sua solução faz sentido em termos do 
comportamento conhecido do circuito? 
Explique. 
Figura P17.20 
480 O == 
MM 
Ve vy $24k0 >= 625 nF 


17.21 Repita o Problema 1720, mas substitua i (t) 


Pspice porv (1). 
Multisim á 


17.22 a) Use o método da transformada de Fourier 


para calcular v (t) no circuito da Figura 
P1722.0 valor inicial de v (t) é iguala zero 
e a tensão da fonte é 50u(t) V. 


b) Faça o gráfico de v (t). 
Figura P17.22 


2H 


ANNA 


Vg (O 400 9 vo 


+ 0 


17.23 Repita o Problema 1722 se a tensão de 
entrada (v é) for alterada para 25 sgn(t). 


Circuitos elétricos 


17.24 a) Use a transformada de Fourier para cal- 
Pspice cular i, no circuito da Figura P17.24, se 
Multisim no 
1,40 sgn(t) mA. 
b) Sua solução faz sentido em termos do 
comportamento conhecido do circuito? 
Explique. 
Figura P17.24 


O 


17.25 Repita o Problema 1724, mas substitua i, 


Pspice porv. 
Multisim ii 


—» ist) 


+ 


1.250 O volt) == 058 uF 


17.26 A fonte de tensão no circuito da Figura P1726 
Pspice | é dada pela expressão 
Multisim 
v,=8 sgn(t) V. 
a) Determine v (1). 
b) Qualé o valor de v (0)? 
c) Qual é o valor de v (0)? 


d) Use a transformada de Laplace para cal- 
cular v (t) para t> 01. 


e) A solução obtida no item (d) está de 
acordo com v (t) para t> 0* no item (a)? 


Figura P17.26 
100 O 
NAAS 


E O o 


100 mH 
INN 


62,5 uF 


17.27 Repita o Problema 17.26, mas substitua v (t) 
Pspice ori (t). 
Mis! P ot 

17.28 a) Use a transformada de Fourier para cal- 


Pspice cular v, no circuito da Figura P1728, se i 
Mubisim for igual a 2e 100 A, 


b) Determine v (07). 


8 


c) Determine v (0*). 
d) Use a transformada de Laplace para 
determinar v, para t = 0. 


e) A solução obtida no item (d) está de 
acordo com v, para t> 0" do item (a)? 


Figura P17.28 


O 


e , 
+ | lo 


500 o vo (a uF 
e 


17.29 a) Use a transformada de Fourier para cal- 


Pspice cular i, no circuito da Figura P1728, se i 
Multisi . 
mae for igual a 2e 100 A, 


b) Determine i (0). 


c) Determine i (0º). 


8 


d) Use o método da transformada de 
Laplace para calcular i, para t = 0. 
e) A solução obtida no item (d) está de 
acordo com i para t> 0* do item (a)? 
17.30 Use o método da transformada de Fourier 


Pspice | para calcular i, no circuito da Figura P17.30, 
HSM se v,=300 cos 5.000r V. 


Figura P17.30 


17.31 a) Use o método da transformada de Fourier 
Pspice para calcular i no circuito da Figura P1731, 
MSM se v,= 125 cos 40.000r V. 


b) Verifique a resposta obtida em (a) deter- 
minando a expressão de regime perma- 
nente para i,, usando a análise fasorial. 

Figura P17.31 


5 mH 


INN 


Vg (O 1320 mH 


17.32 a) Use o método da transformada de Fourier 


Pspice para calcular v, no circuito mostrado na 
Multisim 


$ 120 0 


Figura P17/32. A fonte de tensão gera a 
tensão 
= dSe UR, 


b) Calcule v (07), v (09) e v (00). 
c) Determine à, (0), 1:40), v (O) e DOM. 


d) Os resultados do item (b) fazem sentido 
em termos do comportamento conhecido 
do circuito? Explique. 


Figura P17.32 


1uF 
+ ) + 
ve — 
(O) 4H | v $800 0 
ip o 


17.33 A fonte de tensão no circuito da Figura P1733 
Pspice | está gerando o sinal 
nc =25 sgn(1) — 25 + 150€10%y(1) V. 
v,=25 sgn(t) e UUu(t) V. 
a) Calcule v (0) e v, (0*). 
b) Calcule i (07) e i(0'). 
c) Calcule v,. 
Figura P17.33 


17.34 a) Use a transformada de Fourier para cal- 


Pspice cular v, no circuito da Figura P17.34 
Multisim 
quando 
v,=36e% u(—t) — 36€ * u(t) V. 
b) Determine v (0). 
Seção 17.8 


Capítulo 17 e A transformada de Fourier 


c) Determine v (0º). 
Figura P17.34 
100 1H 


O) 1 


17.35 a) Use o método da transformada de Fourier 
Pspice para calcular v, no circuito da Figura 
Multisim 
P1735 quando 


à, = 18eW u(-t) — 18€ 1 u(t) A. 
b) Determine v,(0). 
c) Determine v (0º). 
d) Os resultados dos itens (b) e (c) fazem 


sentido em termos do comportamento 
conhecido do circuito? Explique. 


Figura P17.35 
10 mF 


CD 25 9 Vo 1H 


17.36 Quando a tensão de entrada para o sistema da 
Figura P1736 é 20u(t) V, a tensão de saída é 
v, = [40 + 60€7100% — 100e3007u(1) V. 
Qual é a tensão de saída, se v,= 20 sgn(t) V? 
Figura P17.36 
EO E vo 
(Tensão de entrada) [(Tensão de saída) 


17.37 Tem-se que F(w) = e“u(—w) + e “u(w). 
a) Determine f(t). 
b) Determine a energia associada a f(t) por 
integração no domínio do tempo. 
c) Repita o item (b) usando integração no 
domínio da frequência. 


d) Determine o valor de w, para que f(t) 
tenha 90% da energia na faixa de frequên- 
cias O = Jo| = 0). 
17.38 O circuito da Figura P1738 é alimentado pela 
corrente 


e 128 1%y(t) A. 
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17.39 


17.40 


Qual percentagem da energia total da cor- 
rente de saída i, encontra-se na faixa de fre- 
quências O = |w| = 100 rad/s? 


Figura P17.38 


500 mH 


O sinal da corrente de entrada no circuito da 
Figura P1739 é 

Sm 10€ 5 u(t) mA, t = 01. 
Qual percentagem da energia total do sinal 
de saída encontra-se na faixa de frequências 
0 a 100 rad/s? 


Figura P17.39 


2k0 io| 25 uF 


A tensão de entrada no circuito da Figura 
P1740 é v, = 30 V. 


a) Determine v (1). 


b) Faça um gráfico de |V (w)| para —S = w = 
5 rad/s. 


c) Desenhe um gráfico de |V (w)| para —5 = 
w = 5 rad/s. 


d 


e 


a 


Calcule a energia total de v & 


n— 


Calcule a energia total de v,. 


f) Qual percentagem da energia de v E 
encontra-se na faixa de frequências O = 
lo| = 2 rad/s? 

g) Repita (f) para v,. 

Figura P17.40 

20 O 


O 


MA 


80 0 


17.41 


17.42 


O espectro de amplitude da tensão de entrada 
para o filtro RC passa-altas na Figura P1741 é 
200 

—, 100 rad/s = |o| = 200 rad/s; 


Váo) = 
[oo] 
V, (w) = 0, em todos os outros lugares. 


a) Faça um gráfico de |V (w)|? para —300 = 
w = 300 rad/s. 

b) Faça um gráfico de |V (w)|? para —300 = 
w = 300 rad/s. 


c) Calcule a energia no sinal de entrada do 
filtro. 


d) Calcule a energia no sinal de saída do 
filtro. 


Figura P17.41 


0,5 gF 
e ud 
4 K + 
v; 20kK0, Vo 
e . 


A tensão de entrada para o circuito do filtro 
RC passa-altas na Figura P1742 é 

v(t) = Ae “u(t). 
Seja a a frequência de corte do filtro, tal que 
q«=1/RC, 


a) Qual percentagem da energia do sinal na 
saída do filtro é associada à faixa de fre- 
quências0 = |o|=asea=a? 

b) Repita o item (a), dado que « = V3a. 

c) Repita o item (a), dado que «= a/ 3. 

Figura P17.42 


fl ; 
Cc 

v; R Vo 

e . 
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SUMÁRIO DO CAPÍTULO 


18.1 Equações terminais 18.3 Análise de quadripolos com carga 


18.2 Parâmetros do quadripolo em seus terminais 
18.4 Interconexão de quadripolos 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


1. Saber calcular qualquer conjunto de parâmetros do quadripolo por um dos seguintes métodos: 
e Análise de circuitos; 
e Medições feitas no quadripolo; 
e Conversão a partir de outro conjunto de parâmetros do quadripolo utilizando a Tabela 18.1. 


2. Saber analisar um quadripolo com carga em seus terminais, determinando as correntes, tensões, impedâncias e 
relações de interesse usando a Tabela 18.2. 


3. Saber analisar uma interligação em cascata de quadripolos. 


Até aqui, quase sempre analisamos o comportamento de um circuito em um par específico de terminais. 
Lembre-se de que apresentamos os circuitos equivalentes de Thévenin e Norton exclusivamente para simplificar 
a análise de circuitos do ponto de vista de um par de terminais. Para analisar alguns sistemas elétricos, também 
é conveniente focalizar dois pares de terminais. Isso é útil, em especial, quando um sinal é fornecido a um par de 
terminais e, após ser processado pelo sistema, é extraído em um segundo par de terminais. Esses pares de terminais 
são também denominados portas do sistema, pois representam os pontos em que sinais são fornecidos ou extraí- 
dos. Neste capítulo, limitaremos a discussão a circuitos que tenham uma única porta de entrada e uma única porta 
de saída. A Figura 18.1 mostra a estrutura básica para o circuito de duas portas. A utilização dessa estrutura está 
sujeita a várias restrições. Em primeiro lugar, não pode haver nenhuma energia armazenada no circuito. Em segundo, 
não pode haver fontes independentes no circuito; somente fontes dependentes são permitidas. Terceiro, a corrente 
que entra por um dos terminais de uma porta deve ser igual à corrente que sai no outro terminal, isto é, à =", 
e = 1", Em quarto lugar, todas as ligações externas devem ser feitas entre um e outro terminal de cada porta; 
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não são permitidas ligações entre portas, isto é, entre os terminais ae c, ae a, be cou be d. Essas restrições 
simplesmente limitam o número de problemas de circuito que podem ser analisados por meio de quadripolos. 

O princípio fundamental subjacente à modelagem de quadripolos é que somente as variáveis terminais 
(i, VU, | & v,) são de interesse. Não nos interessa calcular as correntes e tensões dentro do circuito. Já 
tratamos do comportamento terminal na análise de circuitos amplificadores operacionais. Neste capítulo, 
formalizamos aquela abordagem, apresentando os parâmetros dos quadripolos. 


Perspectiva prática 


Caracterizando um circuito desconhecido 


Até aqui, para criar um modelo de um circuito, sempre precisamos saber que tipos de componentes fariam parte do circuito, 
seus valores e as interligações entre eles. Mas, e se for o caso de se modelar um circuito que está dentro de uma “caixa preta”, 
onde os componentes, seus valores e suas interconexões estão ocultos”? 

Neste capítulo, vamos descobrir que podemos realizar dois experimentos simples nessa caixa preta, para criar um modelo 
que consiste em apenas quatro valores — o modelo de quadripolo para o circuito. Podemos, então, usar esse modelo para pre- 
ver o comportamento do circuito quando conectarmos uma fonte de alimentação a uma das portas e uma carga à outra porta. 

Nesse exemplo, vamos supor que encontramos um circuito fechado em uma caixa, com dois fios saindo de cada lado, 
como mostra a figura a seguir. A caixa está identificada como “amplificador” e queremos determinar se é ou não seguro usar 
esse amplificador para conectar um tocador de música modelado como uma fonte de 2 V a um alto-falante modelado como um 
resistor 32 O, com uma potência de 100 W. 


m | 
ha] ”. | 
A | 
| | 
a a 
€ A 
» o Ns 
p 


amplificador 


18.1 Equações terminais 


Quando tomamos um circuito como um quadripolo, estamos interessados em relacionar 
a corrente e a tensão em um par de terminais com a corrente e a tensão no outro par. A Figura 
18.1 mostra as polaridades de referência das tensões terminais e os sentidos de referência das 
correntes terminais. As referências em cada porta são mutua- 
mente simétricas; isto é, a corrente entra no terminal superior, 


Figura 18.1 Estrutura básica de um quadripolo. 
cuja tensão é mais alta. Essa simetria facilita a generalização 


1 l5 


as cs da análise de quadripolos e é a razão de sua utilização univer- 
| —ea co . 
+ Ea sal na literatura. 
Porta de vi (Cimoríio) v, Porta A descrição mais geral do quadripolo é realizada no domí- 
entrada * desaída 


= = nio da frequência. Para quadripolos puramente resistivos, a aná- 


— “+ RA lise reduz-se à de circuitos resistivos. Problemas de regime per- 
i 2 ; . e à 
a = manente senoidal podem ser resolvidos substituindo-se s por jw, 
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ou por análise direta no domínio da frequência. Aqui, escrevemos Figura 18.2 Estrutura básica de um quadripolo no 
todas as equações no domínio da frequência; as soluções de cir- domínio da frequência. 

cuitos resistivos e o regime permanente senoidal tornam-se casos h A 
especiais. A Figura 18.2 mostra a estrutura básica de um quadripolo e e— E 
em termos das variáveis 1,, V,, 1, e V,,no domínio da frequência. Circuito 


V, no domínio V> 


. Ras: . da frequência 
pendentes. Assim, para qualquer circuito, uma vez especifica- = = 


o— 
das duas das variáveis, podemos determinar as outras duas. Por 
exemplo, conhecendo V, e V, e o circuito dentro do retângulo, 


Dessas quatro variáveis terminais, somente duas são inde- 


podemos determinar 1, e L. Assim, podemos descrever um 
quadripolo por meio de apenas duas equações simultâneas. Todavia, há seis modos de combi- 
nar as quatro variáveis: 


Vi=21+ 20h, 


V5=291,+ 2h; (18.1) 


1=YuVN +YoV» 


= HYoVo (18.2) 


Vi=anV,;— aph, 


L-aV,— ab; (18.3) 
VW=byVi— byl, 
b=byVi— bol; (18.4) 
Vi=hah+hoV» 
b=hyl + hoVo; (18.5) 


L=8nV,+ gb, 


Vo=8nV, + gb. (18.6) 


Esses seis conjuntos de equações também podem ser considerados três pares de relações 
mutuamente inversas. O primeiro conjunto, equações 18.1, expressa as tensões de entrada e 
saída em função das correntes de entrada e saída. O segundo conjunto, equações 18.2, expressa 
a relação inversa, isto é, as correntes de entrada e saída em função das tensões de entrada e 
saída. As equações 18.3 e 18.4 são relações inversas, assim como as equações 18.5 e 18.6. 

Os coeficientes das variáveis corrente e/ou tensão do lado direito das equações 18.1 a 18.6 
são denominados parâmetros do quadripolo. Assim, quando usamos as equações 18.1, refe- 
rimo-nos aos parâmetros z do quadripolo. De modo semelhante, referimo-nos aos parâmetros 
y,aos parâmetros a, aos parâmetros b, aos parâmetros h e aos parâmetros g do quadripolo. 


18.2 Parâmetros do quadripolo 


Podemos determinar os parâmetros de qualquer circuito por cálculo ou medição. Ambos 
são determinados diretamente das equações. Por exemplo, suponha que o problema seja deter- 
minar os parâmetros z. Pelas equações 18.1, 
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v, 
a lira” 
z12 = e 
zm = ae 
z27 =, TE 


(18.7) 


(18.8) 


(18.9) 


(18.10) 


As equações 18.7 a 18.10 mostram que os quatro parâmetros z podem ser descritos da 


seguinte maneira: 


* zé a impedância vista da porta 1 quando a porta 2 está em aberto. 


* | z, é uma impedância de transferência. E a razão entre a tensão na porta 1 e a corrente na 


porta 2 quando a porta 1 está em aberto. 


* | z,, é uma impedância de transferência. E a razão entre a tensão na porta 2 e a corrente na 


porta 1 quando a porta 2 está em aberto. 


º* Zé a impedância vista da porta 2 quando a porta 1 está em aberto. 


Portanto, os parâmetros de impedância podem ser calculados ou medidos deixando-se a 


porta 2 em aberto e determinando-se as razões V,/1, e V,/I, e, então, deixando a porta 1 em 
aberto e determinando-se as razões V,/L, e V;/L. O Exemplo 18.1 ilustra a determinação dos 


parâmetros z para um quadripolo resistivo. 


EXEMPLO 13.1 Determinação dos parâmetros z de um quadripolo. 
Determine os parâmetros z para o quadripolo da Figura 18.3. 


Solução 

Como o quadripolo é puramente resistivo, ele será puramente 
resistivo também no domínio da frequência. Com a porta 2 em 
aberto, isto é, 1,=0,a resistência vista da porta 1 é o resistor de 20 O 
em paralelo com a combinação em série dos resistores de 5 O 
e 15 O. Por conseguinte, 


V (20)(20) 
= == = 100. 
Cohlo 4 

Quando Lé igual a zero, V, é 
=. A = 

e, assim, 
V, 0,75V, 

me = Tso: 

hli=o W/10 


Figura 18.3 Quadripolo para o Exemplo 18.1. 


I L 
SE 50 aces 
e AM . 
rá + 
V, 200 150 V, 
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Quando !, é igual a zero, a resistência vista da porta 2 é o resistor de 15 €) em paralelo com a combi- 
nação em série dos resistores de 5 O e 20 Q. Por conseguinte, 


“| aC) 
hlio 40 


Z7 = 9,375 O. 


Quando a porta 1 está em aberto, 1, é igual a zero e a tensão V, é 


Y = lê (20) = 0,8W, 
E Gap A 
Assim, a corrente na porta 2 é 
Le 
L = ; 
2 9375 
Portanto, 
Y 0,8V, 
Ho = É =750. 


Dl  VW/9,375 


As equações 18.7 a 18.10 e o Exemplo 18.1 mostram por que os parâmetros nas equações 
18.1 são denominados parâmetros z. Cada parâmetro é a razão entre uma tensão e uma cor- 
rente e é, por consequência, uma impedância com dimensão de ohms. 

Usamos o mesmo processo para determinar os outros parâmetros, que são calculados ou 
medidos. Os parâmetros são obtidos deixando-se uma porta em aberto ou em curto-circuito. 
Além disso, um parâmetro é uma impedância, uma admitância ou uma grandeza adimensional. 
A grandeza adimensional é a razão entre duas tensões ou duas correntes. As equações 18.11 a 
18.15 resumem essas observações. 


hs hs 
Vi — > É jo > 
“1 Ylvao 2 ly 
Ih) h 
Pa = S, J2 = S: (18.11) 
* Vlvo 2 lv 
Y Y 
a =— ) do =—— OQ, 
E Vlr=o E b |v,=o 
Als É 18.12 
a ES a = EN x 
2 Wlr=o e bl|v,=o ( ) 
y Y 
by= bp=-2| 0, 
dá Y 1=0 E h V,=0 
sl S a (18.13) 
E Vir E Hlv,=o : 
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id) tú ge 
Co hlyso 2 Vln=o 
e - ineE] E (18.14) 
2 hu 2 Vln=o. , 
hs E 
&u [A pe > 812 A pas 
L£ k 
gi = ; go =— O. 18.15 
É Vino 2 blvo EE 


Os parâmetros dos quadripolos também podem ser classificados de acordo com as rela- 
ções mutuamente inversas. Os parâmetros de impedância e admitância são agrupados em 
parâmetros de imitância. Esse termo indica uma grandeza que é ou uma impedância ou uma 
admitância. Os parâmetros a e b são denominados parâmetros de transmissão porque descre- 
vem a tensão e a corrente de um lado do quadripolo em termos da tensão e da corrente do 
outro lado. Os parâmetros de imitância e transmissão são as escolhas naturais para relacionar 
as variáveis terminais. Em outras palavras, eles relacionam variáveis tensão com variáveis cor- 
rente ou variáveis de entrada com variáveis de saída. Os parâmetros h e g relacionam variáveis 
de entrada com variáveis de saída e vice-versa, isto é, uma tensão de entrada e uma corrente 
de saída com uma tensão de saída e uma corrente de entrada. Daí serem chamados de pará- 
metros híbridos. 

O Exemplo 18.2 mostra como um conjunto de medições realizadas nos terminais de um 
quadripolo pode ser usado para calcular seus parâmetros a. 


EXEMPLO 13.2 Determinação dos parâmetros a de um quadripolo por meio de medições. 


As medições a seguir referem-se a um quadripolo que opera em regime permanente senoidal. Com 
a porta 2 em aberto, uma tensão de 150 cos 4.000t V é aplicada à porta 1. A corrente na porta 1 é 25 
cos (4.000t — 45º) A e a tensão na porta 2 é 100 cos (4.000t + 15º) V. Com a porta 2 em curto-circuito, 
uma tensão de 30 cos 4.000t V é aplicada à entrada. A corrente na porta 1 é 1,5 cos (4.000 + 30º) A e 
a corrente na porta 2 é 0,25 cos (4.000t + 150º) A. Determine os parâmetros a que descrevem o com- 
portamento do quadripolo no regime permanente senoidal. 


Solução 


Do primeiro conjunto de medições, tem-se 
V, = 150/0ºV, 1 =25/-45ºA, 


Y = 100/15ºV, L-=04. 
Pelas equações 18.12, 


vi 150/0º 


=| =D =15/-15º 
dt Yolrmo 1007155 1920, 
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I 25/—45º 


=| === = 0,25/-60'5. 
Y 1,=0 100/ 15º 0; nd do 


an 


Do segundo conjunto de medições, tem-se 


V/=30/0ºV, N=15/30A, 


w=0V, b = 0,25 /150º A. 
Assim, 
v; -30/0º 
= = E= = 120/30 0 
E mei DDSZISO E 
I, -1,5/30º 
= = = 6/60". 
nLlvmo 025/1500 28. 


PROBLEMAS PARA AVALIAÇÃO 
Objetivo 1 Saber calcular qualquer conjunto de parâmetros do quadripolo. 


18.1 Determine os parâmetros y para o quadripolo da Figura 18.3. 
Resposta: y,, = 0,258, 


p=) ="028, 


4 
Y22 E S. 


18.2 Determine os parâmetros g e h para o quadripolo da Figura 18.3. 
Resposta: g,, — 0,1 S;8;5 0,75; 8» — 0,75: 85 — 3,15 D;h, = 4 9; h,, — 0,8;h5,=0,8;h5, — 0,10675. 
18.3 As seguintes medições foram realizadas em um quadripolo resistivo. Com 50 mV aplicados à porta 1 e 
com a porta 2 em aberto, a corrente de entrada é 5 uA e a tensão de saída é 200 mV. Com a porta 1 em 
curto-circuito e 10 mV aplicados à porta 2, a corrente na porta 1 é2 yA e a corrente na porta 2 é 0,5 vA. 
Determine os parâmetros g do quadripolo. 
Resposta: g,, = 0,1 ms; 


852 = 20 KO. 


NOTA: tente resolver também os problemas 18.2, 18.4 e 18.10, apresentados no final do capítulo. 


Relações entre os parâmetros do quadripolo 


Visto que os seis conjuntos de equações envolvem as mesmas variáveis, os parâmetros 
associados a qualquer par de equações devem estar relacionados com os parâmetros de todos 
os outros pares. Em outras palavras, se conhecermos um conjunto de parâmetros, podere- 
mos determinar todos os outros conjuntos. Em razão da extensão das manipulações algébricas 
envolvidas nessas deduções, limitamo-nos a apresentar os resultados na Tabela 18.1. 
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Tabela 18.1 Tabela de conversão de parâmetros. 


Zu 


Z12 


22 


222 


Yu 


12 


Ya 


Y22 


au 


a 


41 


[49) 


Embora não tenhamos deduzido todas as relações apresentadas na Tabela 18.1, deduzi- 
mos as que relacionam os parâmetros z e y e os parâmetros z e a. Essas deduções ilustram o 
processo geral de determinação da relação entre um conjunto de parâmetros e o outro. Para 
determinar os parâmetros z em função dos parâmetros y, em primeiro lugar determinamos V, 
e V, usando as equações 18.2. Em seguida, comparamos os coeficientes de 1, e 1, nas expres- 


y»» an bo Ah 1 
Ay 42 by hy &u 
yo ha 1 hy gu 
Ay an by hy &1m 
Ya 1 Ab ha 8x 
Ay am by hz» &u 
yn o do by 1 Ag 
Ay 421 by hy &u 
zo à» by 1 Ag 
Az ay bp hn go 
o zm Aa 1 ho gn 
Az 12 by hn & 
o Zn 1 Ab hn &2 
Az 2 by hn 82 
Zm am bo» Ah 1 
Az av bo hy go 
Zu 3» by Ah 1 
Zu Y21 Ab hn &21 
Az 1 bip hn gm» 
2 Y21 Ab hm 821 
1 Ay by ho gu 
Zn yr Ab ha gu 
Z7 no bm 1 Ag 
Zu Y21 Ab ho 821 
Z22 ym 429» 1 Ag 
Z12 12 Aa hy 812 
Az 1 av hn 822 
z1 »o da hy 812 


b 1 Ay an hy 
e Z12 Y12 Aa hy 
bu =D Ah 1 
s Z2 )Y2 Aa hp &12 
h Az 1 av bo gm 
1 
Z22 Yu 2 by Ag 
hn z1 y» Aa 1 
e Z22 Ym 422 by 
j Z1 Yu 1 Ab 
ai Z22 Ym 422 by 
hn 1 ày an by gn 
2 
Z22 Yu 2 by Ag 
1 Ay an by hy 
A Zu )Y22 a by Ah 
E zo Yu Aa 1 
E Zu )Y22 am by 
; Zn ya À Ab 
1 
á Z Y22 am by 
gm = Az o 1 =" Ab) bio hy 
Ei Zu )Y22 au by Ah 


Àz = znZp — Zuza 
Ay = Yny» — Ywyn 
Aa = ajax — apa 
Ab = bnby — byby 
Ah = hyho — hyho 


Ag = gn82» — 8u8n 


sões resultantes com os coeficientes de 1, e 1, nas equações 18.1. Pelas equações 18.2, 


- Y22 Y12 


I / 
Ay 1 Ay » 
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Yn A 
dm dg Ya Ym 
= = + bz. 18.17 


Comparando as equações 18.16 e 18.17 com as equações 18.1, vemos que 


m= 1º (18.18) 
m= o (18.19) 
Z1 = EK (18.20) 
Z2 = > (18.21) 


Para determinar os parâmetros z em função dos parâmetros a, rearranjamos as equações 
18.3 na forma das equações 18.1 e, então, comparamos os coeficientes. Pela segunda equação 
das equações 18.3, 
1 a 
h=>1 +-2L. (18.22) 
dz an 


Assim, substituindo a Equação 18.22 na primeira equação das equações 18.3, obtemos 


=p & (cre ar) E (18.23) 
do az 
Pela Equação 18.23, 
a 
Que, (18.24) 
do 
Aa 
z2 =——. (18.25) 
a21 
Pela Equação 18.22, 
1 
w=—, (18.26) 
an 
a 
qn =, (18.27) 
am 


O Exemplo 18.3 ilustra a utilidade da tabela de conversão de parâmetros. 


EXEMPLO 18.3 Determinação dos parâmetros h por medições e pela Tabela 18.1. 


Dois conjuntos de medições são realizados em um quadripolo resistivo. O primeiro é realizado com a 
porta 2 em aberto e o segundo, com a porta 2 em curto-circuito. Os resultados são os seguintes: 


Porta 2 em aberto Porta 2 em curto-circuito 
V,=10mV V,-24mV 

1,=10 pA 1=20 uA 

V,=—40V L=1iImA 


Determine os parâmetros h do quadripolo. 
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Solução 


Podemos determinar A,, e A,, diretamente do teste de curto-circuito: 


Os parâmetros A,, e A,, não podem ser obtidos diretamente do teste de circuito aberto. Contudo, uma 
verificação das equações 18.7-18.15 indica que os quatro parâmetros a podem ser deduzidos dos dados 
de medição. Por consequência, A,, e A,, podem ser obtidos pela tabela de conversão. Especificamente, 


A 
hj = no 
d22 
lp = fu 
(49) 
Os parâmetros a são 
V 10 x 10% 
an=| =D = 0,25 X 10º, 
V|i=0 —40 
1 10 x 10* 
=| === 025 x 105, 
“A Yoln=o 40 
V, 24:10 
dy —— nes = 3 = —24 Q, 
b |v,=0 10 
I 20 X 10 
a» ! — — = 20 x 10º, 
bl|v,=0 o 


O valor numérico de Aa é 


Aa = ana» — apam 


=5X10%-6 x 10% = —10%. 


Assim, 
Aa 
hj = — 
422 
—10 


= = E) 
—20 X 10% ais 
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an 

hz = —— 

[440) 
0,25 X 10% 


—20 X 10º 


=125us. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber calcular qualquer conjunto de parâmetros do quadripolo. 


18.4 As seguintes medições foram realizadas em um quadripolo resistivo: com a porta 1 em aberto, V, = 15 V, 
V,=10V e 7,=30 A; com a porta em curto-circuito, V,= 10V,1,=4A e 1, =—5 A. Calcule os pará- 
metros z. 

Resposta: z,, = (4/15) O; 
Zé USO 
Zon ODE 
2» 0,5 0. 


NOTA: tente resolver também o Problema 18.13, apresentado no final do capítulo. 


Quadripolos recíprocos 


Um quadripolo é recíproco quando existem as seguintes relações entre os seus parâmetros: 


Zp7 %p (18.28) 
Yp =)» (18.29) 
ho Ai dal, (18.30) 
bb bypby=Ab=1, (18.31) 
ho=hoy, (18.32) 
E» = (18.33) 


Um quadripolo é recíproco se a permuta entre uma fonte ideal de tensão em um par de 
terminais e um amperímetro ideal em um terminal do outro par produzir a mesma leitura no 
amperímetro. Examine, por exemplo, o quadripolo resistivo da Figura 18.4. Quando uma fonte 
de tensão de 15 V é aplicada aos terminais ad, ela produz uma corrente de 1,75 A no amperí- 
metro dos terminais cd. A corrente no amperímetro é determinada facilmente, uma vez conhe- 
cida a tensão V,q. Assim, 


+ + =0, (18.34) 
e Via 5 V. Portanto, 


I=D+D= HA. (18.35) 
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Figura 18.4 Quadripolo recíproco. Figura 18.5 Quadripolo da Figura 18.4, com a permuta entre a fonte 
de tensão e o amperímetro. 
100 
ao 10 9 
a 300 b 200 c ANN 
e gás ais “ a | 300 b 200 c 
e AMA NAAS e 
15 “(O 60 O I | (1) Amperímetro 
Amperímetro (O 60 O (O 15V 
o o 
d d x é 
d d 


Se a fonte de tensão e o amperímetro forem permutados, o amperímetro ainda indicará 
1,75 A, o que verificamos analisando o circuito da Figura 18.5: 
Va — 15 


Voa, Na 
= 0. 18.36 
60 30 20 Ê 


Pela Equação 18.36, V,y = 75 V. A corrente 7, é igual a 


+= LISA. (18.37) 


Um quadripolo também será recíproco se a permuta de uma fonte ideal de corrente em 
um par de terminais por um voltímetro ideal no outro par produzir a mesma leitura no voltí- 
metro. Para um quadripolo recíproco, são necessários apenas três cálculos ou medições para 
determinar seu conjunto de parâmetros. 

Um quadripolo recíproco será simétrico se suas portas puderem ser intercambiadas sem 
que isso altere os valores das correntes e tensões terminais. A Figura 18.6 mostra quatro exem- 
plos de quadripolos simétricos. Em tais quadripolos, existem as seguintes relações adicionais 
entre seus parâmetros: 


Figura 18.6 Quatro exemplos de quadripolos simétricos. (a) Circuito T simétrico. (b) Circuito 
7 simétrico. (c) Circuito 7 simétrico com ponte. (d) Treliça simétrica. 


h 


h L 
- + + 
Vo Vi 
. . 


e 
(a) 
h 
.— 
k I + 


lp E 
+ +. % 


(c) (d) 
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Zn» (18.38) 
Yu (18.39) 
Any (18.40) 
by =by, (18.41) 
huh hohy=Ah=1, (18.42) 
8118» 88 = Ag =1. (18.43) 


No caso de um quadripolo simétrico recíproco são necessários somente dois cálculos ou 
duas medições para determinar todos os seus parâmetros. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 1 Saber calcular qualquer conjunto de parâmetros do quadripolo. 


18.5 As seguintes medições foram realizadas em um quadripolo resistivo simétrico e recíproco: com a porta 
2em aberto, V,=95V e 1, =5 A; com a porta 2 em curto-circuito, V, = 11,52 V e = 2,72 A. Calcule 
os parâmetros z do quadripolo. 

Resposta: z,, =2,,=190,7,=2)=17 0. 


NOTA: tente resolver também o Problema 18.14, apresentado no final do capítulo. 


18.3 Análise de quadripolos com carga em seus terminais 


Em aplicações típicas de quadripolos, o circuito é ligado Figura 18.7 Quadripolo com cargas ligadas em seus 
na porta 1 e carregado na porta 2. A Figura 18.7 mostra uma terminais. 
dessas situações. Aqui, Z q Tepresenta a impedância interna h E 
da fonte, Lo a tensão interna da fonte e Z, a impedância da “Ze e e = 
carga. A análise desse circuito consiste em expressar as cor- iMkadisito die 
rentes e tensões terminais em função dos parâmetros das ter- “O V, quadripolo V, 
minações, V,, Z,e Z,. o de uma rede o 

Seis características do quadripolo sob carga definem ig á 


seu comportamento terminal: 


e —aimpedância Z, = V,/I,, ou a admitância Y,.=1/V,; 

e acorrente de saída [,; 

e a tensão e a impedância de Thévenin (V.,, Z,,) vistas do ponto de vista da porta 2; 
* | o ganho de corrente 1/1; 

* o ganho de tensão V;/V,; 


e o ganho de tensão VolVe: 


Relação entre as seis características e os parâmetros z 


Para ilustrar como essas seis características são calculadas, deduzimos expressões usando 
os parâmetros z para modelar o quadripolo. A Tabela 18.2 mostra as expressões que envolvem 
os parâmetros y,a,b,h e g. 
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Tabela 18.2 Equações de quadripolos com cargas em seus terminais. 


Parâmetros z Parâmetros y 


io es Z12Zn 
ent nu 7» JE Zr 
, =Zo1Vg 
1 = 
(zu + Zolzo + Zi) — zuza 
Zn 
WA 
Th zm JE EA g 
ZyZ2n1 
a EE. 
mm 4 Z 
bo mm 
ho o zn+2Zr 
1Z) e ZnZ, 
V znZ, + Az 
k ZnZ 


V, “mu + Zoo + Zi) — zuza 


e y12YnZr 
1+y0Zz 
b= vaV 
1+y»Z, + ynZe + AyZ,Zr 
ak 
Vim = yo» + AyZ, 
e 1 +ynZs 
yo + AyZ, 
bo ya 
ho Yu + AyZr 
ho —ynZ 
Vo 1+ynZ, 
V YuZz 


V, = YpYnZgZ. — O +yuZ DA + yoZr) 


Parâmetros a Parâmetros b 


anZr + ay 

Pies aZr + dx 
—Ve 

= anZr + ay + anZ,Zr + anZ, 
ne 

an + anZe 
Zn = ap + az 

ay + anZe 
E Ao 
h anZi ta» 
ho Z 
Wu anZi+tap 
V Z 
V, “(an+ anZg)Zr + ap + anZ, 


Z.- byZ, + bo 
ent E o MERO 
byZ, + by 
—ViAb 
L= 
2 buZ, + bnZ,Zr + boZr + by 
VAb 
WW=[D[1L5 
by + bnZg 
eo buZe + by 
Po buZe + bo 
E hd 
ho by+baZr 
Wo AbZ 
4 bp +byZ 
Y AbZ, 


Vo bp+byZ, + byZy + byZ,Zr 


Parâmetros h Parâmetros g 


Zu tg — PitmnZe 
í have 
2 (1 +hoZn + Zg) — hohaZr 
ps —ho Ve 
DD hnZ,+ Ah 
ia de Ze + hy 
TD hoZ, + Ah 
bo hn 
Th 1+ hoZr 
Vo huZ 
Z  AhZ, th 
Vim —haZz 
Vo Mu +Z)4 + hoZi) — hohaZr 


Ym= gn — Glam 

go + Zr 
b= —8nVs 

( + gnZg(go + Zi) — gugnZs 
Va = gv, 
1 +gnZ 

Zm = 8» — E 

1 + gnZ, 
L = -8u 
Nº gnZ, + Ag 
Vo gnZr 
Vi go+Z 
W 821Z1 


V, “+ gnZe(go + Zi) — gugnZs 
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A dedução de qualquer dessas expressões envolve a manipulação algébrica das equações 
do quadripolo juntamente com as duas equações de restrição impostas pelas terminações. Se 
usarmos as equações dos parâmetros z para o circuito da Figura 18.7 temos 


Vi=znh+ ol, (18.44) 
Vo = zh + Zol, (18.45) 
Vi=V,-IZ, (18.46) 
Vo==L£,. (18.47) 


As equações 18.46 e 18.47 descrevem as restrições impostas às terminações. 


Para determinar a impedância da porta 1, isto é, Z.y — V,/1,, procedemos da seguinte 
forma: na Equação 18.45, substituímos V, por —L,Z, e deduzimos a expressão resultante para 7: 


T2ah 
b=>———. 18.48 
E ZL + z22 ( ) 
Então, substituímos essa equação na Equação 18.44 e calculamos Z, .: 
Z12Z 
Zent= &1 — E, (18.49) 


Para determinar a corrente terminal, Z,, em primeiro lugar calculamos 1, pela Equação 
18.44 depois de substituirmos V, pelo lado direito da Equação 18.46. O resultado é 


V. — zu 
e ABB (18.50) 
Ai) + Zs 
Agora, substituímos esse valor de 1, na Equação 18.48 e calculamos Z: 
=znV, 
gia (18.51) 


L = ; 
2? (in + Zglzo + Zr) — zpzn 


A tensão de Thévenin vista dos terminais da porta 2 é igual a V, quando £, = 0. Com £,=0 
e pelas equações 18.44 e 18.45, temos 


V 
Vilr=o = Zuh = Zn a (18.52) 


Contudo, V, =V fe So fd É, (Z, + z,1); assim, substituindo esses resultados na Equa- 
ção 18.52 temos o valor de circuito aberto de V;: 


Zu V 
PA + &1 8" 


Vilr,=o == VYm = (18.53) 


A impedância de Thévenin, ou de saída, é a razão V,/1, quando Vo é substituída por um 
curto-circuito. Nesse caso, a Equação 18.46 reduz-se a 
VEL, (18.54) 
Substituindo a Equação 18.54 na Equação 18.44, obtemos 


—zql 
LE 1242 


= ; 18.55 
EA (18.55) 
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Agora, substituímos o valor de 1, da Equação 18.55 na Equação 18.45, o que dá como 


resultado 

A (18.56) 
= Zn  Zx . . 

L|v,=o zu +Z 

O ganho de corrente 1,/1, pode ser calculado diretamente da Equação 18.48: 

b Zn 
ES 18.57 
N ZL + Zoo, ( ) 


Para deduzir a expressão para o ganho de tensão V,/V,, começamos substituindo 1, na 
Equação 18.45 por seu valor dado pela Equação 18.47; assim, 


=Va 
Y = zh + 292 (5º) (18.58) 


Em seguida, calculamos 1, pela Equação 18.44 em função de V, e V;: 
EE as (5) 
ZnH 17 Z12 EM 
ou 
Y Z12V> 
=— +. 18.59 
zm  ZnZz 


Agora, substituímos 1, na Equação 18.58 pela Equação 18.59 e calculamos a expressão 
resultante para V,/V,: 


Y - znZ1 
VV  znZr + znzo — zuzn 


znZr 


= — SAL (18.60) 
znZL + Az 


Para calcular o ganho de tensão V;/ Fa primeiramente combinamos as equações 18.44, 
18.46 e 18.47 para determinar 1, em função de V, e Le 
z12V> Va 


E | (18.61) 
Zilzn ie Zg) Z1 El Ze 


Agora, usamos as equações 18.61 e 18.47 em conjunto com a Equação 18.45 para deduzir 
uma expressão que envolva apenas V, e Vo isto é, 
ZoyZ12V> Zo1 Ve zm 


= v. (18.62) 
Zu +Z) mtZ Z” 


ni 


que podemos manipular para obter o ganho de tensão desejado: 


a ZnZ1 (18.63) 
V (un +Zglzao + Zi) — zoza 


Os primeiros dados na Tabela 18.2 resumem as expressões para esses seis atributos do 
circuito quadripolo com carga em seus terminais. Além disso, a lista apresenta as expressões 
correspondentes para os parâmetros y,a,b,h e g. 

O Exemplo 18.4 ilustra a utilidade das relações apresentadas na Tabela 18.2. 
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EXEMPLO 18.4 Análise de um quadripolo com carga em seus terminais. 


O quadripolo da Figura 18.8 é descrito em ter- Figura 18.8 Circuito para o Exemplo 18.4. 
mos de seus parâmetros b, cujos valores são 


by=20, b,, =3.000 O, + 
by="2mS, by=—02. soozor(") PER! 5 kO 
a) Determine a tensão fasorial V,. á 


b) Determine a potência média fornecida à carga de 5 kO. 

c) Determine a potência média fornecida aos terminais de entrada. 

d) Determine a impedância da carga para máxima transferência de potência média. 

e) Determine a máxima potência média fornecida à carga do item (d). 

Solução 

a) Para determinar V,, temos duas opções, ambas mostradas na Tabela 18.2. Podemos optar por deter- 
minar L e, então, determinar V, pela relação V, = —LZ, ,ou podemos determinar o ganho de ten- 


são V,/V, e, então, calcular V, a partir do ganho. Vamos usar a última abordagem. Para os valores 
dados do parâmetro b, temos 


Ab = (-20)(-0,2) — (-3.000)(-2X 103) =4- 6=—2. 


Pela Tabela 18.2, 
Vo AbZr 
o (—2)(5.000) 
—3.000 + (—20)500 + (—0,2)5.000 + [—2 X 102(500)(5.000)] 
“10 
19" 
Então, 


10 
fe [15 )so0 = 263,16/0º V. 


b) A potência média fornecida à carga de 5.000 O é 


B= ES 6,93 W 
E 


c) Para determinar a potência média fornecida à porta 1, em primeiro lugar determinamos a impe- 
dância de entrada Z, ,. Pela Tabela 18.2, 

byoZr + by 

byZr + bn 

— (-0,2)(5.000) — 3.000 
—2 X 102(5.000) — 20 


400 
—— 3 = 133,33 OQ. 


Lent 
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Agora, o valor de I, é calculado diretamente: 


500 


L=>D———— 
1500 + 133,33 


= 789,47 mA. 


A potência média fornecida à porta de entrada é 


E 0,78947? 


P 
! E 


(133,33) = 41,55 W. 


d) A impedância da carga para máxima transferência de potência média é o conjugado da impedância 
de Thévenin vista sob o ponto de vista da porta 2. Pela Tabela 18.2, 
o buZ, + by 
Do baZ, + by 
(—20)(500) — 3.000 
(—2 x 10*)(500) — 0,2 
— 13.000 
EEE: 


= 10.833,33 O. 


Assim, Z, = Z%, = 10.833,33 0. 


e) Para determinar a máxima potência média fornecida à Z,, em primeiro lugar determinamos V, 
pela expressão do ganho de tensão V,/V ” Quando Z, for 10.833,33 0), esse ganho será 


V, 
2 = 0,8333. 
V, 
Assim, 
V, = (0,8333)(500) = 416,67 V 
e 
1 416,67? 
P fr = q so. 
L(máximo) = 5 933,33 
=80W. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 2 Saber analisar um quadripolo com carga em seus terminais, determinando as correntes, tensões, impedâncias e 
relações de interesse. 


18.6 Os parâmetros a do quadripolo mostrado são a,, = Ro FA m E b 
5 XI a, = 100,0, = 10) Sc a, ==3X 102 ro 


O quadripolo é alimentado por uma fonte de tensão y, 


Modelo de 
g e V; duas portas V, 
senoidal com uma amplitude máxima de 50 mV e de uma rede 


uma impedância interna de 100 + j0 O. Ele é ligado — o o——+— 
a uma carga resistiva de 5 kO. 
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a) Calcule a potência média fornecida ao resistor de carga. 
b) Calcule a resistência da carga para máxima potência média. 
c) Calcule a máxima potência média fornecida ao resistor do item (b). 


Resposta: (a) 62,5 mW; 
(b) 70/6 KO; 
(c) 74,4 mW. 


NOTA: tente resolver também os problemas 18.29, 18.31 e 18.33, apresentados no final do capítulo. 


18.4 Interconexão de quadripolos 


De modo geral, é mais fácil sintetizar um sistema grande e complexo projetando-se pri- 
meiramente as subseções do sistema. Integra-se, então, o sistema interligando-se essas unida- 
des mais simples e fáceis de projetar. Se as subseções forem modeladas por quadripolos, a sín- 
tese do sistema completo se dará por meio da interligação desses quadripolos. 

Quadripolos podem ser interligados de cinco modos: (1) em cascata, (2) em série, (3) em 
paralelo, (4) em série-paralelo e (5) em paralelo-série. A Figura 18.9 mostra essas cinco inter- 
ligações básicas. 

Nestaseção, analisaremos e ilustraremos somente a ligação em cascata. Contudo, se as outras 
quatro ligações cumprirem certos requisitos, poderemos obter os parâmetros que descrevem os 


Figura 18.9 As cinco interligações básicas de quadripolos. (a) Em cascata. (b) Em 
série. (c) Em paralelo. (d) Em série-paralelo. (e) Em paralelo-série. 


e . e . o e 
1 ) 
e . o . o o 
(a) 
o . o . . e 
Íl 
E) 
e . e . o e 
(b) 
o . o . . e 
1 
2 
e o o . o e 


(d) 
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circuitos interligados pela simples adição dos parâmetros das redes individuais. Em particular, 
os parâmetros z descrevem a ligação em série; os parâmetros y, a ligação em paralelo; os pará- 
metros A, a ligação em série-paralelo; e os parâmetros g, a ligação em paralelo-série.! 

A ligação em cascata é importante porque ocorre frequentemente na modelagem de gran- 
des sistemas. Diferentemente das outras quatro interligações básicas, não há nenhuma restrição 
à utilização dos parâmetros dos quadripolos individuais para se obter os parâmetros dos circui- 
tos interligados. Os parâmetros a são mais adequados para descrever a ligação em cascata. 


Analisamos a ligação em cascata usando o circuito mos- 


Figura 18.10 Ligação em cascata. trado na Figura 18.10, em que aspas simples denotam pará- 
ju era metros a no primeiro circuito e aspas duplas denotam pará- 
I Circuito 1 rr I Circuito 2 1 p . . p z p np 
! E a metros a no segundo circuito. A tensão e a corrente de saída 
——+ nan peso up 
o——— eo o O) c——o Ro : aa E 
no FR + + + do primeiro circuito são identificadas por V5 e 15 e a tensão 
V, RN, To e a corrente de entrada do segundo circuito são identificadas 
r 7 a 7 7) e . E = 
— 42 422 |  —|[Un do = por Vi e 74. O problema consiste em deduzir as equações 
o————o o o c——o E j E 
que relacionam V, e 1, com V, e 1,, por meio dos parâmetros 


a. Em outras palavras, procuramos o par de equações 

Vi-aV;— ash (18.64) 

L=04V,;— Gal, (18.65) 

em que os parâmetros a sejam dados explicitamente em termos dos parâmetros a dos circuitos 
individuais. 

Começamos a dedução observando que, pela Figura 18.10, 
Y =anVo — alo, (18.66) 
N =— as1V5 e asol5. (18.67) 


Com a interligação em cascata, temos V5 = Vi e 15=—1). Substituindo essas restrições nas 
equações 18.66 e 18.67 temos 


V =auVi + ah, (18.68) 
1 =anVA + anlh. (18.69) 


A tensão V4 e a corrente 74 estão relacionadas com V, e [, por meio dos parâmetros a do 
segundo circuito: 


Vi =atWh — ab, (18.70) 


ma 
Ri 
Il 


av = abb. (18.71) 


Substituímos as equações 18.70 e 18.71 nas equações 18.68 e 18.69 para criar as relações 
entre V,,1,e V,, 1: 


Y = (ana + apas)VW—anar, + apad)b, (18.72) 


h = (axar, + apas)V—(anai + ayaz)h. (18.73) 


1 Uma descrição detalhada dessas quatro interligações é apresentada por Henry Ruston e Joseph Bor- 


dogna em Electric Networks: Functions, Filters, Analysis, Nova York: McGraw-Hill, 1966, Capítulo 4. 
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Comparando as equações 18.772 e 18.73 com as equações 18.64 e 18.65, obtemos as expres- 
sões desejadas para os parâmetros a dos quadripolos interligados, ou seja, 


au — ana + apar, (18.74) 
dp = Anal + apa, (18.75) 
az = ana + apa, (18.76) 
dz = anaio + axad. (18.77) 


Se mais de duas unidades forem ligadas em cascata, os parâmetros a do quadripolo equi- 
valente podem ser determinados pela redução sucessiva do conjunto original, um par de qua- 
dripolos de cada vez. 

O Exemplo 18.5 ilustra o uso das equações 18.74 —18.77 para analisar uma ligação em cas- 
cata de dois circuitos amplificadores. 


EXEMPLO 18.5 Análise de quadripolos em cascata. 


Dois amplificadores idênticos estão ligados em cas- 


cata, como mostra a Figura 18.11. Cada amplificador Re CCO paraiorremplo es. 


é descrito em relação a seus parâmetros A. Os valores 5000 

são A, = 1.000 0,h,,=0,0015, h,, = 100 e ,,= 100 qS. e = EEE 
Determine o ganho de tensão V,/ Ve (O A A, BRR V, 10 KO 
Solução Sue 5 Jia 

Em primeiro lugar, é necessário converter os parâ- 


metros h em parâmetros a. Como os amplificado- 
res são idênticos, um único conjunto de parâmetros a 
descreve-os: 


—Ah  +0,05 


= = =5 2 10" 
O a 400 
ha —1.000 
192 =— a =— 100 = 10 OQ, 
—h» — —100 X 10% 
= = = —10%S 
PA A 100 
-1 + 
= Ea 10? 
“2 um 100 


Em seguida, usamos as equações 18.74-18.77 para calcular os parâmetros a dos amplificadores em 
cascata: 


an = anay + aja 
= 25 x 10 + (—10)(—109) 


= 1025 x 10* 
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pass, r r , r 
2 = Ap + aa 


(5 x 10)(—10) + (—10)(—10"2) 


= 0,095 O, 

az = axa + aa 
= (—10(5 x 10%) + (—0,01)(—10*) 
=9,5 x 105, 

az = axa + ayay 


= (—109(—10) + (—1027 


E o Ló 
Pela Tabela 18.2, 
LEA Z 
Vo (ay +anZ)Zr + ay + anZ, 
o io: 
[10,25 X 10? + 9,5 X 10(500)]10º + 0,095 + 1,1 X 104(500) 
o 10º 
0,15 + 0,095 + 0,055 
= 10º 
3 
= 32,35332. 


Assim, um sinal de entrada de 150 yV produz, na saída, um sinal de 5 V. Uma abordagem alternativa 
para a determinação do ganho de tensão VolV, é dada no Problema 18.41. 


PROBLEMA PARA AVALIAÇÃO 


Objetivo 3 Saber analisar uma interligação em cascata de quadripolos. 


18.7 Cada elemento do circuito mostrado é um resistor de 15 Q. Dois 


desses circuitos estão ligados em cascata, entre uma fonte de ten- 


são contínua e uma carga resistiva. A fonte de tensão contínua 


tem uma tensão de saída em vazio de 100 V e uma resistência 
interna de 8 O. O resistor de carga é ajustado até que seja forne- 
cida a ele máxima potência. Calcule (a) a resistência da carga, (b) 
a tensão da carga e (c) a potência da carga. 

Resposta: (a) 14,44 O; (b) 16 V; (c) 1773 W. 


NOTA: tente resolver também o Problema 18.38, apresentado no final do capítulo. 
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Perspectiva prática 


Caracterizando um circuito desconhecido 


Fazemos as seguintes medições a fim de determinar os parâmetros para o amplificador da caixa preta”: 
Com a porta 1 em aberto, aplique 50 V na porta 2. Meça a tensão na porta 1 e a corrente em porta 2: 


V,=50 mV; = DESPAS: 
Com a porta 2 em curto-circuito, aplique 2,5 mA na porta 1. Meça a tensão na porta 1 e a corrente na porta 2: 
V,=1,25V; L=375A. 


Calcule os parâmetros , de acordo com a Equação 18.14: 


V, 1,25 Y 0,05 E 
hu = == =5000; hy= = = 10º, 
“o lv 0,0025 RR ad 
1h Bo Ih 2 
há = — = = 1.500; ho = — = = 50 ms. 
2 Tlv-o 0,025 dn [o 


Agora usamos as equações de quadripolo com carga em seus terminais para determinar se é seguro ou não conectar 
uma fonte de 2 V (ef) com impedância interna de 100 OQ à porta 1 e utilizamos essa fonte com o amplificador para ligar um 
alto-falante modelado a uma resistência de 32 () e uma potência de 100 W. Aqui determinamos o valor de [, pela Tabela 18.2: 


haVe 


É EA AA 
o 1.500(2) 
“1 + (0,05)(32)][500 + 100] — (1.500)(10*)(32) 


= 1,98 A(ef) 
Calcule a potência do alto-de falante de 32 O: 
p= puts = (ENS = OE 


O amplificador vai, portanto, fornecer 126 W para o alto-falante, que tem potência de 100 W. Logo, é preferível utilizar um 
amplificador diferente ou comprar um alto-falante mais potente. 


º O modelo de quadripolos é usado para descre- e a corrente que entra em um dos terminais 
ver um circuito em termos da tensão e corrente de uma porta é igual à corrente que sai pelo 
em seus terminais de entrada e saída. outro terminal da mesma porta; e 


e não existe nenhuma ligação externa entre 


* O modelo é limitado a circuitos em que: j 
entrada e saída. 


º não há fontes independentes no interior do 
circuito; 
e nenhuma energia está armazenada no circuito; 


e Duas das quatro variáveis terminais (V,, 1, 
V,, 1) são independentes; dessa forma, para 
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descrever o circuito, são necessárias apenas 
duas equações simultâneas envolvendo as qua- 
tro variáveis. (Seção 18.1.) 


e Os seis conjuntos possíveis de equações simul- 
tâneas que envolvem as quatro variáveis ter- 
minais são denominados equações de parâme- 
tros z,y,a,b,h e g. Veja as equações 18.1-18.6. 
(Seção 18.1.) 


e As equações de parâmetros são escritas no 
domínio da frequência. Os valores dos parâme- 
tros para tensões e correntes contínuas são obti- 
dos fazendo-se s = 0,e os valores para o regime 
permanente senoidal são obtidos fazendo-se 
s=jw. (Seção 18.1.) 


e Qualquer conjunto de parâmetros pode ser cal- 
culado ou medido utilizando-se condições ade- 
quadas de curto-circuito e circuito aberto nos 
terminais de entrada e de saída. Veja as equa- 
ções 18.7-18.15. (Seção 18.2.) 


e As relações entre os seis conjuntos de parâme- 
tros são dadas na Tabela 18.1. (Seção 18.2.) 


Problemas 


Seções 18.1-18.2 


º Um quadripolo será recíproco se a permuta de 
uma fonte ideal de tensão em um par de termi- 
nais por um amperímetro ideal no outro par de 
terminais produzir a mesma leitura no amperí- 
metro. O efeito da reciprocidade sobre os pará- 
metros do quadripolo é dado pelas equações 
18.28-18.33. (Seção 18.2.) 


º Um quadripolo recíproco será simétrico se seus 
pares de terminais puderem ser permutados 
sem alterar os valores das correntes e tensões 
terminais. O efeito adicional da simetria sobre 
os parâmetros do quadripolo é dado pelas equa- 
ções 18.38-18.43. 


* O desempenho de um quadripolo ligado a uma 
fonte equivalente de Thévenin e a uma carga 
é descrito pelas relações dadas na Tabela 18.2. 
(Seção 18.3.) 


e Grandes redes podem ser divididas em sub- 
-redes por meio da modelagem de quadripolos 
interligados. Neste capítulo, usamos a ligação 
em cascata para ilustrar a análise da intercone- 
xão de quadripolos. (Seção 18.4.) 


18.1 Determine os parâmetros h e g para o circuito 
do Exemplo 18.1. 


18.2 Determine os parâmetros z para o circuito da 


Figura P18.2. 

Figura P18.2 
A. 19 9 E 
e AMA MA od 
+ + 
V; 20 VW 
e . 


18.3 Use os resultados do Problema 18.2 para cal- 
cular os parâmetros y para o circuito da Figura 
P18.2. 

18.4 Determine os parâmetros y para o circuito da 
Figura P18.4. 


Figura P18.4 
8 0 
ANN 
H | 20 so | E 
e AMA ANA o 
+ + 
V; 10 9 V, 


18.5 Determine os parâmetros b do circuito da 


Figura P18.5. 
Figura P18.5 
Es 5Q Rm 
e AMA o 
+ 
100 
V, Va, 
150 
. AMA . 


18.6 Determine os parâmetros h do circuito da 


Figura P18.6. 
Figura P18.6 
Em 10 0 20 0 E 
e AMA AM o 
+ — 
a 80 O 20 0 800 VW 
. . 


18.7 Selecione os valores de R,,R, e R, no circuito 
da Figura P18.7 de modo que A, = 4 0,h,,= 
0,8,h,,=-—0,8e h,,=0,145. 


Figura P18.7 
Ea Ri e 
o AM 9 
+ + 
V; R, R; V, 
e . 


18.8 O amplificador operacional no circuito mos- 
trado na Figura P18.8 é ideal. Determine os 


parâmetros h do circuito. 


Figura P18.8 


18.9 Determine os parâmetros g para o circuito 
amplificador operacional da Figura P18.9. 


Figura P18.9 
100 9 
AM 
! 
nn SAD | 50 Q | Em 
e AM AM º 
4 - + 
V, V, £$250 o 13 V, V, 
e E é . 
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18.10 Determine os parâmetros a do circuito da 
Figura P18.10. 


Figura P18.10 


É qo Ro 
o ——ANMN— 1d 
Re + 
Vi 1074 “O (Ds  $40k0 V; 
e . 


18.11 Use os resultados do Problema 18.10 para cal- 
cular os parâmetros g do circuito da Figura 


P18.10. 
18.12 Determine os parâmetros h do quadripolo da 
Figura P18.12. 
Figura P18.12 
+ 100 ;00 200 9) E 
e AMA AN NNA AMA o 


+ 
V; 50 L 


L 1000 V, 
e 1 e 


18.13 As seguintes medições, em corrente contínua, 
foram realizadas no quadripolo da Figura 


P18.13. 
Porta 2 em aberto Porta 2 em curto-circuito 
V,—20mV 1,=200 vA 
V,=5V L=50uA 
1,=0,25 uA V,=10V 


Calcule os parâmetros g do quadripolo. 


Figura P18.13 


> [ 1 E T 2 
oo es 
+ + 
V, 8 V, 
E ES Ei= Ss 


18.14 a) Use as medições do Problema 18.13 para 
determinar os parâmetros y do quadripolo. 


b) Verifique seus cálculos determinando os 
parâmetros y diretamente dos parâme- 
tros g, determinados no Problema 18.4. 
18.15 Deduza as expressões para os parâmetros g 
em função dos parâmetros h. 
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18.16 Deduza as expressões para os parâmetros h 
em função dos parâmetros a. 

18.17 Deduza as expressões para os parâmetros y 
em função dos parâmetros g. 

18.18 Determine as expressões dos parâmetros z 


no domínio da frequência do quadripolo da 
Figura P18.18. 


Figura P18.18 


4, 05F ia. 
e | PA E) 
Fá a 
vi 100 va 
e o 


18.19 Determine as expressões dos parâmetros y 
no domínio da frequência do quadripolo da 
Figura P18.19. 


Figura P18.19 


emp 10 10 -— 
e ANA AM e 
- + 
vi 1H (D) 
e . 


18.20 a) Use as equações de definição para deter- 
minar as expressões no domínio da fre- 
quência dos parâmetros a para o circuito 
da Figura P18.20. 


b) Mostre que os resultados obtidos em 
(a) satisfazem os requisitos para que um 


Seção 18.3 


quadripolo seja considerado recíproco e 
simétrico. 


Figura P18.20 


—. Rê E go. 
e AM M AMA ud 
ar | = 
v L É vz 
= e = 
e 5) 


18.21 Determine os valores dos parâmetros a no 
domínio da frequência para o quadripolo da 


Figura P18.21. 
Figura P18.21 
= 20 0 Ra 
AM º 
+ + 
100 O 
: v, 
Vi —;50 0 m 490 V, 


18.22 Determine os parâmetros A para o quadripolo 
da Figura P18.21. 


18.23 O quadripolo da Figura P18.23 é simétrico? 
Justifique sua resposta. 


Figura P18.23 


h b 
e e 
+ + 
Vi VY 
e . 


18.24 Deduza a expressão para o ganho de tensão 
Vs/V, do circuito da Figura 18.7 em função 
dos parâmetros a. 

18.25 Deduza a expressão para a admitância de 
entrada (Y, 4 = 1/V,) do circuito da Figura 
18.7 em função dos parâmetros y. 

18.26 Deduza a expressão para o ganho de corrente 
Lil, do circuito da Figura 18.7 em função dos 
parâmetros A. 


18.27 Determine o circuito equivalente de Thévenin 
com relação à porta 2 do circuito da Figura 
18.7 em função dos parâmetros g. 


18.28 Deduza a expressão para o ganho de tensão 
VolV, do circuito da Figura 18.7 em função 
dos parâmetros b. 


18.29 As seguintes medições foram realizadas na 
rede resistiva da Figura P18.29. 


4,5 mV so V, 


Medição 1 Medição 2 


V,=0,1V V,=0V 
1,=100 «A 1=-25uA 
V,=200V V,=200V 
L=0A L=5mA 


Um resistor variável R, é ligado à porta 2 e 
ajustado para máxima transferência de potên- 
cia. Determine a máxima potência. 


Figura P18.29 
AM e o 
1k0 + E 


Rede resistiva |V> 


AR 


18.30 Os parâmetros g para o quadripolo da Figura 


Ve 


P18.30 são 
l. Ml : 
8167) S; dp US dd: 


gu 05 -;05; go 15+;25 0. 


A impedância da carga Z, é ajustada para 
máxima transferência de potência média a Z, . 
A fonte ideal de tensão fornece uma tensão 
senoidal de 


vg = 42N2 cos 5000t V. 


a) Determine o valor eficaz de V.. 
b) Determine a potência média fornecida a Z, . 


c) Qual percentagem da potência média 
fornecida pela fonte ideal de tensão é 
absorvida por Z,? 


O num 
81 82 


Figura P18.30 
60 Do É 
AMA o o 
+ + 


8&m 812 


18.31 Os parâmetros y para o circuito quadripolo 


amplificador de potência da Figura P18.31 são 
Yn=2ms; 
Ya, = 100msS; 


Yo -24S; 
Y»=—50 uS. 
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A impedância interna da fonte é 2.500 + j0 
O e a impedância da carga é 70.000 +70 O. A 
fonte ideal de tensão fornece uma tensão 


v, = 80V2 cos 4.000 mV. 
a) Determine o valor eficaz de V.. 
b) Determine a potência média fornecida a Z, . 


c) Determine a potência média fornecida 
pela fonte ideal de tensão. 


Figura P18.31 


V, 


(O 


18.32 


18.33 


p=—————— - 
| 
o 
|+ 
Ym Y12 | 
Yo Y22 | 
E 
o e 
| 
ES = = Ss | 


Para o quadripolo amplificador da Figura 
P18.31, determine 


a) o valor de Z, para a máxima transferên- 
cia de potência média; 

b) a máxima potência média fornecida a Z,; 

c) a potência média fornecida ao circuito 


pela fonte ideal de tensão quando é 
máxima a potência fornecida a Z,. 


Os parâmetros b do amplificador da Figura 
P18.33 são 

ba; b,,=1k0; 

Da; 1,25 5; b,=—40. 


Determine a razão entre a potência de saída 
e a fornecida pela fonte ideal de tensão. 


Figura P18.33 


+ 
(Dior VV; 
(ef) 


20 0 
AMA nd e 
h E a] Ei L 


Amplificador) > 


18.34 


O transformador linear do circuito da Figura 
P18.34 tem um coeficiente de acoplamento de 
0,75. O transformador é alimentado por uma 
fonte de tensão senoidal cuja tensão interna 
é v, = 80 cos 400t V. A impedância interna da 
fonte é 5 +70 O. 


783 


Circuitos elétricos 


Figura P18.34 


“(O 


PRE E 
rã é da bá 
vi 25 mH vz 


$200 O 


18.35 


a) Determine os parâmetros a no domínio da 
frequência para o transformador linear. 


b) Use os parâmetros a para determinar o 
circuito equivalente de Thévenin visto a 
partir dos terminais da carga. 


c) Calcule a expressão de regime perma- 
nente no domínio do tempo de v,. 

As seguintes medições foram realizadas em 

um quadripolo resistivo. 

Condição 1 — crie um curto-circuito na porta 

2 e aplique 20 V à porta 1. 

Medições: 1, =1A;L-A. 

Condição 2 — crie um circuito aberto na porta 

1e aplique 80 V na porta 2. 

Medições: V,=400V;L=34A. 

Determine a máxima potência que esse qua- 

dripolo pode fornecer a uma carga resistiva 

conectada à porta 2, quando a porta 1 é ali- 

mentada por uma fonte ideal de tensão con- 

tínua de 60 O. 


Seção 18.4 


O) 


18.36 


a) Determine os parâmetros y para o quadri- 
polo da Figura P18.36. 


b) Determine v, para t > 0, quando v, = 
10eZu(t) V. 
Figura P18.36 


1h L 


— 


10 


AMA 


18.37 


a) Determine as expressões dos parâmetros 
g no domínio da frequência do circuito da 
Figura P18.37 


b) A porta 2 do quadripolo da Figura P18.37 
é conectada a uma resistência de 500 O e 
a porta 1 é alimentada por degrau de ten- 
são v,(t) = 4u(t) V. Determine v,(t) para 
t>0,seC=-32nFe L=50mH. 


Figura P18.37 


1 PA 

RL sL Es 
e INN o 
+ - 


Vi e e Vá 


18.38 


Os parâmetros z e y para o quadripolo resis- 
tivo da Figura P18.38 são dados por 


35 

4 3 O; Yu — 200 uS; 

100 

Z12 “a O; yo =404S; 
4 

Zn 3 Kb; y21 = —800uS 
10 

z7 = 3 E; y» = 40 “8; 


Calcule v, se U = 30 mV cc. 


Figura P18.38 


100 
AN ——O o o e 
+ 
(O) [2] [3] vo $15kO 
9 o o e — 
18.39 Os parâmetros h do primeiro quadripolo da 
Figura P18.39(a) são 
h = 1.000 O; hp=5X1074; 
A, = 40; ho=25 US. 


O circuito do segundo quadripolo é mostrado 
na Figura P18.39(b), em que R=72k0. Deter- 
mine v, se v,=9mV cc. 
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Figura P18.39 18.40 Asredes A e B no circuito da Figura P18.40 são 
8000 [a z E Z recíprocas e simétricas. Para a rede A, sabe-se 
Rida Es ” há há E quea,,=5ea;,=240. 
Ve (O [A] vo $n kO a) Determine os parâmetros a da rede B. 
b 1d d 2 pl|- b) Determine V, quando V, = 75 /0º V, 
há é é bi Z,=1/0"0eZ,=10/0' 0. 
(a) Figura P18.40 
j METER PERO EL DER S] 
a = Lg Tº e ANN ros Am E MA 
lp sl Quvu e Z 
R= KO R a B 
de of 
(b) 
Seções 18.1-18.4 
18.41 a) Mostre que o circuito da Figura P18.41 é Figura P18.42 
um circuito equivalente cujas equações f 
correspondem às equações dos parâme- .- 
gran blz — z21) 
b) Use o circuito equivalente do item (a) Wa 


para determinar o ganho de tensão V,/ A = 


o 
no circuito da Figura 18.11. 
Figura P18.41 
h A 18.43 a) Mostre que o circuito na Figura P18.43 
E tus = também é um circuito equivalente cujas 
Ea Ei equações correspondem às equações dos 
V; hpVo> hnh — a parâmetros z. 
22; 
= = b) Suponha que esse circuito seja deter- 
e e . . ps . 
minado por uma impedância de Z, 
ohms na porta 2. Determine a impe- 
18.42 a) Mostre que o circuito da Figura P18.42 é dância de entrada V,/1,. Verifique seus 
um circuito equivalente cujas equações resultados comparando-os aos dados 
correspondem às equações dos parâme- da Tabela 18.2. 
Hosa Figura P18.43 
b) Suponha que esse circuito seja alimen- I I 
1 2 


tado por uma fonte de tensão que tenha 
uma impedância interna de Z R ohms. Cal- 


H(za = z12) 


cule o circuito equivalente de Thévenin V, E 
em relação à porta 2 do circuito. Con- 
firme seus resultados comparando-os [o º 


com os dados da Tabela 18.2. 
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18.4 


a) Determine dois circuitos equivalentes 


b) 


cujas equações correspondam às equações 
dos parâmetros y. Sugestão: comece com 
as equações 18.2. Some e subtraia y,,V, à 
primeira equação do conjunto. Construa 
um circuito que satisfaça o conjunto de 
equações resultante, pensando em ter- 
mos de tensões de nó. Deduza um circuito 
equivalente alternativo alterando, em pri- 
meiro lugar, a segunda das equações 18.2. 


Suponha que a porta 1 seja alimentada 
por uma fonte de tensão com impedância 
interna Z, e que a porta 2 seja ligada a 
uma impedância Z,. Determine o ganho 
de corrente 1,/1,. Verifique seus resul- 
tados comparando-os com os dados da 
Tabela 18.2. 


18.45 a) 


b) 


18.46 a) 


b) 


Determine o circuito equivalente cujas 
equações correspondam às equações dos 
parâmetros g. 


Use o circuito do item (a) para calcular a 
tensão de saída do Problema 18.39. Suges- 
tão: use o Problema 3.67 para simplificar 
o segundo quadripolo do Problema 18.39. 
Que condições e medidas permitem que 
você calcule os parâmetros b do amplifica- 
dor da'caixa preta” descrito na Perspectiva 
prática? 

Que medidas serão tomadas se os parâ- 
metros resultantes b forem equivalentes 
aos parâmetros h calculados na Perspec- 


tiva prática? 


18.47 Repita o Problema 18.46 para os parâmetros y. 


Apêndice . . 
Solução de equações 
lineares simultâneas 


A análise de circuitos frequentemente envolve a solução de equações lineares simultã- 
neas. Aqui, nosso objetivo é fazer uma revisão da utilização de determinantes para resolver 
tais sistemas de equações. A teoria dos determinantes (com aplicações) pode ser encontrada 
na maioria dos livros de álgebra de nível intermediário. (Uma referência particularmente boa 
para estudantes de engenharia é o Capítulo 1 de E. A. Guillemin, The Mathematics of Circuit 
Analysis [Nova York: Wiley, 1949].) Nesta revisão, limitaremos nossa discussão à mecânica da 
resolução de equações simultâneas por meio de determinantes. 


A.1 Etapas preliminares 


A primeira etapa na resolução de um conjunto de equações simultâneas por meio de 
determinantes é escrever as equações em um formato retangular (quadrado). Em outras pala- 
vras, organizamos as equações em linhas verticais de forma que cada variável ocupe a mesma 
posição horizontal em todas as equações. Por exemplo, nas equações A.1, as variáveis i,, à, e 
i, ocupam a primeira, a segunda e a terceira posições, respectivamente, do lado esquerdo de 
cada equação: 


21i, — 9i, — 121, =—33, 
—3i,+6,—21,=3, 
—8i, — 4i, + 221, = 50. (A1) 


Podemos, também, descrever esse conjunto de equações dizendo que i, ocupa a primeira 
coluna do sistema de equações, i,, a segunda coluna, e i,, a terceira coluna. 

Se uma dada equação não contiver uma ou mais variáveis, elas podem ser inseridas sim- 
plesmente atribuindo-se a cada uma um coeficiente zero. Assim, podemos manter as posições 
relativas das variáveis, e as equações A.2 podem ser completadas como nas equações A.3: 


2u,— v,—4, 
4v,+3v,=16, 
Ju, +20,=5; (A.2) 


20, — v,+0v,—4, 
Ov,+4v,+3v,= 16, 


tu, +0u,+20,=5. (A.3) 
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A.2 Método de Cramer 


O valor de cada variável desconhecida do sistema de equações é expresso como a razão 
entre dois determinantes. Se representarmos o determinante do numerador por N, com um 
índice adequado, e representarmos o determinante do denominador por 4, então a k-ésima 
variável desconhecida, x,., é 
a E 
nd 

O determinante do denominador, 4, é o mesmo para todas as variáveis desconhecidas e é 
denominado determinante característico do sistema de equações. O determinante do numera- 
dor N, varia com cada incógnita. A Equação A.4 é denominada método de Cramer para reso- 
lução de sistemas de equações simultâneas. 


Xk (A.4) 


A.3 O determinante característico 


Uma vez organizado o sistema de equações simultâneas em um arranjo ordenado, como 
ilustrado pelas equações A.1 e A.3, formar o determinante característico é uma tarefa simples. 
Esse determinante é o arranjo quadrado composto pelos coeficientes das variáveis incógnitas. 
Por exemplo, os determinantes característicos das equações A.l e A.3 são 


21 —-9 —2 
A =|—3 6 —2 (A.5) 
—8  —4 22 
e 
2 —1 0 
A = 10 4 3, (A.6) 
7 0 
respectivamente. 


A.4 O determinante do numerador 


O determinante do numerador, N,., é formado pelo determinante característico, substi- 
tuindo-se sua k-ésima coluna pela coluna de valores que aparece no lado direito das equações. 
Por exemplo, os determinantes N, para avaliar i,, i, e i, nas equações A.1 são 


—33 —9 —12 
Ny = 3 6 —2, (A.7) 
50 —4 22 
21 —-33 +—2 
N,=|—3 3. 2), (A.8) 
—8 50 22 
e 
21 —9 —33 
N5=|—3 6 3): (A.9) 
—8 —4 50 


Os determinantes N, para a avaliação de v,, v, e v, nas equações A.3 são 
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4 10 
N=|16 4 3, (A10) 
5 
2 4 
N,=|0 16 3|, (AJ) 
7 é É 
e 
2 -1 4 
N5=10 4 16). (A.12) 
7 0 5 


A.5 O valor de um determinante 


O valor de um determinante é calculado expandindo-o em termos de seus determinan- 
tes menores. O determinante menor de qualquer elemento de um determinante é aquele que 
resta após a eliminação da linha e da coluna ocupadas pelo elemento. Por exemplo, o determi- 
nante menor do elemento 6 na Equação A.7 é 


—33 —12 
50 22/ 


ao passo que o determinante menor do elemento 22 na Equação A.7 é 
Ed 0 
3 6 


O cofator de um elemento é seu determinante menor multiplicado pelo fator de controle 
de sinal 


— (+), 


onde i e j denotam a linha e a coluna ocupadas pelo elemento, respectivamente. Assim, o cofa- 
tor do elemento 6 na Equação A.7 é 


+) —33 —12 
50 22] 
e o cofator do elemento 22 é 
—(3+3) 33 —9 
3 6| 


O cofator de um elemento também é denominado seu determinante menor dotado de sinal. 

O fator de controle de sinal —1(*) será igual a + ou —1 dependendo de i + j ser um inteiro 
par ou ímpar. Assim, o sinal algébrico de um cofator alterna-se entre +1 e —1 à medida que 
percorremos uma linha ou coluna. Para um determinante 3 X 3, os sinais de mais e menos for- 
mam o padrão de tabuleiro de xadrez ilustrado a seguir: 
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Um determinante pode ser expandido ao longo de qualquer linha ou coluna. Desse modo, 
a primeira etapa para fazer uma expansão é selecionar uma linha i ou uma coluna j. Uma vez 
selecionada uma linha ou coluna, cada elemento nessa linha ou coluna é multiplicado por 
seu determinante menor dotado de sinal, ou cofator. O valor do determinante é a soma des- 
ses produtos. Como exemplo, vamos avaliar o determinante da Equação A.5, expandindo-o 
ao longo de sua primeira coluna. Seguindo as regras que acabamos de explicar, escrevemos a 
expansão como 


= 
—4 22 


A =21(1) — seno E — 8(1) (A.13) 


=9 «12, 
6 2 


Os determinantes 2 X 2 na Equação A.13 também podem ser expandidos por meio de 
determinantes menores. O determinante menor de um elemento em um determinante 2 X 2 
é um único elemento. Assim, a expansão reduz-se a multiplicar o elemento superior esquerdo 
pelo elemento inferior direito e, então, subtrair desse produto o produto entre o elemento 
inferior esquerdo e o elemento superior direito. Usando essa observação, a Equação A.13 será 
escrita como: 


A=21(132-8)+3(-198— 48) — 8(18 +72) 
= 2.604 — 738 — 720 = 1.146. (A14) 


Se tivéssemos optado por expandir o determinante ao longo da segunda linha de elemen- 
tos, teríamos escrito 


12 


E 21 —12 21 —9 
A = E »” +6(+1) “8 en H 


= 3(-198 — 48) + 6(462 — 96) + 2(-84 — 72) 
= —738 + 2.196— 312 = 1.146. (A15) 


Os valores numéricos dos determinantes N,, N, e N, dados pelas equações A.7 A.8 e A.9 são 


N, = 1.146, (A.16) 
N,=2.292 (A.17) 
e 
N,= 3.438. (A.18) 
Decorre das equações A.15 a A.18 que as soluções para i,, i, e i, na Equação A.1 são 
à 
O 1A, 
à Na 
Geo 2A, 
e 
iz = E =3A, (A.19) 
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Fica a cargo do leitor verificar que as soluções para v,, v, e V, são 


49 
= = -98V 
vs BEN, 
118 
w="> = 236V, 
-s 
e 
w= — =368V. (A.20) 


A.6 Matrizes 


Um sistema de equações lineares simultâneas também pode ser resolvido por meio de 
matrizes. A seguir, faremos uma breve revisão da notação, álgebra e terminologia de matrizes.! 


Por definição, uma matriz é um arranjo retangular de elementos; assim, 


Md 3 o Mn 
O 2 3 vo dg 

A = E (A 21) 
Amt Am  Am3 “o Qmn 


é uma matriz com m linhas e n colunas. Descrevemos 4 como uma matriz de ordem m por n, 
ou m Xn, onde m é igual ao número de linhas e n é o número de colunas. Sempre especificamos 
em primeiro lugar as linhas e depois as colunas. Os elementos da matriz — a,,, 4,, A... — 
podem ser números reais, números complexos ou funções. Representamos uma matriz por 
uma letra maiúscula em negrito. 


O arranjo na Equação A.21 costuma ser abreviado por 
A=[0,)am (A.22) 


onde aj; é o elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna. 


Sem =1,A é denominada uma matriz linha, isto é, 
A = [a 0 Op reg): (A23) 


Sen=1,A é denominada uma matriz coluna, isto é, 


A=| ag |. (A.24) 


Amt 


Sem=n, A é denominada uma matriz quadrada. Por exemplo, se m =n=3,a matriz qua- 
drada 3 X3 é 


1 Um excelente livro didático de nível introdutório a respeito de aplicações de matrizes à análise de 


circuitos é o de Lawrence P Huelsman, Circuits, Matrices, and Linear Vector Spaces (Nova York: 
McGraw-Hill, 1963). 
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MW do dis 
A = da [4/50) do3 |. (A.25) 

dz da d33 
Observe também que usamos colchetes [ ] para denotar uma matriz, ao passo que usamos 
linhas verticais || para denotar um determinante. É importante saber a diferença. Uma matriz é 
um arranjo retangular de elementos. Um determinante é uma função de um arranjo quadrado 
de elementos. Assim, se a matriz A for quadrada, podemos definir o determinante de A. Por 


exemplo, se 
2 1 
e é E 
então 
detA = ] =30-6=24 
á 6 15 


A.7 Álgebra matricial 


A igualdade, a adição e a subtração de matrizes aplicam-se somente a matrizes da mesma 
ordem. Duas matrizes são iguais se, e somente se, seus elementos correspondentes forem 
iguais. Em outras palavras, A = B se, e somente se, a;= b, para todo ie j. Por exemplo, as duas 


matrizes nas equações A.26 e A.27 são iguais porque a, =b,,a,=b,,—byea=—b»: 


A-[É E! (A.26) 
B=[* el (A.27) 


Se A e B forem da mesma ordem, então 


C-A+B (A.28) 
implica 
CGj=4;+D,. (A.29) 
Por exemplo, se 
4 —6 10 
A = É 19 Ei (A.30) 
e 
B- 16 10 —30 
“lo2o 8 as Rasa) 
então 
20 4 —20 
= A.32 
e | —2 20 q | 


A equação 


D=A-B (A.33) 
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implica 
d,; =4— b ir (A.34) 
Para as matrizes nas equações A.30 e A.31, teríamos 


—12 —16 40 
DS a 4 —19] pais) 

Diz-se que matrizes da mesma ordem são conformáveis em relação às operações de adi- 
ção e de subtração. 

Multiplicar uma matriz por um escalar k equivale a multiplicar cada elemento da matriz 
pelo escalar. Assim, A = kB se, e somente se, a, = kb,. Devemos observar que k pode ser real ou 
complexo. Como exemplo, multiplicaremos a matriz D na Equação A.35 por 5. O resultado é 

—60 —80 200 
'D=|140 20 -9s] Ea 

A multiplicação de matrizes só pode ser realizada se o número de colunas na primeira 
matriz for igual ao número de linhas na segunda matriz. Em outras palavras, o produto AB 
requer que o número de colunas em A seja igual ao número de linhas em B. A ordem da matriz 
resultante será o número de linhas em A pelo número de colunas em B. Assim, se C = AB, 
onde A é de ordem m X p, e B é de ordem p Xn, então €C será uma matriz de ordem m X n. 
Quando o número de colunas em A é igual ao número de linhas em B, dizemos que A é con- 
formável a B em relação à operação de multiplicação. 


Um elemento em C é dado pela fórmula 
p 
Ci; == Atuba (A.37) 


A fórmula dada pela Equação A.37 será fácil de usar se nos lembrarmos de que a mul- 
tiplicação de matrizes é uma operação de linha por coluna. Daí, para obter o i-ésimo, j-ésimo 
termo em €, cada elemento na i-ésima linha de A é multiplicado pelo elemento correspon- 
dente na j-ésima coluna de B, e os produtos resultantes são somados. O exemplo a seguir ilus- 
tra o procedimento. Devemos determinar a matriz C para 


6 32 
A=| A 4 (A.38) 
e 
4 2 
B=|0 “3 (A.39) 
1 —2 


Em primeiro lugar, observamos que C será uma matriz 2 X2 e que cada elemento em € 
será composto pela soma de três produtos. 

Para determinar C,, multiplicamos os elementos correspondentes na linha 1 da matriz A 
pelos elementos na coluna 1 da matriz B e, então, somamos os produtos. Podemos visualizar 
essa multiplicação e o processo de soma, separando a linha e a coluna correspondentes de cada 
matriz e, então, alinhando-as elemento por elemento. Portanto, para determinar C,,, temos 


Linhal de A 6 3 . 
Colunalde B 4 0 =; * 
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assim, 
COXA PIXOFZAÃIS A. 


Para determinar C,,, visualizamos 


Linhal de A 6 3 2. 
Coluna2 de B 2 3 102º 


assim, 
CL OX2TIXIFP2X(D)= 17 


Para C,,, temos 


Linha2deA 1[4 | 6. 

ColunaldeB 4/0 /1' 
e 

C=1X4+4X0+6X1=10. 

Por fim, para C,, temos 

LinhaZ2de A 1/4 | 6, 

Coluna2deB 2/3 |-2º 
pela qual 


C)=1X2+4X3+6X(-2)=2. 


Assim, 


26 17 
= AB = : A.40 
RA E | id 


De modo geral, a multiplicação de matrizes não é comutativa, isto é, AB = BA. Como 
exemplo, examine o produto BA para as matrizes nas equações A.38 e A.39. A matriz gerada 
por essa multiplicação é de ordem 3 X3 e cada termo na matriz resultante contém dois produ- 
tos. Portanto, se D = BA, temos 


26 20 20 
D=| 3 12 18. (A.41) 
4 —-5 —10 


Obviamente, C = D. Deixamos que o leitor verifique os elementos na Equação A .41. 
A multiplicação de matrizes é associativa e distributiva. Assim, 


(AB)C= A(BC), (A.42) 
A(B+C)=AB+AC (A.43) 

e 
(A+B)C=AC+BC. (A.44) 


Nas equações A.42, A .43 e A.44, admitimos que as matrizes são conformáveis em relação 
às operações de adição e multiplicação. 
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Já observamos que a multiplicação de matrizes não é comutativa. Há duas outras pro- 
priedades da multiplicação da álgebra das grandezas escalares que não são válidas na álgebra 
matricial. 


A primeira é que o produto de matrizes AB = 0 não implica nem A =0Onem B=0. (Obser- 
vação: a matriz é igual a zero quando todos os seus elementos são nulos.) Por exemplo, se 


10 00 
A=|, | º B=[, dl 


então 


Dessa forma, o produto é igual a zero, mas nem A nem B é nulo. 


Em segundo lugar, a equação matricial AB = AC não implica B=C. Por exemplo, se 
10 34 34 
A=[20) B=5 | E c-|; | 


AB = AC = E | masB ZC. 


então 


A transposta de uma matriz é formada pela permuta entre suas linhas e colunas. Por 
exemplo, se 


123 1 
A=|456l|entãoA!=|2 
789 3 


tun E 
No ão o Ha] 


A transposta da soma de duas matrizes é igual à soma das transpostas, isto é, 
(A+B)=AT+BT. (A.45) 


A transposta do produto de duas matrizes é igual ao produto das transpostas tomadas em 
ordem inversa. Em outras palavras, 


[AB]"=BTA”. (A.46) 


A Equação A.46 pode ser estendida para um produto de qualquer número de matrizes. 
Por exemplo, 


[ABCD]”=D'CTB7AT. (A47) 


Se A — A”, diz-se que a matriz é simétrica. Somente matrizes quadradas podem ser 
simétricas. 


A.8 Matriz identidade, matriz adjunta e matriz inversa 


Uma matriz identidade é uma matriz quadrada onde a, = 0 para iz j, e a; =1 para i =. 
Em outras palavras, todos os elementos em uma matriz identidade são iguais a zero, exceto os 
que estão ao longo da diagonal principal, que são iguais a 1. Assim, 
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0 
0 
1 


Soon 
Soro 
ooo 


0 


são todas matrizes identidade. Observe que as matrizes identidade são sempre quadradas. 
Usaremos o símbolo U para uma matriz identidade. 


A matriz adjunta de uma matriz A de ordem n Xn é definida como 


adj A=[4,) ar (A.48) 


onde 4,. é o cofator de Ai (Veja a Seção A.5 para a definição de cofator.) Segundo a Equação 
A.48, podemos pensar na determinação da adjunta de uma matriz quadrada como um pro- 
cesso de duas etapas. Em primeiro lugar, construímos uma matriz composta pelos cofatores 
de A e, então, transpomos a matriz de cofatores. Como exemplo, determinaremos a adjunta 
da matriz3X3 
123 
A=| 3 2 1.. 
21 15 


Os cofatores dos elementos em A são 
An =1(10-1)=9, 
Ap = (IS + 1) = +16, 
As=I(3+D)=5, 
An = A(O —3) = —, 
A» =1(5+3)=8, 
As=AI+HD)=S, 
Ay=I(2—-6) = +44, 
Ap=A(I-—-N=8, 
As=1(2—-6) = +. 


A matriz de cofatores é 


9 —16 5 
B=| —7 8 —s3 
—4 8 —4 
Decorre que a adjunta de A é 
9 —7 —+4 
adjA=BO=|-16 8 8. 
5 3 +4 


Podemos verificar a aritmética da determinação da adjunta de uma matriz usando o 
teorema 


adjA-A=detA-U. (A.49) 


A Equação A.49 mostra que a adjunta de A vezes A é igual ao determinante de A vezes 
a matriz identidade ou, para nosso exemplo, 


detA=UM)+HH-N-1(=4)=-S8. 
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Se fizermos €C = adj A - A e usarmos a técnica ilustrada na Seção A.7, constatamos que os 


elementos de €C são 


cy 9-2U+4=8, 

cp =18—-14 —-4 =0, 

c3=271—7—-20=0, 

cy = 16 +24 —8 =0, 

co=2 +16 +8 = 58, 

cy = —48 +8 +40 =0, 

cg =5—-9+4=0, 

c,=10—-6-—-4=0, 

ca =15-3-20 = =8. 

Portanto, 

—8 O) 0 1 0 0 
C= 0 —8 0O|=-=8/0 1 0 

0 0 —s8 0 01 

= detA-U. 


A matriz quadrada A tem uma inversa, denotada por A 1, se 


AJA=AAT=U. (A.50) 


A Equação A.50 mostra que uma matriz pré-multiplicada ou pós-multiplicada por sua 
inversa gera a matriz identidade U. Para a matriz inversa existir, é necessário que o determi- 
nante de A não seja nulo. Somente matrizes quadradas têm inversas, e a inversa também é 


quadrada. 
Uma fórmula para determinar a inversa de uma matriz é 
q PDA (A51) 
det A 


A Equação A.51 será muito trabalhosa se a ordem de A for maior do que 3 X 3.º Hoje em 
dia, os computadores facilitam a determinação da inversa de uma matriz em aplicações numé- 
ricas da álgebra matricial. 

Decorre da Equação A.51 que a inversa da matriz A no exemplo anterior é 


9 —7 4 
Al=/8|-16 8 8 
5 3 =À 

—1,125 0875 0,5 

- E dedo vei 
—0,625 0,375 0,5 


Você deve verificar que A IA = AA 1 =U. 


2 Você pode aprender métodos alternativos para determinar a inversa de uma matriz em qualquer 
livro introdutório à teoria matricial. Veja, por exemplo, Franz E. Hohn, Elementary Matrix Algebra 
(Nova York: Macmillan, 1973). 
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A.9 Partição matricial 


Quando manipulamos matrizes, muitas vezes é conveniente dividir (fazer uma partição 
de) uma dada matriz em submatrizes. Assim, as operações algébricas originais podem ser exe- 
cutadas em termos das submatrizes. Quando dividimos uma matriz, a localização das partições 
é completamente arbitrária, e a única restrição é que uma partição deve cortar a matriz inteira. 
Quando selecionamos as partições, também é necessário ter certeza de que as submatrizes são 
conformáveis em relação às operações matemáticas nas quais estão envolvidas. 

Por exemplo, vamos utilizar submatrizes para determinar o produto C = AB, onde 


12 3 4/5 


I 

| 

Ha 
9 HO Bs 

1) 

| 

(98) 


1 
1 
==] 0 1 
0 


Suponha que decidimos partir B em duas submatrizes, B,, e B,,; desse modo, 
Bo 
Visto que B foi dividida em uma matriz coluna de duas linhas, A deve ser dividida em, no 
mínimo, uma matriz de duas colunas; caso contrário, a multiplicação não pode ser executada. 


A localização das partições verticais da matriz A dependerá das definições de B,, e B,,. Por 
exemplo, se 


2 
3 
B, — 0 e By — | | 


então A,, deverá conter três colunas e A ,, deverá conter duas colunas. Desse modo, a partição 
mostrada na Equação A.52 seria aceitável para executar o produto AB: 


12 E 45 : 
5 4 3. | 2 1 4 
C=-|/-—1 0 2» | sã 4 (A.52) 
0 1 —1./| 01 3 
02 11 2 0 

0 

Se, por outro lado, dividirmos a matriz B de modo que 

—- 

B H B 3 

— e re 
E 0 21 , 


0 
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então, A ,, deverá conter duas colunas e A ,, deverá conter três colunas. Nesse caso, a partição 
mostrada na Equação A.53 seria aceitável para a execução do produto C = AB: 


0 TO RR : 
Se dei 3 Dt)” 
Esp do jo 2d dl as (A.53) 
0111 01 A 
02 1 20 
| 0 


A título de ilustração, usaremos a Equação A.52 e deixaremos a cargo do leitor a verifica- 
ção de que a partição da Equação A.53 leva ao mesmo resultado. 


Pela Equação A.52, podemos escrever 
B 
C=[An As) Es = AynBy + AB. (A.54) 


Decorre das equações A.52 e A.54 que 


1 2 3 —-1 
5 4 3 2 7 
Abielcom% 2) tj=(=4| 
0 1 + —-1 1 
0 2 1 —-1 
d- a 12 
2 3 6 
ApBn =|-3 1 = =, 
0 1 0 
—2 0 —6 
e 
1 
13 
C=|-—13 
1 
—17 


A matriz A também poderia ser dividida na horizontal, visto que a partição vertical foi 
realizada conforme a operação de multiplicação. Nesse problema simples, as partições hori- 
zontais podem ser realizadas conforme a necessidade do analista. Assim, C também poderia 
ser avaliada, utilizando-se a partição mostrada na Equação A.55: 


123 4 51[ 2 
5 4.3 2 1/0 

Sd ae ot mah (A.55) 
o 1.4 o 1||3 
O 2 1 — 0 
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Pela Equação A.55, decorre que 
c-= pa fel Ea = El (4.56) 
onde 
C,=A,B, + AB, 


C,,—A,,B, + AB,;- 


Você deve verificar que 


=, dg d 2 3 1 
Cas=| 0141 0 |+ 0 1h] 
pd dil=t 2 0 
—4 —9 —13 
=[al+| ol=| 1, 
4 —6 —7 
e 
"1 
13 
C=| 13 
1 
—7 


Observe, de passagem, que a partição das equações A.52 e A.55 é conformável em relação 
à operação de adição. 


A.10 Aplicações 


Os exemplos a seguir demonstram algumas aplicações da álgebra matricial na análise de 
circuitos. 


EXEMPLO A.1 


Use o método matricial para determinar as tensões nodais v, e v, nas equações 4.5 e 4.6. 


Solução 

A primeira etapa consiste em reescrever as equações 4.5 e 4.6 em notação matricial. Colocando os 
coeficientes v, e v, em evidência e, ao mesmo tempo, passando os termos constantes para o lado 
direito das equações, obtemos 


Apêndice A e Solução de equações lineares simultâneas 


1,7v,—0,5v,= 10, 


—0,5v, +0,60,=2. (A.57) 
Em notação matricial, a Equação A.57 torna-se 
| 17 A [1] E El e 
—0,5 0,61 Lv, 2 
ou 
AV=I, (A.59) 
onde 
17 —05 
se E E 
| 
vz 
e 


10 
I= : 
[a] 
Para determinar os elementos da matriz V, pré-multiplicamos ambos os lados da Equação A.59 pela 
inversa de A; assim, 


ATAV=AI (A.60) 
A Equação A.60 reduz-se a 
UV-AI (A.61) 
ou 
V=ATI (A.62) 


Decorre da Equação A.62 que as soluções para v, e v, são obtidas calculando-se o produto matricial 
A. 
Para determinar a inversa de A, primeiramente determinamos os cofatores de A. Assim, 

An = (—1)(0,6) = 0,6, 


Ap = (—1)((-0,5) = 0,5, 
An = (—1)((-0,5) = 0,5, 


A» = (—1) (1,7) = 1.7: (A.63) 
A matriz de cofatores é 
0,6 0,5 
ER pa a (A.64) 


e a adjunta de A é 
00 da | (A.65) 


diA=B'= 
aa pa 17 
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O determinante de A é 


17 —05 
tA = ú "| = (1,7)(0,6) — (0,25) = 0,77. : 
ii | sos 06, O (O UA (A.66) 
Pelas equações A.65 e A.66 podemos escrever a inversa da matriz de coeficientes, isto é, 
1106 05 
1 = > > 
à 07 Re a Rom 


Agora, o produto A II é determinado: 


amy = 100 E E | 
os AZ E 
E (a 
784 10,91 
Assim, 
vi] a 
N = E , RA) 
ou 
v,-9,09V e v,= 10,91 V. 
EXEMPLO A.2 


Use o método matricial para determinar as três correntes de malha no circuito da Figura 4.24. 


Solução 
As equações de corrente de malha que descrevem o circuito da Figura 4.24 são dadas pela Equação 
4.34. A equação de restrição imposta pela fonte de tensão controlada por corrente é dada pela Equa- 
ção 4.35. Quando a Equação 4.35 é substituída na Equação 4.34, o resultado é o seguinte sistema de 
equações: 

2%, — 5 — 204 = 50, 

5%, + 10%, — 4i, = 0, 

—5t — 4iy + 9i, = 0. (A.70) 


Em notação matricial, as equações A.70 reduzem-se a 


AI=V, 
onde 
25 —S —20 
A=|-5 10 =4 |. 
—S  —4 9 
1] 
I= 5) 5 
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e 
50 
V=| 0. 
0 
Decorre da Equação A.71 que a solução para I é 
I= AV. (A.72) 
Determinamos a inversa de A usando a relação 
1 PRA: (4.73) 
det A. 


Para determinar a adjunta de A, primeiramente calculamos os cofatores de A. Assim, 
A, = (—1)2(90 — 16) =74, 
A, = (—1)3(+45 — 20) = 65, 
A, = (—1)4(20 +50) = 70, 
A, = (—1)5(45 — 80) = 125, 
A = (—1)2(225 — 100) = 125, 
A = (—1)*(-100 — 25) = 125, 
A, = (—1)4(20 + 200) = 220, 
As, = (—1)5(—100 — 100) = 200, 
Aa = (—1)º(250 — 25) = 225. 


A matriz de cofatores é 


74 6 7) 
B =| 125 125 125 |, (A.74) 
220 200 225 
pela qual podemos escrever a adjunta de A: 
74 125 220 
adjA =B'=|65 125 200 |. (A.75) 
70 125 225 
O determinante de A é 
25 —S —20 
detA = |-5 10 —4 
—5 —4 9 


= 25(90 — 16) + 5(-45 — 80) — 5(20 + 200) = 125. 


Decorre da Equação A.73 que 
74 125 220 
A = EE 65 125 200 |. (A.76) 
70 125 225 
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A solução para I é 


| [74 125 220][50 29,60 
I=5| & 125 = 0 |=| 26,00 |. (A.77) 
70 125 0 28,00 
i; 29,6 
 |=|26 à (A.78) 
a 28,0 


ou 
1=296A,1,=26A ei,=284A. 


O Exemplo A.3 ilustra a aplicação do método matricial quando os elementos da matriz são números 
complexos. 


EXEMPLO A.3 


Use o método matricial para determinar as correntes de malha fasoriais I, e L, do circuito da Figura 
9.37 


Solução 


Somando as tensões ao longo da malha 1, obtemos a equação 
(1 +; + (12 — j16)(L — L) = 15070º. (A.79) 
Somando as tensões ao longo da malha 2, obtemos a equação 
(12-90, 1) FU +BL +39 =0. (A.80) 
A corrente que controla a fonte de tensão dependente é 
= (1-1). (A.81) 


Após a substituição da Equação A.81 na Equação A.80, as equações são colocadas em formato matri- 
cial, colocando-se I, e L, em evidência em cada equação; portanto 


(13 — j14)L — (12 — j16)6 = 150/0º, 
(27 + j16)L — (26 + j13)L = 0. (A.82) 


Usando-se a notação matricial, a Equação A.82 é escrita como 
AI=V, (A.83) 
onde 


E E -j14 +12 A 
27 +;16 —26 +13) ) 
— = 150,0") 
= [| - v=| | 


Decorre da Equação A.83 que 
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I= AV. (A.84) 


A inversa da matriz de coeficientes A é determinada usando-se a Equação A.73. Nesse caso, os cofa- 
tores de A são 


A = (DX4-26—13)=—26— j13, 
Ap =(=1)3(27 +16) =—27— 16, 
A, = (DHX-12 +16) = 12-16, 
A, =(DH13-j14)=13—j14. 


A matriz de cofatores B é 


—26 — jl —27 — j16 
= i o (sl | (A.85) 
(12 — 716) (13 — 714) 
A adjunta de A é 
ca edito (26-18) (12 Ea 
adjA =B pe a3 = ;14)| (A.86) 
O determinante de A é 
“(13 —;14) —2(2 — ;16) 
dA = 7 +;16) (26 4713) 
= —13 — ;14)(26 + ;13) + (12 — ;16)(27 + ;16) 
= 60 — j45. (A.87) 
A inversa da matriz de coeficientes é 
pes — 13) (12 E] 
efa (—27 — ,16) (13 — 14) 
A (60 = 745) (A.88) 
A Equação A.88 pode ser simplificada para 
1. 60+ Rb — j13) (12 — | 
5.625 [(—27 — j16) (13 — ;14) 
o = 1130 96 E (A.89) 
375L—60 — [145 94 — j17 
A substituição da Equação A.89 em A.84 resulta em 
| o E DA — 130) (96 E o 
L 375L(—60 — [145) (94 — ;17) 0 
“[(-26- 8) 
E — 58) ] GADO) 


Decorre da Equação A.90 que 


I = (—26 — ;52) = 58,14/-11657 A, 
L = (—24 — ;58) = 62,77/—122,48 A. (A.91) 
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Nos três exemplos apresentados, os elementos da matriz eram números — números reais 
nos exemplos A.1 e A.2 e números complexos no Exemplo A.3. Também é possível que os 
elementos sejam funções. O Exemplo A 4 ilustra a utilização da álgebra matricial em um pro- 
blema de circuito em que os elementos da matriz de coeficientes são funções. 


EXEMPLO A.4 
Use o método matricial para deduzir expressões para as tensões nodais V, e V, do circuito da Figura A.1. 
Solução 
Com a soma das correntes que saem dos nós 1 e 2, obtém-se o seguinte sistema de equações: 

H— Mk 
R 


+ VsC + (WU — WC =0, 
V 
RT 6 MSC + (h— UC =0. (A.92) 


Fazendo G = 1/R e colocando em evidência os coefi- 
cientes de V, e V,, obtemos 


Figura A.1 Circuito para o Exemplo A.4. 


Es 
(G+25C)V,—sCV,=GV,, e 
=8CV,+(G +2580)V;= sCV (A.93) f i 5C 
é AM | é 
Escrevendo a Equação A.93 em notação matricial, bá 1 ki 
temos Ve (O v - D) $ R 
AV=I (A.94) o 1 T 
onde 
qe [ + 2sC =—sC | 
—sC EC 
Wc tl 
V= I= a 
E E sCV, 
Decorre da Equação A.94 que 
V=AIL (A.95) 


Como antes, determinamos a inversa da matriz de coeficientes resolvendo, em primeiro lugar, a 
adjunta de A e o determinante de A. Os cofatores de A são 


A = (DIG+25C]=G+25C, 
Ap = (DHA-SC) =5€, 
A, = (DHX-SC) =s€, 
A, =(DHIG+25C]=G+25C. 


A matriz de cofatores é 
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ne la 26 se | AE 
sC EMC] o, 
e, por conseguinte, a adjunta da matriz de coeficientes é 
G + 2s€ sC 
1 dn T pe 
adjA = B | s€ EA vs] (A.97) 
O determinante de A é 
G + 2s€ sC 
detA = = 6º + 48CG + 35ºC?. 
E SC G+2C E E (Aa) 
A inversa da matriz de coeficientes é 
[é + 29€ sC | 
+ 2 
q dE À (A.99) 
(Gº + 45CG + 3s5ºCº) 
Decorre da Equação A.95 que 
Pe sC é] 
sC G + 2sC] LsCV, 
Hi = - e (A.100) 
1) (Gº + 45CG + 35“Cº) 
Executando a multiplicação de matrizes da Equação A.100, temos 
Y 1 G* + 28CG + SC3)V, 
| | -— — À RA | (A.101) 
1) (G* + 45CG +38?) | (CG + 25ºC)V; 
Agora, as expressões para V, e V, podem ser escritas diretamente pela Equação A.101; assim, 
(G? + 25CG + s5?C)V, 
1 a (A.102) 
(Gº + 45CG + 3sºCº) 
e 
2(s0 desc 
y (4.103) 


“UG HAS +30) 


Em nosso exemplo final, ilustramos como a álgebra matricial pode ser usada para analisar 
ligações em cascata de quadripolos. 


EXEMPLO A.5 


Mostre, por meio de álgebra matricial, como as variáveis de entrada V, e 1, podem ser descritas em 
função das variáveis de saída V, e 1, na ligação em cascata da Figura 18.10. 


Solução 


Começamos expressando em notação matricial a relação entre as variáveis de entrada e saída para 


cada quadripolo. Assim, 
a! E Rar 
= , A.104 
Rae do 
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MM ” E = | (A.105) 
h an capllhl 
Agora, a ligação em cascata impõe as restrições 


V=V, e bBb=—A. (A.106) 
Essas relações de restrição são substituídas na Equação A.104. Assim, 
[| - po | E 
h an —apll=h 
= pn | E (A 107) 
q anllh 


A relação entre as variáveis de entrada (V,, 1,) e as variáveis de saída (V,, L,) é obtida pela substitui- 
ção da Equação A.105 na Equação A.107 O resultado é 


V , IA A Rd Y 

e oa om 
h qn anllay —anllh 

Após a multiplicação das matrizes de coeficientes, temos 


[| a fes + aan) ana + fe NM 


r m , nm r m p nm ê (A.109) 
K (azafy + aa)  —axaty + aa) IL, 


Observe que a Equação A.109 é o sistema constituído pelas equações 18.72 e 18.73 escrito em forma 
matricial. 


Apêndice 


Números complexos 


Os números complexos foram inventados para permitir a extração das raízes quadradas 
de números negativos. Eles simplificam a solução de problemas que, caso contrário, seriam 
bem difíceis. A equação x? + 8x + 41 = 0, por exemplo, não tem solução em um sistema numé- 
rico que exclua números complexos. Esses números, e a capacidade de manipulá-los algebrica- 
mente, são muito úteis na análise de circuitos. 


B.1 Notação 


Há dois modos de representar um número complexo: a forma cartesiana, ou retangular, 
e a forma polar, ou trigonométrica. Na forma retangular, um número complexo é escrito em 
termos de seus componentes reais e imaginários; daí, 


n=a+jb, (B.1) 


onde a é o componente real, b é o componente imaginário e j é, por definição, V—1.! 
Na forma polar, um número complexo é escrito em termos de seu módulo e ângulo de 
fase; daí, 


n=ce? (B.2) 


onde c é o módulo, 9 é o ângulo de fase, e é a base dos logaritmos naturais e, como antes, 
. . 2 o 7 . 2 

j= V1. Na literatura, o símbolo Z%” costuma ser usado no lugar de e'º; isto é, a forma polar 
é escrita 


n=c/6º. (B.3) 


Embora a Equação B.3 seja mais conveniente em textos impressos, a Equação B.2 é de 
importância primordial em operações matemáticas porque as regras para manipular uma 
quantidade exponencial são bem conhecidas. Por exemplo, como (y”)" = y”", então (el?) = einô; 
como y*=1/y*, então ei? = 1/eiº e assim por diante. 

Como há duas maneiras de expressar o mesmo número complexo, precisamos relacionar 
uma com a outra. A transformação da forma polar para a retangular dá-se por meio da iden- 
tidade de Euler: 


est =cos 0 +j sen 6. (B.4) 


Um número complexo expresso na forma polar pode ser convertido para a forma retan- 
gular escrevendo-se 


1 Talvez você esteja mais familiarizado com a notação i = V—1. Em engenharia elétrica, i é usado como 


símbolo para corrente; daí, na literatura da área, j é usado para representar v—1. 
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Figura B.1 Representação gráfica de a + jb, 
quando a e b são ambos positivos. 


celº = c(cos 0 +j sen 6) 
=ccos0+jcsen 6 
=a+jb. (B.5) 


A transformação da forma retangular para a polar faz uso das propriedades do triângulo 


retângulo, ou seja, 


onde 


a+jb = Va” + er = gel, (B.6) 


tg0=ba. (B.7) 


Pela Equação B.7, não fica óbvio em qual quadrante o ângulo 6 está. A ambiguidade pode ser 
eliminada por uma representação gráfica do número complexo. 


B.2 Representação gráfica dos números complexos 


Umnúmero complexo é representado graficamente no plano complexo, aquele definido por 
um eixo horizontal que representa o componente real e um eixo vertical que representa o com- 
ponente imaginário do número complexo. O ângulo de fase do número 


complexo é medido em sentido anti-horário em relação ao eixo real posi- 
tivo. A representação gráfica do número complexon = a +jb =c /6º, 


se admitirmos que a e b sejam ambos positivos, é mostrada na Figura B.1. 


Figura B.2 Representação gráfica de quatro números complexos. 


à 5/3687 5/14313º 4 


GS t=— == = 
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—4 


—4+j3 = 5/143,13º 
(b) 
1 


5/216,87º 
-4-j3 = 5/216,87º 
(c) 


(a) 
pa ul 


4 
—3 


E Sa dar 
4-j3 = 5/323,13º 
(d) 


Essa representação deixa bem clara a relação entre as formas retan- 
gular e polar. Qualquer ponto no plano dos números complexos é definido 
exclusivamente determinando-se ou sua distância em relação a cada eixo 
(isto é,a e b) ou sua distância radial em relação à origem (c) e ao ângulo 6 
entre o eixo real e a reta que liga o ponto à origem. 


Pela Figura B.1, vemos que 9 está no primeiro quadrante, 
quando a e b são ambos positivos; no segundo quadrante, quando 
a é negativo e b é positivo; no terceiro quadrante, quando a e b 
são ambos negativos; e no quarto quadrante, quando a é posi- 
tivo e b é negativo. Essas observações são ilustradas na Figura 
B.2, que mostra as representações gráficas de 4+ 3, —4 +53, —4 
—Be4—;3. 

Observe que também podemos especificar 0 como um 
ângulo (negativo) no sentido horário a partir do eixo real 
positivo. Desse modo, na Figura B.2(c) também poderíamos 
designar —4 — j3 como 5/—143,13º. Na Figura B.2(d) obser- 
vamos que 5/323,13º = 5/ —36,87º. É usual expressar 6 em 
termos de valores negativos quando ele está no terceiro ou no 
quarto quadrante. 


A representação gráfica de um número complexo tam- 
bém deixa clara a relação entre um número complexo e seu 
conjugado. O conjugado de um número complexo é formado 
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invertendo-se o sinal de seu componente imaginário. Assim, o 
conjugado de a +jb é a— jb, e o conjugado de —a + jb é —a — jb. Figura B.3 Números complexos n, e n, e seus conjugados 
Quando escrevemos um número complexo na forma polar, nen. 

determinamos seu conjugado pela simples inversão do sinal 
do ângulo 06. Por conseguinte, o conjugado de c/0º é c/—6º. 
O conjugado de um número complexo é indicado por um aste- 
risco. Em outras palavras, entende-se que n* é o conjugado de 
n.A Figura B.3 mostra a representação gráfica de dois números 
complexos e seus conjugados no plano dos números complexos. 


nm = —a+jb=c/02 y m = a+jb=c/01 


Observe que a operação de formar o conjugado reflete n5 = —a-jb=c/-6 nm =a-jb=c/-6 
simplesmente os números complexos em relação ao eixo real. 


B.3 Operações aritméticas 
Adição (subtração) 


Para somar ou subtrair números complexos, devemos expressá-los na forma retangular. 
A soma envolve somar as partes reais dos números complexos, para formar a parte real da 
soma, e as partes imaginárias, para formar a parte imaginária da soma. Assim, se tivermos 


n,=8+;16 


n=12=3, 
então 
ny n;= (8 + 12) +63) = 20 +13. 
A subtração segue a mesma regra. Assim, 
mM Uri -16)=4=710, 


Se os números a somar ou subtrair forem dados em forma polar, eles serão, antes de mais 
nada, convertidos à forma retangular. Por exemplo, se 


n,= 10/53,13º 


e 
n, = 5/=135º; 
então 
m+n =6+j;8-— 3,535 — ;3,535 
= (6 — 3,535) + j(8 — 3,535) 
= 2,465 + [4,465 = 5,10 61,109, 
e 


ny— no =— 6 + j8 — (—3,535 — 13,535) 
= 9,535 + j11,535 
= 14,966 /50,42º. 
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Multiplicação (divisão) 


A multiplicação ou a divisão de números complexos pode ser realizada com os números 
escritos em forma retangular ou polar. Contudo, na maioria dos casos, a forma polar é mais con- 
veniente. Como exemplo, vamos determinar o produto n,n, quando n,=8+jl0en,=5—j4. 
Usando a forma retangular, temos 

nin, = (8 + j10)(5 — j4) = 40 — 32 + ;50 + 40 
= 80 +18 
= 82/12,68º. 


Se usarmos a forma polar, o produto n,n, torna-se 


nin, = (12,81 /51,34º)(6,40 /—38,66º) 
= Bots 
= 80 +18. 


A primeira etapa na divisão de dois números complexos em forma retangular é multipli- 
car o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador, o que reduz o denomina- 
dor a um número real, pelo qual dividimos o novo numerador. Como exemplo, vamos deter- 
minar o valor de n//n,,onde n, = 6+j3en,=3 — jl. Temos 


mn 65 te +rDB)O Il) 
dn de = 
18 +]j6+j9 — 3 
= 941 
5 +15 
410 
= 212/4588. 


Em forma polar, a divisão de n, por n, é 


n 671/2657 
mn 316 /-1843º 


=15+j1,5 


=2,12/45º=1,5 +j15. 


B.4 Identidades úteis 


Quando lidamos com números e grandezas complexas, as seguintes identidades são muito 


úteis: 
+j? = + E (B.8) 
EnQ)=A, (B.9) 
Fe (B.10) 
“] 
esit=—1, (B.11) 
eim — + J (B.12) 


Dado quen = a + jb = c/0º, decorre que 


nn*t=2+b=c, (B.13) 
n+n*=2a, (B.14) 


Apêndice B e Números complexos 813 


n—n*=;2b, (B.15) 
n/jn' =1/26º. (B.16) 


B.5 Potências inteiras de um número complexo 


Para elevar um número complexo a uma potência inteira k, é mais fácil expressar o 
número complexo em forma polar. Assim, 


nt = (a + jb)t 
= (cel = ckeito 
= ck(cos k0 + j sen k6). 
Por exemplo, 
(Ze = 25e160º = 32 160º 


=16+j2771 


(3 +j4)* = (Seia = 54ej212,52º 
=— 625e)212,52º 


=—527— j336. 


B.6 Raízes de um número complexo 


A determinação da k-ésima raiz de um número complexo é equivalente à solução da 
equação 


xt — ce? =0, (B.17) 


que é uma equação de k-ésimo grau e, portanto, tem k raízes. 


Para determinar as k raízes, comece observando que 
cel? = cei(b+2m) = celtb+4m) E qas (B.18) 


Decorre das equações B.17 e B.18 que 


x, = (celyUk = clkgjoik, (B.19) 
x, = [cet ke = clUkpio+2m)ik, (B.20) 
x, = [celta uk = clik), (B.21) 


Continuamos o processo esboçado pelas equações B.19, B.20 e B.21 até que as raízes 
comecem a repetir-se. Isso acontecerá quando o múltiplo de 7 for igual a 2k. Por exemplo, 
vamos determinar as quatro raízes de 81e/%”. Temos 


x, = 811/4ei60/4 = 3eils, 
x= 811/4e/(60+360)/4 — 3/105º 
x,= 811/4/(60+720)/4 — 3eil9sº 


x, = 8114gi(60+08014 = 30285", 


ue 81 14pi(60+1.440)14 — 36]375º = 3gj!Sº, 
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Aqui, x, é o mesmo que x, e, portanto, as raízes começaram a repetir-se. Assim, sabemos 
que as quatro raízes de 81e/%” são os valores dados por x,,x,,X, € X,. 

Vale a pena observar que as raízes de um número complexo estão em um círculo no plano 
dos números complexos. O raio do círculo é c!'t. As raízes são uniformemente distribuídas ao 
longo do círculo, sendo que o ângulo entre raízes adjacentes é igual a 27/k radianos, ou 360/k 
graus. As quatro raízes de 81e/% são mostradas na Figura B.4. 


Figura B.4 As quatro raízes de 816/87, 
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Apêndice Tópicos adicionais 


sobre enrolamentos 
magneticamente acoplados 


6.1 Circuitos equivalentes para enrolamentos magneticamente 
acoplados 


Às vezes, é conveniente modelar enrolamentos magneticamente acoplados por meio de 
um circuito equivalente que não envolva acoplamento magnético. Examine os dois enrola- 
mentos magneticamente acoplados mostrados na Figura C.1. As resistências R, e R, represen- 
tam a resistência de cada enrolamento. O objetivo é substituir os enrolamentos magnetica- 
mente acoplados dentro da área sombreada por um conjunto de indutores que não sejam 
magneticamente acoplados. Antes de determinarmos os circuitos equivalentes, é preciso desta- 
car uma importante restrição: a tensão entre os terminais b e d deve ser nula. Em outras pala- 
vras, se for possível colocar os terminais b e d em curto-circuito 
sem perturbar as tensões e correntes no circuito original, os cir- Figura C.1 Circuito usado para obter um circuito 
cuitos equivalentes apresentados a seguir poderão ser usados png pedi 
para modelar os enrolamentos. Essa restrição é imposta porque, 
embora os circuitos equivalentes que desenvolveremos tenham R, 


ambos quatro terminais, dois desses quatro terminais estão em = 
. . a Seca E ) ) / 
curto-circuito. Assim, o mesmo requisito deve valer para os circui- L 7 E a 
elianr id vi 1 pau 
tos originais. 


Começamos a desenvolver os modelos escrevendo as duas e e 

e ê 2 E. b d 
equações que relacionam as tensões terminais v, e v, com as corren- 
tes terminais i, e i,. Para as referências e pontos de polaridade dados, 


Circuito equivalente do tipo T 


Um circuito equivalente para esses dois enrolamentos 


magneticamente acoplados deve possuir um conjunto de Figura €.2 Circuito equivalente em T para os enrolamentos 


indutores que possa ser descrito por um sistema de equações megane pon annS gra, 


equivalente às equações C.1 e C.2. Para isso, consideramos Ra li-M Ly-M c R 
as equações C.1 e €.2 como equações de corrente de malha, asa — 220 DEDO ASS 
is LR NE a . ar Te 5 ar 
com i, e i; como incógnitas. Então, precisamos de uma malha Ei l2 
com uma indutância total de L, He uma segunda malha com E! M E 
uma indutância total de L, H. Além disso, as duas malhas = = 
: in . o o 
devem ter uma indutância comum de M H. O arranjo de b d 


enrolamentos em T da Figura C.2 satisfaz esses requisitos. 
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Devemos verificar que as equações que relacionam v, e v, com i, e i, têm a forma das 
equações C.1 e C.2. Observe a ausência de acoplamento magnético entre os indutores e a ten- 
são nula entre b e d. 


Circuito equivalente do tipo 7 


Podemos obter um circuito equivalente do tipo 7 para os enrolamentos magneticamente 
acoplados da Figura C.1. Nesse caso, as derivadas di,/dt e di,/dt são explicitadas nas equações 
CleC.2,e as expressões resultantes são consideradas um par de equações de tensões de nó. 
Usando o método de Cramer para resolução de equações simultâneas, obtemos as expressões 


para di/dt e dildt: 
vi M 
di, vz Lo L, M 
= = v vz; 
dt LM, Ll—M Co Lh-M?* (C.3) 
M L, 
Lv 
di Mv — É 
2. a ! (C.4) 


= vi + vo. 
de ElseM Lace MO ll M”* 


Para obtermos i, e i,, basta multiplicar ambos os lados das equações C.3 e C.4 por dt e 
integrar em seguida: 


L i M i 
à = (0) + ——E— ! vidr — ————— / v;dT (C.5) 
LL, —MºJo Lil, — Mº Jo 


M Í pm A 
o = (0) — ————————s dr + dr. C.6 
io = (0) TT upar Elas o | bar: (C.6) 


Se considerarmos v, e v, tensões de nó, as equações C.5 e C.6 descrevem um circuito da 
forma mostrada na Figura C.3. 

Resta agora, para derivar o circuito equivalente do tipo 7, determinar L,, Ly e Lc em 
função de L,, L,e M,o que será fácil se escrevermos as equações para i, e i, da Figura C.3 para, 
em seguida, compará-las com as equações C.5 e C.6. Desse modo, 


Figura €.3 Circuito usado para obter o circuito equivalente do tipo 7 para 
dois enrolamentos magneticamente acoplados. 


ae ENE NA ec 
+ do 
vi (0) La Lc (0) 
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1 A dá 
| = (0) + — dr + — — vw)d 
in = N(0) Es vydT a) (v, — vao)dr 


1 1 E a a 
=Jibpd lo pe> dr — — d C7 
(0) (+ =) [1 T = (Do) rá ( ) 
e 
O ds a 
> = (0) + — dr + — — vd 
iz = i(0) vz dr ai (vz — vy)dr 
t t 
(0) + À ar (D+) d (C.8) 
= ESTE = = ED) e ê 
ER Edi POC E Bai 
Então 
Lo M E 
Lg LL, — M?” (C.9) 
10 L-—M Ei 
La Lil —M? RE) 
1 L-M 
, (C11) 


Quando incorporamos as equações C.9-C.11 ao circuito da Figura C.3,0 circuito equiva- 
lente do tipo 7 para os dois enrolamentos magneticamente acoplados da Figura C.1 passa a 
ser o da Figura C.4. 

Observe que os valores iniciais de i, e i, estão explícitos no circuito equivalente tipo 7, 
mas implícitos no circuito equivalente do tipo T. Visto que estamos enfocando aqui o compor- 
tamento em regime permanente senoidal de circuitos que contêm indutância mútua, podemos 
admitir que os valores iniciais de i, e i, são ambos nulos. Desse modo, podemos eliminar as 
fontes de corrente no circuito equivalente do tipo 7, e o circuito da Figura C.4 é simplificado 
para o mostrado na Figura C.5. 

A indutância mútua aparece, nos circuitos equivalentes tipo T e 7, com o próprio sinal 
algébrico. Em outras palavras, se invertermos a polaridade magnética dos enrolamentos aco- 
plados dada na Figura C.1,o sinal algébrico de M será invertido. Uma inversão de polaridade 
magnética significa deslocar o ponto de polaridade sem alterar os sentidos e as polaridades de 
referência das correntes e tensões terminais. 

O Exemplo C.1 ilustra o uso do circuito equivalente do tipo T. 


Figura C.4 Circuito equivalente do tipo 77 para os dois enrolamentos magneticamente Figura C.5 Circuito equivalente do tipo 7 usado para 
acoplados da Figura C.1. análise de regime permanente senoidal. 
Lil;—-M? Lily — M? 
R, a M G R, Mo 
e—AM——s LNNA e—A MA —e 
GEC Ta Llo—-M? SH e 
n “LM. 2 
v (O o ix(O vz 
| 1( ) Lly-M? a( ) 2 
| MEMO a 
e id e e 
b d 


Circuitos elétricos 


EXEMPLO C.1 


a) Use o circuito equivalente do tipo T para os enrolamentos magneticamente acoplados da Figura 
C.6 para determinar as correntes fasoriais I, e L. A frequência da fonte é 400 rad/s. 


b) Repita o item (a), porém deslocando o ponto de polaridade do enrolamento secundário para o ter- 
minal inferior. 


Figura C.6 Circuito equivalente no domínio da frequência para o Exemplo C.1. 


5000 J1000 4 2000 ;1.2000 1000 800 O 


AM NAO AM —O—MAy 
sai - o º + 
K 
(O) 300/0º V Vi [3.600 0 jL.6000V, LL | >= 2.500 O 
. . 
b 


Solução 


a) Para os pontos de polaridade mostrados na Figura C.6, M tem um valor de +3 H no circuito equi- 
valente do tipo T. Portanto, as três indutâncias no circuito equivalente são 


L|—-M=9-3= 6H; Figura C.7 Circuito equivalente do tipo T para 
os enrolamentos magneticamente 
L,—-M=4-3=1H; acoplados do Exemplo C.1. 
M=3H. 6H 1H 
e 2.288: '2.258:8: o 


A Figura C.7 mostra o circuito equivalente do tipo Te a Figura 

C.8 mostra o circuito equivalente no domínio da frequência 3H 
a uma frequência angular de 400 rad/s. 

A Figura C.9 mostra o circuito no domínio da frequência para 
o sistema original. 

Aqui, o acoplamento magnético é substituído pelo circuito 


da Figura C.8. Para determinar as correntes fasoriais I e I Rr canto no dominada mogi 


o . Z do circuito equivalente, para uma 
primeiramente determinamos a tensão de nó na reatância frequência angular de 400 rad/s. 
aaa 1.200 O. Se usarmos o nó inferior como referên- ;2.400 ;400 
cia, a única equação de tensão de nó é em As 

V — 300 vV a V =” 71.200 
700 + 72.500 71.200 900 — 72.100 É 
e e 


Explicitando V, temos 
Figura C.9 Circuito da Figura C.6 com os enrolamentos 


V=136 —j;8 = 13624 /-3,37º V (ef). magneticamente acoplados substituídos por seu circuito 
equivalente do tipo T. 
Então 500 0 1000 2000 ;2.4000  ;4000 100 0 
300 — (136 — ;8) sai Ed 
L = S I E 
700 + j2500 800 03 
300/0º V 71.200 O 
= 63,25 /—71,57º mA (ef) —j2.500 0 >= 
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— 136 -j8 
2900 — ;2.100 


=59,63 /63,43º mA (ef). 


b) Quando o ponto de polaridade é deslocado para o terminal inferior do enrolamento secundário, M 
passa a ter um valor de —3 H no circuito equivalente do tipo T. Antes de continuarmos a solução, 
observamos que inverter o sinal algébrico de M não exerce nenhum efeito sobre I, e desloca L em 
180º. Portanto, podemos antecipar que 


L = 6325 /-71,57º mA (ef) 


L = 59,63 /-116,57º mA (ef). 


Agora, passamos para a determinação das correntes usando o novo circuito equivalente do tipo T. 
Com M =-—3 H, as três indutâncias no circuito equivalente são 


L=-M=4=|-)=12H, 
L;-M=d4-(3)=7H; 
M=-3H. 
A uma frequência operacional de 400 rad/s, o circuito equivalente no domínio da frequência neces- 
sita de dois indutores e um capacitor, como mostra a Figura C.10. 
O circuito resultante no domínio da frequência para o sistema original aparece na Figura C.11. 
Como antes, em primeiro lugar, determinamos a tensão de nó no ramo central que, nesse caso, é 


uma reatância capacitiva de —;1.200 O. Se usarmos o nó inferior como referência, a equação das 
tensões de nó será 


V — 300 vV vV Figura €.10 Circuito equivalente no domínio da 
; ; + : = 0. frequência para M=-3 He w = 
700 + 74.900  —;1.200 900 + ;300 400 rad/s. 


;4.800 0 2.800 0 


Explicitando V, obtemos emo os 


V=-8-—;56=56,57/-98,13º V (ef). 


—;1.200 O 
Então, 1 
e e 


300 —(-8 — ;56) 


1700 + 74.900 Figura C.11 age nr no domínio da frequência para 0 
xemplo C.1(b). 
= 6325 /-71,57º mA (ef) cd 
5000 7/1000 2000 ;4.8000 72.800 O 100 O 
ê AAA, OO ANN INN POA ANA, 
Qui 800 0 
L = 8156, 300/0º V — 1.200 Q 
900 + ;300 —;2.500 0 >= 
= 59,63 /—116,57º mA (ef). : 


G.2 A necessidade do uso de transformadores ideais em 
circuitos equivalentes 


Os indutores nos circuitos equivalentes, dos tipos T ou 7, de enrolamentos magnetica- 
mente acoplados podem ter valores negativos. Por exemplo, se L, = 3 mH, L, = 12 mH e 
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M = 5 mH, o circuito equivalente do tipo T conterá um indutor de —2 mH e o circuito equi- 
valente do tipo 7 conterá um indutor de —5,5 mH. Esses valores negativos de indutância não 
serão problemáticos quando se estiver usando os circuitos equivalentes em cálculos. Contudo, 
quando for preciso montar os circuitos equivalentes a partir de componentes reais de circuito, 
os indutores negativos podem ser incômodos. A razão disso é que, sempre que a frequência da 
fonte senoidal se alterar, será necessário mudar o valor do capacitor usado para simular a rea- 
tância negativa. Por exemplo, a uma frequência de 50 krad/s, um indutor de —2 mH tem uma 
impedância de —/100 OQ. Essa impedância pode ser modelada com um capacitor de 0,2 uF. Se 
a frequência mudar para 25 krad/s, a impedância do indutor de —2 mH mudará para —j50 O. 
Agora, o valor do capacitor será 0,8 uF. É óbvio que, em uma situação na qual a frequência 
seja variada continuamente, a utilização de um capacitor para simular a indutância negativa é 
praticamente inútil. 

Pode-se contornar o problema de lidar com indutâncias negativas introduzindo-se um 
transformador ideal no circuito equivalente. Contudo, isso não resolve completamente o pro- 
blema da modelagem, pois transformadores ideais só podem ser aproximados. Entretanto, em 
algumas situações, basta uma aproximação para justificar uma discussão sobre a utilização de 
um transformador ideal nos circuitos equivalentes do tipo T e do tipo 7 de enrolamentos mag- 
neticamente acoplados. 

Um transformador ideal pode ser usado de dois modos diferentes no circuito equivalente 
tipo T ou tipo 7.A Figura C.12 mostra os dois arranjos para cada tipo de circuito equivalente. 

Para verificar a adequação de qualquer dos circuitos equivalentes da Figura C.12, basta 
conferir se as equações que relacionam v, e v, a di,/dt e di,/dt para qualquer dos circuitos 
são idênticas às equações C.1 e C.2. Aqui, validaremos os circuitos da Figura C.12(a); deixa- 
mos ao leitor a verificação dos circuitos das figuras C.12(b), (c) e (d). Para auxiliar a discus- 
são, desenhamos novamente o circuito da Figura C.12(a) na Figura C.13, adicionando as 
variáveis ip € Vo. 

Desse circuito, temos 


M di Md. . 
ty — [1 E É H a di (is H io) (C.12) 


Figura C.12 Quatro modos de usar um transformador ideal no circuito equivalente tipo T e tipo 7 de enrolamentos magneticamente acoplados. 


L M 
L Eid — 4 5) [Ã] 27 = 
ii a a a 2 a L Ma L, Ma 
e INN. INN e 1 “a —— se e 1 “a e INN. INN. o 
+ A elo + + e| “Jo Lo + 
DO a | v> DI] | Ma DD) 
E j Ideal = = Ideal ” = 
(a) (b) 
; Lil,- Mº . . a(LiLo — M?) 
É Ma e É Mo it 
e NON e 1:a e e 1:a e ENC NENEN e 
+ ep) + +. e + 
, LLyi-Mº 2LL,-M | A " | (LL — MY) aMLL,— M?) " 
Lo— Ma 3a, - Ma L,— Ma &L,— Ma : 
e ” Ideal : pn Ideal A = 


(c) (d) 
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e 
: Figura €.13 Circuito da Figura C.12(a) mostrando as 
L, M dio M d REA 
E, + Ei). C13 variáveis | € Vo. 
! E 1) dt a dt (io + à) ( ) Re 
M t2 M 
O transformador ideal impõe as seguintes restrições a v, € ig; Lj 2 a h 
()) gera es e N,N; “—. 
vo = o; (Ci)  * à mo A e 
a vi M Vo (1h) 
io = aiy. (8a o) E o : 
ê Ideal õ 
Substituindo as equações €.14 e C.15 nas equações C.12 e (a) 
C.13, obtemos 
di Md... 
vi 1 dt H E dt (ai) (C.16) 
e 
(Do) 2 d . M di, 
E FAN) + Ad (C.17) 
Pelas equações C.16 e C.17, 
dij di, 
=L— +M— 18 
vi x dt (C.18) 
e 
E Pa iR O pa C19 
vz dt dt” (C.19) 


As equações €.18 e €.19 são idênticas às equações C.1 e C.2; assim, no que se refere ao 
comportamento terminal, o circuito mostrado na Figura C.13 é equivalente aos enrolamentos 
magneticamente acoplados mostrados dentro do retângulo da Figura C.1. 

Ao mostrarmos que o circuito da Figura C.13 é equivalente aos enrolamentos magneti- 
camente acoplados na Figura C.1, não impusemos nenhuma restrição à relação de espiras, a. 
Assim, um número infinito de circuitos equivalentes é possível. Além do mais, sempre podere- 
mos determinar uma relação de espiras que torne todas as indutâncias positivas. Três valores 
de a são de particular interesse: 


M 
a = Lv (C.20) 
E 
a="8, (C21) 


Ji 
a (C22) 


O valor de a dado pela Equação C.20 elimina as indutâncias L, — M/a e a?L, — aM dos 
circuitos equivalentes do tipo T e as indutâncias (LL, — M3/(a?L, — aM) e a(L,L, — M?)! 
(a2L, —aM) dos circuitos equivalentes do tipo 7. O valor de a dado pela Equação C.21 elimina 
as indutâncias (L,/a?) — (M/a) e L, — aM dos circuitos equivalentes do tipo T e as indutâncias 
(LL,— ML, —aM) e LL, — MIL, — aM) dos circuitos equivalentes do tipo 7. 

Observe também que, quando a = M/L,, os circuitos nas figuras C.12(a) e (c) tornam-se 
idênticos e, quando a = L,/M, os circuitos nas figuras C.12(b) e (d) tornam-se idênticos. As 
figuras C.14 e C.15 resumem essas observações. 
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Figura C.14 Dois circuitos equivalentes quando a = M/L,. Ao calcularmos as expressões para indutâncias dessas 
1 figuras, usamos a relação M = kV LL». Expressando as indu- 
i L, (15 — ) l tâncias em função das autoindutâncias L eL,e do coeficiente 

———+ 


de acoplamento k e usando os valores de a dados pelas equa- 
ções €.20 e €.21 não só reduzimos o número de indutâncias 
do circuito equivalente, como também garantimos que todas 
as indutâncias serão positivas. Cabe ao leitor investigar as con- 
sequências de escolher o valor de a dado pela Equação €.22. 


Os valores de a dados pelas equações C.20-C.22 podem 
ser determinados experimentalmente. A razão M/L, é obtida 
alimentando-se o enrolamento de N, espiras por meio de uma 


fonte de tensão senoidal. Ajustamos uma frequência de fonte 
suficientemente alta, de modo que wL, >> R,, e deixamos o 
enrolamento N, aberto. A Figura C.16 mostra esse arranjo. 


Com o enrolamento N, aberto, 
V,—joMI. (C.23) 


Agora, como jwL, >> R,,a corrente 1, é 


Yi 


L = ; 
à joL; 


(C.24) 


Substituindo a Equação €.24 na Equação C.23, temos 


[º) a (C.25) 
Vi/r=o 


na qual a razão M/L, é a razão entre a tensão de saída e de 
entrada quando o enrolamento 2 está aberto; isto é, L, = 0. 


Obtemos a razão L,/M invertendo o procedimento; isto 


é, energizamos o enrolamento 2 e deixamos o enrolamento 1 
aberto. Então, 


bo [) (C.26) 

M Vi /n,=0 
E Por fim, observamos que o valor de a dado pela Equação 
eae rá C.22 é a média geométrica das razões de tensão das equações 

; . C.25 e C.26. Assim, 
V, jo) jwL, V, 
mo um e (O eji=s E. ten 
- Vi/1,=0N Vi/1,=0 LM L, 


A razão entre tensão de entrada e tensão de saída só será aproximadamente igual à relação 
de espiras se o núcleo comum aos enrolamentos acoplados for ferromagnético. Para núcleos 
não ferromagnéticos, as autoindutâncias variam de acordo com o quadrado do número de 
espiras, e a Equação C.27 mostra que a relação de espiras é aproximadamente igual à média 
geométrica entre as duas razões de tensão, ou 


(== 09.10 e 
Ly MM Vi/,=04Vi Fer 
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O decibel 


Engenheiros eletricistas interessados na perda de potência em circuitos em cascata usa- 


dos para transmitir sinais telefônicos inventaram o decibel. A Figura D.1 ilustra o problema. 


a saída de potência do circuito A, p, é a saída de potência do 
circuito B e p, é a potência de saída do sistema. O ganho de 
potência de cada circuito é a razão entre a potência que sai o o : 


Nessa figura, p; é a potência de entrada do sistema, p, é 


e a potência que entra. Assim, 


— P1 
OA ss 
Di 


oB 


— P2 
P1 


Figura D.1 Três circuitos em cascata. 


Di A Pp B 


044) 


O ganho global de potência do sistema é simplesmente o produto dos ganhos individuais, ou 


Po | P1iP2Po 


Di 


Pi; P1 P2 


= OAOBOC:- 


A multiplicação das razões entre potências é convertida em adição por meio do loga- 


ritmo; isto é, 


der Graham Bell. Assim, calculamos o ganho de potência global de um sistema em bels, 


p 
logio = logica + logos + logywoc- 


i 


O logaritmo da razão entre duas potências foi denominado bel, em homenagem a Alexan- 


mediante a simples soma dos ganhos de potência, também em bels, de cada subsistema com- 


ponente do sistema de transmissão. Na prática, o bel é uma quantidade inconvenientemente 


grande. Um décimo de um bel é uma medida mais útil para ganho de potência; daí o decibel. 


Como o número de decibéis é igual a 10 vezes o número de bels, 


resistência de entrada do circuito é igual à sua resistência de carga, como ilustrado na Figura D.2. 


carga, podemos converter a razão entre potências para uma 
razão entre tensões ou uma razão entre correntes: 


ou 


Quando usamos o decibel como medida das razões entre potências, em algumas situações a 


Número de decibéis = 10 logi E 


i 


Quando a resistência de entrada é igual à resistência de 


2 
Po Vsaída/ Rr — [ Vsaída ? 
a = 
Di vênt/ Rent Vent 
Ey) ' 
Po Isaída RI — [Isaída 
Di EontRent lent 


Figura D.2 Circuito em que a resistência de entrada é 
igual à resistência de carga. 


Isaída 
——+> 
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Tabela D.1 Alguns pares de razões. 


dB 


10 
15 
20 


Essas equações mostram que o número de decibéis torna-se 


Vsaída 


Número de decibéis = 20 log1o 
ent 


= 20 log, E, (D.1) 


Lent 


A definição do decibel usada nos diagramas de Bode (veja o Apêndice E) deve-se aos 
resultados expressos pela Equação D.1, visto que esses resultados aplicam-se a qualquer fun- 
ção de transferência que envolva uma razão entre tensões, uma razão entre correntes, uma 
razão entre tensão e corrente ou uma razão entre corrente e tensão. Lembre-se sempre da defi- 
nição original do decibel porque ela é de fundamental importância em muitas aplicações de 
engenharia. 

Quando se estiver trabalhando com amplitudes de funções de transferência expressas 
em decibéis, será útil ter uma tabela de equivalência entre o valor do decibel e o valor real 
da razão saída/entrada. A Tabela D.1 mostra essas equivalências para alguns valores de deci- 
béis. A razão correspondente a um valor de decibel negativo é a recíproca da razão de valor 
positivo. Por exemplo, -3 dB corresponde a uma razão 
saída/entrada de 1/1,41 ou 0,707. O interessante é que —3 


Razão dB Razão dB corresponde às frequências de meia potência dos cir- 
1,00 30 31,62 cuitos de filtros discutidos nos capítulos 14 e 15. 
1,41 40 100,00 O decibel também é usado como uma unidade de 
2,00 60 103 potência quando expressa a razão entre uma potência 
26 80 101 conhecida e uma potência de referência. Normalmente, a 
5.62 100 105 potência de referência é 1 mW e a unidade de potência é 
10,00 120 106 dBm, que significa “decibéis relativos a um miliwatt” Por 


exemplo, uma potência de 20 mW corresponde a +13 dBm. 

Voltímetros de CA normalmente possuem escala em 

dBm que subentendem não só uma potência de referência de 1 mW, mas também uma resis- 

tência de referência de 600 O (um valor comumente usado em sistemas de telefonia). Visto 

que uma potência de 1 mW em 600 O corresponde a 0,7746 V (ef), essa tensão é lida como O 

dBm no medidor. No caso de medidores analógicos, usualmente há uma diferença de exatos 

10 dB entre faixas adjacentes. Embora as escalas possam estar marcadas como 0,1; 0,3; 1, 3; 

10; e assim por diante, na verdade, 3,16 V na escala de 3 V corresponde a 1 V na escala de 1 V. 

Alguns voltímetros têm uma chave seletora que possibilita a escolha da resistência de 
referência (50, 135, 600 ou 900 9) ou a escolha de dBm ou dBV (decibéis relativos a 1 volt). 
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Diagramas de Bode 


Como vimos, o gráfico de resposta de frequência é uma ferramenta importante para ana- 
lisar o comportamento de um circuito. Entretanto, até este ponto mostramos gráficos qualitati- 
vos da resposta de frequência sem discutir como criar tais diagramas. O método mais eficiente 
para gerar e representar graficamente os dados de amplitude e fase é usar um computador 
digital; podemos confiar que ele fornecerá gráficos numéricos precisos de |H(jw)| e 6(jw) em 
relação a w. Todavia, em algumas situações, usar diagramas de Bode para obter esboços preli- 
minares pode ajudar a garantir uma utilização inteligente do computador. 

Um diagrama de Bode é uma técnica gráfica que dá uma ideia da resposta de frequência 
de um circuito. Esses diagramas devem seu nome ao trabalho pioneiro desenvolvido por H. W. 
Bode! e são muito úteis à análise de circuitos em que os polos e zeros de H(s) estão razoavel- 
mente bem separados. 

Como os gráficos qualitativos de resposta de frequência que vimos até aqui, um diagrama 
de Bode consiste em dois gráficos separados: um mostra como o módulo de H(jw) varia com a 
frequência e o outro mostra como o ângulo de fase de H(jw) varia com a frequência. Em diagra- 
mas de Bode, os gráficos são feitos em papel semi-log para maior precisão na representação de 
uma ampla faixa de valores de frequência. Em ambos os gráficos — de amplitude e de fase —, 
a frequência é representada na escala logarítmica horizontal e a amplitude e o ângulo de fase 
são representados na escala vertical linear. 


E.1 Polos e zeros reais de primeira ordem 


Para simplificar o desenvolvimento de diagramas de Bode, começamos analisando apenas 
casos em que todos os polos e zeros de H(s) são reais e de primeira ordem. Mais adiante apre- 
sentaremos casos com polos e zeros complexos e repetidos. Ter uma expressão determinada 
para H(s) será útil para nossos propósitos. Assim, baseamos a discussão na expressão 


E K(s + z1) 
H(s) = RENO En” (E.1) 
em que 
Pe K(jw + Z1) E.2 
= ga Ea] 


A primeira etapa na construção de diagramas de Bode é escrever a expressão para H(jw) 
em uma forma padrão, que obtemos simplesmente fatorando os polos e zeros: 


Kz(l + jw/21) 
pio + jo/pi). 


HQo) = (E.3) 


1 Veja H.W. Bode, Network Analysis and Feedback Design (Nova York: Van Nostrand, 1945). 
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Em seguida, representamos a quantidade constante Kz,/p, por K, e, ao mesmo tempo, 
expressamos H(jw) na forma polar: 


HQo) = 


Pela Equação E.4, 


KN+jo/al 


KM + jw/z /iby 
lol /90º1 + jo/pil/B1 


Por definição, os ângulos de fase 1, e 8, são 


TES Z (by — 90º — Bi). (E.4) 
, = Koll +jow/z| 

HE ol + jo/pi ea) 

G(w)= 1, —90º— B,. (E.6) 

W=tg lwlz;; (E.7) 

B,=te lw/p,. (E.8) 


Os diagramas de Bode consistem na representação gráfica da Equação E.5 (amplitude) e 
da Equação E.6 (fase) em função de w. 


E.2 Gráficos de linha reta para amplitude 


Para traçar gráficos de amplitude são necessárias multiplicações e divisões de fatores 
associados a polos e zeros de H(s). Transformamos essas operações de multiplicação e divisão 
em operações de adição e subtração expressando a amplitude de H(jw) em termos de um valor 
logarítmico: o decibel (dB).? A amplitude de H(jw) em decibéis é 


Tabela E.1 Amplitudes reais e seus valores em decibéis. 


Aa A 
0 1,00 
3 1,41 
6 2,00 
10 3,16 
15 5,62 
20 10,00 


A 
31,62 
100,00 
10º 
104 
105 
109 


Agp = 20 l0g dH(jo). (E.9) 


Para dar uma ideia da unidade decibel, a Tabela E.1 
mostra conversões de valores reais de várias amplitudes e 
seus valores em decibéis. Expressando a Equação E.5 em 
termos de decibéis, temos 


KjL + jo/zl 


Agp = 201 > —— 
a 9810 wvll + jw/pil 


= 20 log, K, + 20 log101 + jw/z/| 
— 20 10g19w — 201logill + jw/pil. (E.10) 


O gráfico da Equação E.10 poderá ser mais facilmente traçado se representarmos cada 
termo da equação em separado e, então, combinarmos graficamente os gráficos desses termos 
individuais. Esses termos individuais são fáceis de representar graficamente porque podem ser 
aproximados em todos os casos por linhas retas. 

O gráfico de 20 log,, K, é uma linha reta horizontal porque K, não é função da frequên- 
cia. O valor desse termo é positivo para K, > 1, zero para K, = 1 e negativo para K, <1. 


2 Consulte o Apêndice D para mais informações sobre o decibel. 
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Duas linhas retas aproximam o gráfico de 20 log ||l + jw/z,|. Para valores pequenos de w, 
o módulo |1 + jw/z,| é aproximadamente 1 e, por conseguinte, 


20 log ,ol1 + jw/z,| > O quando w > 0. (E.11) 
Para valores grandes de w, o módulo |1 + jw/z,| é aproximadamente w/z, e, por conseguinte, 
20 log, jll + jw/z,|] > 20 log o(w/z,) quando w — oo. (E.12) 


Em uma escala logarítmica de frequência, 20 log, q(w/z,) é uma linha reta com uma incli- 
nação de 20 dB/década (uma década é uma mudança de frequência de 10 para 1). Essa linha 
reta intercepta o eixo O dB em w = z,. Esse valor de w é denominado frequência de corte. 
Assim, com base nas equações E.11 e E.12, duas linhas retas podem aproximar o gráfico de 
amplitude de um zero de primeira ordem, como mostra a Figura E.1. 

O gráfico de —20 log ,qw é uma linha reta com inclinação de —20 dB/década que intercepta 
o eixo 0 dB em w = 1. Duas linhas retas aproximam o gráfico de —20 log || + jw/p |. Nesse caso, 
as duas linhas retas interceptam o eixo O dB em w = p,. Para valores grandes de «, a linha reta 
20 10g,9(w/p,) tem uma inclinação de —20 dB/década. A Figura E.2 mostra a aproximação por 
linha reta dos gráficos de amplitude de um polo de primeira ordem. 


Figura E.1 Aproximação assintótica do gráfico de amplitude de um zero de primeira ordem. 


25 


20 


15 


10 


Agp 


[< Década > 
1 2 3 4 5678910 20 30 40 50 
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Figura E.2 Aproximação assintótica do gráfico de amplitude de um polo de primeira ordem. 


0 logy( FE) is 


1 2 3 4 5678910 20 30 40 50 
q (rad/s) 


Circuitos elétricos 


A Figura E.3 mostra o gráfico da Equação E.10 para K, = V10,z,=0,l radisep,=5 
rad/s. Como cada termo da Equação E.10 está identificado na Figura E.3, pode-se verificar que 
a soma dos termos individuais resulta no gráfico indicado por 20 log ,9|H(jw)). 

O Exemplo E.1 ilustra a construção de um gráfico da amplitude de uma função de trans- 
ferência caracterizada por polos e zeros de primeira ordem. 


Figura E.3 Aproximação assintótica do gráfico de amplitude para a Equação E.10. 
50 7 
. y” 
Ml logio IH(jo) , 420 log o|l +ijz| 
Rd 
Bi 
20 logio IH(jo) 
A 
E logio Ko 
PNR 
PA 
N o) 
30 lot + jj) 
NE a) 
D) 
0,05 0,1 0,5 1,0 5 10 50 100 500 


q (rad/s) 


EXEMPLO E. 1 


Para o circuito na Figura E.4: 

a) Determine a função de transferência, H(s). 

b) Plote a aproximação assintótica do gráfico de amplitude de Bode. 

c) Calcule 20 log q|H(jw)| em w = 50 rad/s e w = 1.000 rad/s. 

d) Represente os valores calculados no item (c) no gráfico aproximado. 

e) Suponha que v(t) = 5 cos (500t + 15º) V e, então, use o diagrama de Bode plotado para prever a 
amplitude de v (t) no regime permanente. 


Solução 


a) Transformando o circuito da Figura E.4 para o domínio da Figura E.4 Circuito para o Exemplo E.1. 
a e, então, usando a regra de divisão de tensão nesse 100mk | 10mF 
domínio, temos POA | ( 


H(s) GiiDa v; (O 10 u, 


“S+RD + o 


Substituindo os valores numéricos de R, Le C, obtemos 


110s = 110s 
s? + 110s + 1.000 (s + 10)(s + 100)' 


H(s) = 
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b) Em primeiro lugar, escrevemos H(jw) na forma padrão: 


0,11 ja 


Flo) = + j(o/io + (0/1009) 


A expressão para a amplitude de H(jw), em decibéis, é 


Aap = 20 logilH (jo) 
= 20 logio 0,11 + 20 logio!jw! 


—20 logy1 + mi —20 1081 


5) 


A Figura E.5 mostra o gráfico correspondente. Cada termo que contribui para a amplitude global 
é identificado. 


c) Temos Figura E.5 Gráficos de amplitude para a função de transferência do circuito da 
Figura E.4, 
0,11(750 
H(js0) = SD 40 
+; + 70,5) 30 1] 
Ed 
= = o 20 
0,9648/—15,25º, E Ro Ea 
20 log ,olH (50)! = 20 l0g190,9648 E al 20 logio [H(jw)) 
Ogio!H (750)L = 20 log10 0,9 o ol LA 
» s -12,5) 
= 0,311 dB; A 10 E 0,311 (niZ, 
DA DE 
0,11(;1.000) Ti Pie= s 
H(;1.000)= : Hs 
EO (1 + j100)(1 + j10) 30 =2010gy0|1 + 99 | TR a 
40 H Tits 
= 0,1094/ 83,72"; -50 —20 logio |1 + Em 
o 4 
as 60 HI 
20 log100,1094 = —19,22 dB. 1 5 10 50 100 500 1.000 
«q (rad/s) 


d) Veja a Figura E.5. 


e) Como podemos ver pelo diagrama de Bode na Figura E.5, o valor de A, em w = 500 rad/s é apro- 
ximadamente -12,5 dB. Portanto, 


A] = 1012520) = 0,24 


Vao IAIV, 


= (0,24)(5) = 1,19 V. 
Podemos calcular o valor exato de |H(jw)| substituindo «w = 500 na equação para |H(jw)|: 


H(;500) = GU o 0,22/>77,54º. 
A+HISOA HIS) 


Assim, a amplitude exata da tensão de saída para uma frequência de 500 rad/s é 


V mo = IAIV = (0,22)(5) = 1,1 V. 


Circuitos elétricos 


E.3 Gráficos de amplitude mais precisos 


Podemos melhorar a precisão dos gráficos para polos e zeros de primeira ordem corri- 
gindo os valores da amplitude na frequência de corte, em metade e no dobro da frequência de 
corte. Na frequência de corte, o valor exato, em decibéis, é 


Agp, = +20 logioll + jlI 
= +20 logioV2 
a 43 dB. (E.13) 


O valor exato na metade da frequência de corte é 


A dB.» — +20 logio 


il 
RE 


c/2 


= +20 logio V 5/4 
= + dB. (E.14) 


No dobro da frequência de corte, o valor exato, em decibéis, é 


A dB, = +20 logioll + 721 
= +20 logo V'5 
+7 dB. (E.15) 


Q 


Nas equações E.13-E.15, sinal positivo aplica-se a um zero de primeira ordem e o sinal nega- 
tivo, a um polo de primeira ordem. A aproximação assintótica do gráfico de amplitude fornece O 
dB na frequência de corte e na metade das frequências de corte e -+6 dB no dobro da frequência 
de corte. Daí, as correções são +3 dB na frequência de corte e +1 dB na metade da frequência de 
corte e também no dobro da frequência de corte. A Figura E.6 ilustra essas correções. 


Figura E.6 Gráficos de amplitude corrigidos para um zero e um polo de primeira ordem. 
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Uma mudança de 2 para 1 na frequência é denominada uma oitava. Uma inclinação de 20 
dB/década é equivalente a 6,02 dB/oitava que, para a finalidade de representação gráfica, equi- 
vale a 6 dB/oitava. Desse modo, as correções enumeradas correspondem a uma oitava abaixo 
e a uma oitava acima da frequência de corte. 

Se os polos e zeros de H(s) forem bem separados, a inserção dessas correções no gráfico 
global de amplitude e a obtenção de uma curva de precisão razoável são relativamente sim- 
ples. Contudo, se os polos e zeros estiverem muito próximos, as correções sobrepostas serão 
difíceis de avaliar e será melhor usar a aproximação assintótica apenas como uma primeira 
estimativa da característica da amplitude. Use, então, um computador para refinar os cálculos 
na faixa de frequência de interesse. 


E.4 Gráficos de ângulo de fase de linha reta 


Podemos construir também gráficos para ângulo de fase usando aproximações assintóti- 
cas. O ângulo de fase associado à constante K, é igual a zero, e o ângulo de fase associado a um 
zero ou polo de primeira ordem na origem é +90º. Para um zero ou polo de primeira ordem 
que não esteja na origem, as aproximações assintóticas são as seguintes: 


e Para frequências menores do que um décimo da frequência de corte, admite-se que o 
ângulo de fase seja igual a zero. 

e Para frequências maiores do que 10 vezes a frequência de corte, admite-se que o ângulo 
de fase seja +90º. 

e Entre um décimo da frequência de corte e 10 vezes a frequência de corte, o gráfico do 
ângulo de fase é uma linha reta que passa por 0º em um décimo da frequência de corte, 

+45º na frequência de corte e +90º em 10 vezes a frequência de corte. 


Em todos esses casos, o sinal positivo aplica-se ao zero de primeira ordem e o sinal negativo, 
ao polo de primeira ordem. A Figura E.7 mostra uma aproximação assintótica para um zero e 
um polo de primeira ordem. As curvas tracejadas indicam a variação exata do ângulo de fase à 
medida que a frequência varia. Observe quão próxima da variação exata encontra-se a aproxima- 
ção assintótica. O desvio máximo entre a aproximação e o valor exato é de aproximadamente 6º. 


Figura E.7 Gráficos de fase para um zero e um polo de primeira ordem. 


90º + 
yr = tg"! (w/z1) 
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Figura E.8 Aproximação assintótica do gráfico de fase para a Equação B.1. 
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A Figura E.8 mostra a aproximação assintótica do ângulo de fase da função de transferên- 
cia dada pela Equação B.1. A equação do ângulo de fase é dada pela Equação B.6;o gráfico foi 
traçado para z,—0,1 rad/se p,=sS rad/s. 

O Exemplo E.2 ilustra a construção de um gráfico de fase usando uma aproximação 
assintótica. 


EXEMPLO E.2 


a) Desenhe um gráfico de fase aproximado para a função de transferência do Exemplo E.1. 
b) Calcule o ângulo de fase 9(w) em w = 50, 500 e 1.000 rad/s. 
c) Represente os valores do item (b) no diagrama do item (a). 


d) Usando os resultados do Exemplo E.1(e) e do item (b) deste exemplo, calcule o valor de regime 
permanente da tensão de saída, se a fonte de tensão for dada por v(t) = 10 cos (500t— 25º) V. 


Solução 
a) Do Exemplo E.1, 


O,11(jo) 
[+ j(w/10)][L + j(w/100)] 


HQ) = 


o 011 Ijol 
MM +j(o/ 10) + j(w/100)] 


Li Br = Bo. 


Assim, 
9(m) = a Rá B, — Bo» 


onde 'y, =90º ,B, =tg !(w/10) e 8, = tg !(w/100). A Figura E.9 representa a aproximação assintó- 
tica de 9(w). 
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b) Temos 
H(j50) = 0,96/—15,25º, 
H(j500) = 0,22/—771,54º, 
H(;1.000) = 0,11/—83,72º. 
Assim, 
6 (150) = —15,25º, 
6 (1500) = —77,54º 
e 


9(71.000) = —83,72º. 
c) Veja a Figura E.9. 


d) Temos Figura E.9 Aproximação assintótica de 6(w) para o Exemplo E.2. 
Vao 1H(1500)|V,,; 90º IT 

= (0,22)(10) 60º 

= 2o, V, 30º 

e 0º 

0 (m) 

o = 0(0) + 6; 30º 

= —17,54º = 25º 60º 
=-—102,54º. 90º 

Assim, 120º 

1 5 10 50 100 500 1.000 
v,(t) = 2,2 cos(500t — 102,54º) V. q (rad/s) 


E.5 Diagramas de Bode: polos e zeros complexos 


Os polos e zeros complexos exigem especial atenção na construção de gráficos de ampli- 
tude e de fase. Vamos analisar a contribuição de um par de polos complexos nos gráficos de 
amplitude e de fase. Entendidas as regras para a manipulação de polos complexos, sua aplica- 
ção a um par de zeros complexos torna-se evidente. 

Os polos e zeros complexos de H(s) sempre aparecem em pares conjugados. A primeira 
etapa na construção de um gráfico de amplitude ou de fase de uma função de transferência 
que contém polos complexos é combinar o par conjugado em um único termo quadrático. 
Assim, para 


K 
(s +a-jBs +a+ jp) 


em primeiro lugar, reescrevemos o produto (s +a — jB)(s + a + jB) como 


H(s) = (E.16) 


Circuitos elétricos 


(s+a)?+p?=s2+2as + a? + p2. (E.17) 
Ao traçar diagramas de Bode, escrevemos o termo quadrático em uma forma mais 
conveniente: 
2 2 2 = a? 2 
s“+2as +a + Bo =s"+2lw,s + q. (E.18) 
Comparando as duas formas, vemos que 


o =a + p” (E.19) 


cw, = a. (E.20) 


O termo w, é a frequência de corte do termo quadrático e é é o coeficiente de amorteci- 
mento do termo quadrático. O valor crítico de é é 1. Se £<1,as raízes do termo quadrático são 
complexas e usamos a Equação E.18 para representar os polos complexos. Se / = 1, fatoramos 
o termo quadrático para (s + p,)(s + p,) e, então, os gráficos de amplitude e de fase de acordo 
com a discussão anterior. Admitindo que é < 1, reescrevemos a Equação E.16 na forma 


K 
Ss? +2w,s + w7 


H(s) = (E.21) 


A seguir, reduzimos a Equação E.21 à forma padrão, dividindo pelos polos e zeros. Para o 
termo quadrático, dividimos por w,. Assim, 


K 1 


FO Aria) +Haio) (Rea 
da qual 
Rim K, 
PU = tand + JOlo/o! (Es) 
em que 


Antes de discutir os diagramas de amplitude e de fase associados à Equação E.23, por 
conveniência substituímos a razão w/w, por uma nova variável, u. Então, 


Ko 


Hiiwm)= > =. E.24 
(0) 1-—-uw + j2lu 
Agora, escrevemos H(jw) na forma polar: 
. K, 
H(jw) = Ea ; (E.25) 
(1—u) +j2lul/ Bi 
da qual 
Amp =20l10g Ho) 
=20 log,,K, — 20 log, q(1 — u?) + j2Cul, (E.26) 
e 
2, 
(a) = —By = —tg 1268 (E.27) 


Apêndice E e Diagramas de Bode 835 


E.6 Gráficos de amplitude 


O fator quadrático contribui para a amplitude de H(jw) por meio do termo —20 log,ol — 
u2 + j2tul. Como u = w/w,, u — 0 quando w — 0 e u > oo quando w — oo. Para verificar como 
o termo se comporta quando a faixa de w é de O a oo, observamos que 


—20 logyl(l — 12) + j2tid = 201080 V( — 0 + 424 


= —10 logy[u + 2u(202 — 1) + 1), (E.28) 
quando u > 0, 
—10 log qu! + 2u2(2(2 = 1) +1]>0, (E.29) 
e quando u > oo, 
—10 log ,o[u! + 2u2(24? — 1) +1] > — 40 log, u. (E.30) 


Das equações E.29 e E.30, concluímos que o gráfico aproximado da amplitude consiste de 
duas retas. Para q <w,, a reta coincide com o eixo de O dB e para w > w, a outra reta tem uma 
inclinação de —40 dB/década. Essas duas retas encontram-se em u = 1, que corresponde a w = 
w,. À Figura E.10 mostra a aproximação por linha reta para um fator quadrático com é < 1. 


Figura E.10 Gráfico de amplitude para um par de polos complexos. 


20 


10 


20 
dB/décadal 
—30 a a a 
40 
50 
WU, 100, 
q (rad/s) 


E.7 Correção de gráficos de linha reta para amplitude 


Corrigir o gráfico de linha reta para amplitude de um par de polos complexos não é tão 
simples quanto no caso de polos reais de primeira ordem, pois as correções dependem do coe- 
ficiente de amortecimento é. A Figura E.11 mostra o efeito de é sobre o gráfico de amplitude. 
Observe que, à medida que é se torna bem pequeno, ocorre um grande pico de amplitude na 
vizinhança da frequência de corte w (u = 1). Quando £ = 1/N2, o gráfico de amplitude corri- 
gido encontra-se inteiramente abaixo da aproximação de linha reta. Para fins de representação 
gráfica, o gráfico de linha reta para amplitude pode ser corrigido localizando-se quatro pontos 
na curva exata. Esses quatro pontos correspondem (1) à metade da frequência de corte, (2) à 
frequência na qual a amplitude é máxima, (3) à frequência de corte e (4) à frequência na qual 
a amplitude é nula. A Figura E.12 mostra esses quatro pontos. 


Circuitos elétricos 


Figura E.11 O efeito de £ sobre o gráfico de amplitude. 
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Figura E.12 Quatro pontos no gráfico de amplitude corrigido para um par de polos complexos. 


q (rad/s) 


Apêndice E e Diagramas de Bode 837 


Na metade da frequência de corte (ponto 1), a amplitude exata é 
Asp(00,/2) =—10 log, (L2 + 0,5625). (E.31) 
A amplitude atinge o máximo (ponto 2) na frequência de 
o, = mV1I=22, (E.32) 
cujo valor é 
Agplo,) =—10 log [4021 — 42). (E.33) 
Na frequência de corte (ponto 3), a amplitude exata é 
A gto,)==20 082, q20. (E.34) 


O gráfico de amplitude corrigido cruza o eixo O dB (ponto 4) em 
wo = 0; VAL — 22) = V2w,. (E.35) 


As equações E.31, E.34 e E.35 decorrem da Equação E.28. Calculando a Equação E.28 
parau=0,5eu= 1,0, obtemos as equações E.31 e E.34, respectivamente. Para obter a Equa- 
ção E.35, basta determinar o valor de u para que u* + 2u2(20? — 1) + 1 = 1. Para obter a 
Equação E.32, basta derivar a Equação E.28 em relação a u e, então, determinar o valor de u 
para o qual a derivada é nula. Para obter a Equação E.33, determina-se o valor da Equação 
E.28 quando u assume o valor determinado na Equação E.32. 


O Exemplo E.3 ilustra a construção dos gráficos de amplitude para uma função de trans- 
ferência com um par de polos complexos. 


EXEMPLO E.3 


Calcule a função de transferência para o circuito da Figura E.13. 

a) Qual é o valor da frequência de corte em radianos por segundo? 

b) Qual é o valor de K,? 

c) Qual é o valor do coeficiente de amortecimento? 

d) Faça o diagrama de Bode aproximado para a amplitude para a faixa de 10 a 500 rad/s. 


e) Calcule e plote os valores exatos da amplitude, em decibéis, para w,/2, w p DP, € O, Use esses pontos 
e trace um gráfico mais preciso. 


f) Pelo gráfico de linha reta para amplitude, descreva o tipo de filtro representado pelo circuito na 
Figura E.13 e estime sua frequência de corte, ,.. 


Solução 
Transforme o circuito da Figura E.13 para o domínio da fre- Figura E.13 Circuito para o Exemplo E.3. 
quência e, então, use a regra da divisão de tensão nesse domínio s0mE 10 


para obter NEN AM 


+ 


Tr v; (O) 8 mF > vo 
H(s) = — E 


L 
2 R sto = 
2 + (Es + e 


Circuitos elétricos 


Substituindo os valores dos componentes, 


2.500 
s? + 20s + 2.500. 


H(s) = 


a) Pela expressão para H(s), wi = 2.500; assim, w, = 50 rad/s. 
b) Por definição, K, é 2.500/w2, ou 1. 


c) O coeficiente de s é 2éw,: portanto, 


d) Veja a Figura E.14. 


e) As amplitudes exatas são 
Aggl(w,/2) = —10 10g10(0,6025) = 2,2 dB, 
wp = 50V0,92 = 47,96 rad/s, 
Ags(w,) = —10 log10(0,16)(0,96) = 8,14 dB, 
Ags(w,) = —20 10g10(0,4) = 7,96 dB, 
w, = V2w, = 67,82 rad/s, 


Agp(w,) = 0 dB. 


A Figura E.14 mostra o gráfico corrigido. 

f) Pelo gráfico de amplitude da Figura E.14, fica claro que esse circuito age como um filtro passa-bai- 
xas. Na frequência de corte, o módulo da função de transferência, |H(jw )|, está 3 dB abaixo do valor 
máximo. Do gráfico corrigido, tem-se que a frequência de corte é aproximadamente 55 rad/s, quase 
a mesma prevista pelo diagrama de Bode aproximado. 


Figura E.14 O gráfico de amplitude para o Exemplo E.3. 
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E.8 Gráficos de fase 


O gráfico de fase para um par de polos complexos é a representação gráfica da Equação 
E.27 O ângulo de fase é igual a zero na frequência zero e é —90º na frequência de corte. Apro- 
xima-se de —180º quando w(u) cresce. Como no caso do gráfico de amplitude, é é um fator 
determinante para a forma exata do gráfico de fase. Para valores pequenos de é, o ângulo de 
fase muda rapidamente na vizinhança da frequência de corte. A Figura E.15 mostra o efeito 
de é sobre o gráfico de fase. 

Também podemos fazer uma aproximação assintótica do gráfico de fase para um par de 
polos complexos. Para tal, traçamos uma reta tangente à curva do ângulo de fase na frequência 
de corte e estendemos essa reta até que ela intercepte as retas 0º e —180º. A reta tangente à curva 
do ângulo de fase em —90º tem uma inclinação de —2,3/Z rad/década (—132/é graus/década) e 
intercepta as retas de 0º e —180º em u, = 4,81 e u,=4,81º, respectivamente. A Figura E.16 mos- 
tra a aproximação assintótica para é = 0,3 e o gráfico de fase exato. Comparando a aproximação 
assintótica com a curva exata, percebemos que a aproximação é razoável na vizinhança da fre- 
quência de corte. Contudo, na vizinhança de u, e u, o erro é bastante grande. O Exemplo E.4 
ilustra a construção de diagramas de Bode no caso de um par de polos complexos. 


Figura E.15 Ffeito de é sobre o gráfico de fase. Figura E.16 Aproximação assintótica do ângulo de fase para um 
par de polos complexos. 
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EXEMPLO E.4 


a) Calcule a função de transferência para o circuito da Figura E.17, 
b) Faça um gráfico assintótico para a amplitude de 20 log, qH(jw)]. 


c) Use o gráfico de amplitude assintótica para determinar o tipo de filtro representado por esse cir- 
cuito e, então, estime sua frequência de corte. 


Circuitos elétricos 


d) Qual é a frequência de corte exata? 
Figura E.17 Circuito para o Exemplo E.4. 


250 mH 
f) Qualé o valor de 9(w) na frequência de corte obtida no item (c)? de 


e) Faça um gráfico de fase assintótico de H(jw). 


g) Qual é o valor exato de 9(w) na frequência de corte? 


19% 
Solução v; (O v, 


a) Transforme o circuito da Figura E.17 para o domínio da frequên- 
cia e, então, aplique a regra da divisão de tensão nesse domínio = 


para obter 


Substituindo os valores dos componentes apresentados no circuito, temos 


4(s + 25) 
H(s) == : 
sé + 45 + 100 
b) A primeira etapa da construção de diagramas de Bode é escrever H(jw) na forma padrão. Como 
H(s) contém um fator quadrático, primeiramente verificamos o valor de é. Vemos que (=0,2e w, 
= 10, logo 
s/25 +1 
1 + (s/10)º + 0,4(s/10) 
da qual 
1 + jw/25] 
H(jo) = jw/251/1yy 


1 — (0/10)? + j0,4(w/10)l/B1 
Observe que, para o fator quadrático, u = w/10, a amplitude de H(jw), em decibéis, é 


Agp = 20 logioll + jw/25] 


5) end] 


(mw) E y o By 


a 20 boa] 


e o ângulo de fase é 


onde 


by = tg (0/25), 
4 040/10) 


TT coos 
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A Figura E.18 mostra o gráfico de amplitude. 


Figura E.18 Gráfico de amplitude para o Exemplo E.4. 
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c) Pelo gráfico de amplitude assintótico da Figura E.18, o circuito age como um filtro passa-baixas. Na 
frequência de corte, a amplitude de H(jw) é 3 dB menor do que a amplitude máxima. Pelo gráfico, 
prevemos que a frequência de corte seja, aproximadamente, 13 rad/s. 


d) Para calcular a frequência de corte exata, substitua s por jw em H(s), calcule a expressão |H(jw))|, 
faça |H(jw )| = (1/2) H «= 1/NV'2 e determine o valor de w . Temos 


4(jw) + 100 
(jo) + 4(jw) + 100) 


HQo) = 


Assim, 


V(4w)) + 100? 1 
NV(100 — 02? + (40). NV 


H(jw)l = 


Calculando w da expressão acima, 
w.= 16 rad/s. 


e) A Figura E.19 mostra o gráfico de fase. Observe que o segmento de 9(w) entre 1,0 e 2,5 rad/s não 
tem a mesma inclinação que o segmento entre 2,5 e 100 rad/s. 


f) Pelo gráfico de fase da Figura E.19, estimamos que o ângulo de fase na frequência de corte (16 
rad/s) seja —65º. 
g) Podemos calcular o ângulo de fase exato na frequência de corte fazendo s = 16 na função de trans- 
ferência H(s): 
4(/16 + 25) 
(116)? + 4(;16) + 100: 


H(j16) = 


841 


Circuitos elétricos 


Calculando o ângulo de fase, vemos que 


Observe o grande erro no ângulo previsto. De modo geral, gráficos de fase assintóticos não forne- 
cem resultados satisfatórios na faixa de frequência em que o ângulo de fase varia. O gráfico de fase 
assintótico é útil somente para prever o comportamento geral do ângulo de fase e não para estimar 


9(c»,) = 0(/16) =—125,0º. 


os valores exatos do ângulo de fase em frequências determinadas. 


Figura E.19 Gráfico de fase para o Exemplo E.4. 
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IO 


(98) 
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tn 
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+ 


Oo 


No 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


[94 
. sena + sen8 = 2 sen 


. cosa — cosB = —2 sen( 


Tabela resumida de 


identidades trigonométricas 


. sen(a + 8) = senacosB + cosasenB 


. cos(a + B) = cosacosB  senasen/ 


a-p 


2 


2 


a+B 
. cosa + cosB = 2 cos 


[04 


1-— tg? 


+B 
2 


Je 


a— 


. 2 sena senB = cos(a — B) — cos(a + B) 


. 2 cosa cosB = cos(a — B) + cos(a + B) 
. 2sena cosB = sen(a + 8) + sen(a — B) 
senZ2a = 2 sena cosa 
cosa = 2 costa — 1 =1 —2sen?a 
1 1 
cosa = 2 + 2 cos2a 
4 E 
sen?a = 5 — 2 cosZa 
tga + tgB 
Ad E 
1FtgatgB 
2t 
tg2a = do 
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19 


e 
E 
E 
É 
e 
fe 
e 


Ke da = er? 


Tabela resumida de integrais 


e“ dx = Sar — 1) 


— 20x + 2) 


1 x 
xsenax dx = a S CAE — — cosax 
a 


1 
x cosax dx = — > COsax + — senax 
a? a 


e 


*senhx dx = 


e” cosbx dx = 


e 
q + 

ax 
2 +b 


gl 


X+a : 


a 


E (a senbx — b cosbx) 


> (a cosbx + b senbx) 


8 / dia 
Jw+ra 2 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Pest Fina, Sesi Cós Dt 


a 


—+ Ss 


s 


8 


X 


2 


jar x + tg) 
2? ix? + a a a 


sen(a — b)x 


sen(a + b)x 


bx dx = Pa 
enax senbx dx 2a —b) 2a +) a 
- sen(a— b)x | sen(a + b)x E 
cosax cosbx dx a *b 
Ma — b) Ma + b) 
— b + b 
senax cosbx dx = posta DR fe e q pb 
Ma — b) 2a + b) 
2 x | senZax 
d > — — 
sen“ax dx 2 E 
costax dx = E + sensia 
2 4a 
ad 60; 
ER =40a=0; 
di 46 0 
senax 2a > 0; 
x “e 0: 80 
ê > 
senax dx = — senax ; cosax 
a a 
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2, Dado 
17. Je cosax dx = É cosax + CEL senax 
a a 
ex 2b2 
18. fe sen?bx dx = —> ra | (a senbx — 2b cosbx) senbx + — 
a + 4b a 


ax 2b? 
19. / e“ cos” bx dx = ss (a cosbx + 2b senbx) cosbx + — 
a + 4b a 


Apêndice 
—e, 


é 1 


Valores padrão mais 
comuns de componentes 


Resistores (5% tolerância) [0] 


10 100 
120 
15 150 
180 
22 220 
270 
33 330 
390 
47 470 
560 
68 680 


1,0k 
1,2k 
1,5k 
1,8k 
2,2k 
2,1k 
3,3k 
3,9k 
4,7k 
5,6K 
6,8K 


10k 
12k 
15k 
18k 
22k 
27k 
33k 
39k 
47k 
56K 
68K 


100k 
120k 
150k 
180k 
220k 
270k 
330k 
390k 
470k 
560K 
680K 


1,0M 


1,5M 


22M 


3,3M 


4,/M 


6,8M 


Capacitores 


10 pF 
100 pF 
0,001 gF 
0,01 uF 
0,1 gF 
1uF 
10 vF 
100 pF 


22 pF 


220 pF 
0,0022 uF 


0,022 wu 


F 


0,22 uF 
22 uF 


22 uF 


220 uF 


47 pF 
470 pF 
0,0047 uF 
0,047 uF 
0,47 uF 
47 uF 
47 uF 
470 uF 


Valor da corrente 


Valor 
10 uH 
100 pH 
ImH 
10mH 


3A 


0,91 A 
0,15 A 
0,04 A 


5 


Respostas dos problemas selecionados 


Capítulo 1 


11 
15 
112 


119 


1.34 


104,4 gigawatt-horas 

0,10 mm 

(a) 400 W; potência está sendo fornecida pela 
caixa 

(b) entrando 

(c) ganhando 

(a) 9375 mW 

(b) 1,875 mJ 

(a) 223,80 W 

(b) 4J 

> Pas > Pap = 2280 W 


Capítulo 2 


2.6 


2.12 


2.15 


2.19 


2.29 


2:93 
2.42 


(a) 20 V 

(b) 8 W (absorvido) 

(a) -16mA 

(b) 640 mW 

(c) 16mA;640 mW 

100 O resistor 

(a) 1,2 4,03 A 

(b) 120 V 

(c) > Pa = > Pabs = 180 W 
(a) 20 A em paralelo com 5 O 
(b) 320 W 

15 V,1,4167 W 


1.800 W, que é metade da potência para o circuito 
na Figura 2.41. 


Capítulo 3 


3.2 


(a) 576 W, 288 W, 192 W, 384 W 
(b) 1.440 W 


(c) > 5Paei = > Pabs = 1.440 W 


3.5 


3.51 


3.60 


3.62 
3:13 


(a) 12 k9,900 9,30 0,120 O 
(b) 27 mW,810 mW, 270 W, 108 mW 
(a) 66 V 

(b) 1,88 W, 1,32 W 

(c) 17,672 9, 12.408 O 
(a) 1.200 9,300 O 
(b)1W 

(a) 150 mA 

(b) 5,4V 

(c)3,6V 

(d)1V 

75 A 

(a) 49.980 O 

(b) 4.980 O 

(c) 230 O 

(d) 5 O 

(a) 1.500 O 

(b) 288 mA 

(c) 750 0,276,48 mW 
(d) 1.000 0,92,16 mW 
(a) 80 O 

(b) 279W 
24A,72,576W 

(a) 0,2,0,75 

(b) 384, 200 


Capítulo 4 


4.2 


4.5 


(a) 9 

(b) 4 

(c) 4 

(d) Malha inferior mais à esquerda não pode 
ser usada; duas malhas compartilhando 
fonte dependente devem se combinar 


(a) 2 
(b) 5 
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4.11 


4.13 
4.18 
4.22 


4.26 


4.32 


4.40 


4.43 


4.49 
4.54 


4.62 


4.68 
4.72 


4.79 
4.88 
4.93 


(0) 7 
(d) 1,4,7 


(a) -6,8 4,27 4,95 A,25 A,-12A 
(b) 3.840 W 

120 V,96V 

750 W 

(a) 375 V,75 W 

(b) -375 V,75 W 

(c) Parte (b), menos equações 
-20V 

(a) 0,1 4,03 4,02 A 

(b) 0,38 4,0,02 4, -0,36 A 

2.700 W 

(a) 2 mA 

(b) 304 mW 

(c) 0,9 mW 

525 W 

(a) Método da corrente de malha 
(b) 4mW 

(c) Não 

(d) 200 mW 

(a) —0,85 A 

(b) —0,85 A 

1maA para baixo em paralelo com 3,75 kOQ 
(a) 51,3 V 

(b) 5% 

150 2 

25 0€e22,5 O 

(a) 50 V 

(b) 250 W 


4.105 39,583 V,102,5 V 


Capítulo 5 


5.5 
511 


5.13 
5.20 


-—1mAÃA 

(a)0<o < 0,40 

(b) 556,25 uA 
0<R,<60k0 

(a) 10,54 V 

(b) 4,55V su, s455V 


(c) 181,76 KO 
527 (a)-151V 

(b) 34,3 KO 

(c) 250 kQ 


5.30 (a) 16V 


(b)-42V<v,<38V 
5.34 299 0<R,<3.006 0 


5.44 (a)-19,9844 

(b) 736,1 uV 

(c) 5.003,68 OQ 

(d) -20,0, 5.000 O 
549 (a)2k0 

(b) 12 mO 


Capítulo 6 


62 (a)i=0 
i=4tA 
i=02-4tA 
i=0 

(b) v=0 
v=2V 
v=-2V 
v=0 
p=0 
p=8W 
p=8t-04W 
p=0 
w=0 
w=42] 
w=42-0,4t 

+ 10x 103] 
w=0 


t<0 
0O<t<25ms 
25<t<50ms 
50 ms <t 
t<0 
O<t<25ms 
25<t<50ms 
50 ms < £ 
t<0 
0O<t<25ms 
25<t<50ms 
50ms <t 
t<0 
0O<t<25ms 


25<t<50ms 


50ms<t 
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(A) 


(b) 0202 +10i2=5e 1! e 
dig 
dt 
(c) -53,125€10t 4 6,256 5% V, t>0 
(d) -46,875 V 
6.46 (a)50mH,2,4 
(b) 0,2 x 10º Wb/A, 0,2 x 10% Wb/A 


05 = 5e Mi 


0 | | | Ms) 650 0,8nWb/A,12nWb/A 
0 50 100 150 200 250 
6.53 (a) (21,43); (3,2,2,5); (2,1,2,5); (3,2,4,3). 
6.16 (b) Tela ampliada 
; ( A) (c) Tela reduzida 
] Capítulo 7 
24) o 8 (a) 0,5 A 
y (b) 2 ms 
ii (c) 0,5e 500% A, + > 0;-80e-500 V, + > 0+; 35e-500: 
“61 V,t>0* 
-84 (d) 35,6% 
621 (a)-50x 104 +15V 19 (a)04,100mA,0V 
(b) 105 V (b) 400 mA, 100 mA,-20V 
(c) 1,6 x 10%- 12 V (c) 500 mA, 0 4,0 V 
—4.000i 
(d) 52V (aja le A 
(e) (e) 0,5 — 0,1649000 A 


(£) -20e-4900xy 
719 (a)-100 590 A 1>0 


(b) 80 mJ 
(c) 1,4987 
723 (a) 80035! V, > 
0 10 20 30 40 50 (b) 1,603 ma, 1>0* 
6.27 5nF com queda de tensão inicial de +15 V; 729 (a)8kO 
10 uF com queda de tensão inicial de +25 V. (b) 0,25 uF 
6.31 (a) 200 !V, t>0 (c)2 ms 
(b) 16025 + 21 V, 120 (d) 648 uJ 
(c)-4e 2! -21 V, 120 (e) 1.139 us 
(d) 320 uJ 736 (a)-0,8 + 2,40 400 A, t>0; 
(e) 2.525 uJ 41,6 + 19,2e400Yy, t>0. 
(É) 2.205 uJ (b) —48 V, 60,8 V 
(g) 2.525 — 320 = 2.205 747 1733ms 
6.39 (a) 0202 +10; = -0sGe 153  (a)90V 


(b) -60V 


850 
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760 
7168 


772 
780 


7188 


194 


(c) 1.000 us 

(d) 916,3 us 

3,67 ms 

(a) 40 — 40030 ma, t>0 

(bj 102 t>0+t 

(c) 16 — 160000 ma, 120 

(d) 24 - 2405000 mA, t>0 

(e) Sim. 

-5,013V 

—SV, O<t<5s; 
Se OM SDY, SS<t<oo 
83,09 ms 


e | Ch ud 


(b) A saída é a integral da diferença entre v, e 
v,, multiplicada por um fator de escala de 
1/RC 

(c) 120 ms 


7105 73 batimentos por minuto 


Capítulo 8 


8.4 


8.7 


(a) 10.000 rad/s, 40.000 rad/s 

(b) Superamortecida 

(c) 3.125 O 

(d) —16.000 + [12.000 rad/s 
—16.000 — [12.000 rad/s 

(e) 2.500 O 

(a) 1,25 H, 125 v.F,-200 V/s,5 V 

(b) (2.000t- 75)e 8 mA, 1>0* 


100e-*º0'cos300% — 

800e-*00sen300% V, t>0 

-300€ 25% + 4001900, +>0 
1 


2+ qe tb = a 1.600 A t> 0 


8k0,2H,75MA,0 
20 — 10.000te 0% — 20500! V, 
(a) 25e30:000! sen 40.000t V 
(b) 23,18 us 
(c) 9.98 V 
(d) 100,73e 4990 sen 49.638,71 V, 29,22 us, 83,92 V 
(a)0<t<0,5s: 

V,, =—1,6tV, v, = 102V 


t20 


8.67 


UFS Sist 
v,,=0,8-1,2V,v,=-58+15t-3,75V 
(b)3,5s 
(a) 6,33 pF 


(b) 5,03 sen 47 x 10%V, 1>0 


Capítulo 9 


9.3 


9.7 
911 


9.17 


9.29 
9.35 
9.42 
9.48 
9.54 
9.58 
9.64 
9.77 


9.84 


9.88 


(a) 25 V 

(b) 200 Hz 

(c) 1.256,64 rad/s 
(d) 1,0472 rad 

(e) 60º 

(£) 5 ms 

(g) 416,67 us 

(h) 25 cos 400mt V 
(1) 2,92 ms 

Vm 


2 
(a) 28,38 cos(200t + 170,56º) 
(b) 141,33 cos(50t — 94,16º) 
(c) 16,7 cos(5.000t + 170,52º) 
(d) 0 
(a) 160 + ;120 mS 
(b) 160 mS 
(c) 120 mS 
(d) 10 A 
-120 cos 8.000t V 
500 rad/s 
2/3 OQ 


6 +j4A em paralelo com 20 + 220 O 
188,43/- 42,88 V 
80/90 V 

25 sen 5.000 V 

(a) 0,3536 

(b)2 A 

(a) 247 + 725 V 

(b) 32 0,241 +;8V 
(c) 26,90 O 

(a) 0 A 

(b) 0,436/0' A 

(c) Sim 


Capítulo 10 


10.1 (a) 129,41 W(absorvendo), 
482,96 VAR(absorvendo) 


(b) —11,65 W(fornecendo), 
43,47 VAR(absorvendo) 


(c) 63,39 W(fornecendo), 
—-135,95 VAR (fornecendo) 


(d) 25712 W(absorvendo), 
-306,42 VAR(fornecendo) 
10.2 (a) Não 
(b) Sim 
10.7 5SmW 
10.15 (a) 15,81 V (ef) 
(b) 62,5 W 
10.20 (a) -6,4 W,-4,8 VAR,8 VA 
(b) » Pabsorvendo = 6,4 W = 537 Prornecendo 
(c) 3 Oabsorvendo = 4,8 VAR = 5 Ofornecendo 
10.30 (a) 0,96 (atrasado), 0,28; 0,8 (adiantado), —0,6; 
0,6 (adiantado), 0,8. 
(b) 0,74 (adiantado), 0,67. 
10.41 (a) 2.000 — ;2.000 O 
(b) 3,125 mW 
(c) R=18k9e C=47nF resultam em 3,03 mW 
10.48 (a) 360 mW 
(b) 4.000 0,0,1 uF 
(c) 443,1 mW 
(d) 450 mW 
(e) 4.000 O, 66,67 nF 
(£) Sim 
10.56 (a) -21/0' V(etf) 
(b) 63 W 
(c) 9,72% 
10.62 (a) 125 
(b) 26,28125 W 


10.67 (a) 15,63kWh 
(b) 11,72 kWh 
(c) 9,16 kWh 
(d) 6.64 kWh 
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Capítulo 11 


11.15 
11.16 
1125 
11.27 


11.35 
11.45 


11.54 


(a) abc 

(b) acb 

(a) 15,24 A(ef) 

(b) 6.583,94 V (ef) 

(a) 5/- 36,87 A(ef), 5/83,13 A(ef), 
5/- 156,87 A(ef) 

(b) 216,51/- 30' V(ef), 216,51/90' V(ef), 
216,51/- 150 V(ef) 


(c) 122,23/- 1,36 V(et), 122,23/118,64º 
V(ef), 122,23/- 121,36 V(ef) 


(d) 211,72/- 31,36 V(ef), 211,72/88,64] 
V(ef), 211,72/- 151,36 V(ef) 


21,64/121,34' A(ef) 
159,5/29,34º V(ef) 
6.120/36,61 VA 
(a) 1.833,46/22 VA 
(b) 519,62 V(ef) 
6.990,62 V (ef) 


(a) prova 

(b)2.592 VAR, -2.592 VAR, 3.741,23 VAR, 
—4.172,80 VAR 

(a) 16,71 uF 

(b) 50,14 uF 


Capítulo 12 


12.3 


12.10 2 
9 
12.20 (a) 


222 ta) 


(a) -3(t + S)u(t + 5) + 30u(t) + 3 (t—- S)u(t— 5) 
(b) 5(t + Du(t + 4) — 10(t + Du(t + 2) + 
10(t- Du(t— 2) — 5(t— Su(t— 4) 


Ea 
(s+ a? 
[49] 


(b) 
(c) 


PR 
wcos0 + s senô 
RR 
1 
(d) 37 
senh 0 + s[cosh0] 
(e) (s2- 1) 


So 


s2+ q? 


Circuitos elétricos 


2uê 
(c) 2 
(d) Verificado. 
10052 
(s2 + 165 + 100)(s2 + 400) 
12.40 (a) [100 — 4€8Ju(t) 
(b) [15 — 6€3' + 11e7Ju(t) 
12.41 (a) [20e7' sen 147u(t) 
(b) [5 + 72e5 cos(8t — 146,31) ]u(t) 
(c) [10€*' + 5,66€ 7! cos(4t + 45) ]u(t) 
(d) [9,25e* cos(3t — 40,05º) + 
Ve cos(2t + 168,93º)]u(t) 
12.43 (b) [10te” cos(t — 90º) + 10e7 cos(t — 90) u(t) 
(e) 259(1) + [8 + 12e ut) 
12.50 (a) 6,0 
(b) 20,15 
(c) 15,0 
(d) 2,9 
12.55 0,947 


12.26 


Capítulo 13 


[s? + 32.000s + 4 x 108] 
s 


13.4 (a) 


(b) Zeros em 16.000 + ;12.000 rad/s, —16.000 
— 112.000 rad/s; Polo em 0. 


16x 10ºs 
13.5 
(0) 757% 10% +64 x 100 
(b) Zero em z,=0; 
Polos em —400 krad/s, 1.600 krad/s. 


13.11 (a) 


0,58 


150 
(b) (s + 40)(s + 160) 
(e) (1,250 =1,2501ult) A 


13.14 (a) 


=p: 1, 
[ , 
R$ “T vc( | )sLé SE vo 


onde R=1k0,C = 6,25 nF 
y=-240V,L=16mH,p=-9,24A 
— 240(s + 160.000) 
s2 + 160.000s + 1010 
(e) 0,24(s + 97.500) 
(s2 + 160.000s + 10103 


(d) [400882900 c9s(60.000t + 126,87) ]u(t) V 
(e) [0,5e 80900 cos(60.000t — 16,26) Ju(t) A 
13.19 (a) [1-1e 2% cos 2507Ju(t) A 
(b) 141,42€250 cos(250t — 45)u(t) V 
(c) Sim 
13.25 (a) [35 +5,73€* cos(Tt + 16791)u(t) V 
(b) Sim 
13.35 63,25€150 cos(50t + 71,57º)u(t) mA 
13.37 (a) (0,564! + 0,515009u(1) A 
(b) (0,500 = 0,50 Mu(t) A 
32 x 104(s + 320) 
s(s + 400)(s + 600) 
(b) [426,67 + 3200-490 — 746,67 Ju(t) V 


25 
s+25 


(b) 


13.43 (a) 


13.52 (a) 


; nenhum zero, polo em — 25 rad/s 


by" E 
(b) 5525 ; zero em 0, polo em — 25 rad/s 
(c) 


Ss 
“72000 * 20 em 0, polo em — 2.000rad/s 
2.000 


SESOdO O nenhum zero, polo em 


— 2.000 rad/s 
0,25 
(e) — mm 

s + 3.200 
13.60 (1 -e)e!V 
s(s + 30.000) 

+ 5.000)(s + 8.000) 

(b) (Se 5000 — 4,4 8000 y(1) V 

(c) 4,42 cos(10.000% — 6,34º) V 
13.78 4,4 cos(20t — 33,57) V 


; zero em 0, polo em — 3.200 rad/s 


13.77 (a) E 


13.88 (a) 0,8 A 
(b) 0,6 A 
(0)02 A 
(d) -0,6 A 
(e) 0,60 2 10ºtu(t) A 
(1) - 0,60 210" u(r) A 
(g) [- 1,6 x 1039(1)]- [7.200 10ºtu(t)] V 


13.92 (a) 0 A, 25N2 A 
(d) 1.4407 (122,92 N2s — 3.0007 2) 
(s + 1.475m)(s2+ 14.40072) 

300 2 ” 
o 178,82 20 Tha 
122,0642 cos(120 mt+ 6,85 ) V 
3002 V 

(c) 122,06N2 cos(120mt+ 6,85 ) V 

(d) 

v, (V) 

500 + 

400 4 

300 + 

200 4 

100 4 

0 DN +—— ——— t (ms) 

-100- 25 Bo TS 10425 15 175 20 
—2004 


Capítulo 14 


14.1 (a) 3.819,72 Hz 


(b) 0,7071/- 45, 0,9923/- 7,125, 
0,124/- 82,875. 
(c) 14,142 cos(24.000t — 45º) V, 


19,846 cos(3.000t — 7,125º) V, 
2,48 cos(192.000t — 82,875º) V 
(a) 31,42 O 

(b) 3.419,98 Hz 

(c) Com resistor de 33 0,5.252,11 Hz 
(a) 5,305 KO 

(b) 333,86 Hz 

(a) 150 O 

(b) 680 O 

(a) 5 kQ,50 mH 

(b) 3,52 kHz, 2,88 kHz 

(c) 636,62 Hz 


14.17 


14.25 


Respostas dos problemas selecionados 


14.34 4k0 

14.42 (a) 39789 0,3,17 mH 
(b) 4,42 kHz, 3,62 kHz 
(c) 800 Hz 


14.51 (a) 0,39 H,0,1 uF 
(b) 1Veozntl = [Voar] = 0,707IV, 
Vono! = 145 = 0,948]V, 


E 


pita! ) 


(c) 0,344]V, 


icol 


Capítulo 15 


15.1 (a) 6716 9,21221 O 
(b) 


(a) 5,1 KO, 25,55 KO 
(b) 


AMA 
25,55 kO 


rela 


3,9nF 5,10kK0Q o + 


Vo 


15.15 (a)1H,0,050,1F 
(b) 2,5 H, 5 kQ,250 pF 


15.23 (a) 20mH,2,5 uF 
(b) 13,42 cos(10.000t — 166,57) mA 
38,52 Hz, 1.038,52 Hz, 30,65 0, 826,43 O 
R,=21,18k0, R, = 1,18k9,se R,= 1 kQ então 
R,= 6 kQ 
15.34 (a)3 

(b) -32,65 dB 


15.30 
15.31 
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15.49 (a) Rj=1,99K0,R,=39,63K0,R;=39,79k0 463 15, jo scosw 


(b) ig 
150 5 cos(n7/ 2) cos(nwot) v 
“E n=2,4,6 q E nº) 
e Re 16.11 (a) q rad/s 
1,99k0 | (b) sim 
e AM ——S x 
+ 20 pF + (c) não 
d) sim 
v; $ 39,63 KO 0 (d) 
— — 16.22 (a) 10 a» edad cos(nwgt — 0) A, 
há + y n=1 35... pe 
NR a ai 
15.60 (a) Veja valores de componentes na parte (b) a) 
(b) (b) 26,23 A 
0,5 uF 0,5 uF 16.28 (a) 1,9999 cos(200t — 0,48º) + 0,6662 cos 
IC E Li (6001 + 17785º) + 0,286 cos(1.400t — 176,66º) V 
di + (b) quinto harmônico 
t AMAy MA 
7960 | [7960 203 16.35 1,85 W 
39.8 0 ad 16.39 (a) 11755 V(et) 
v; Vo (b) -2,04% 
(c) 69,2765 V (ef), -0,0081% 
— T60$ o 16.44 Ops E bei E he 1,E2, as 
pá 2 2nm 
(e) s2 +64 x 1097? 16.50 (a) 
s2 + 800 75 + 64 x 10%7? 4. 
An(A) 43,75 
15.62 R, = 100k0, R, = 900k9, C, = 2,36 nF 354 
34 
Capítulo 16 pj 
24º 1,89 
16.1 (a) 7854 rad/s, 78,54 krad/s 
(b) 125 Hz, 12,5 Hz tó7 
25 V, 0 E 1 0,542 
Nes 0,5 o 0598 0321 0,265 
100 mk ] 
(d) axa = —, sen, ba = 0; 0 I 
mk 2 0 vo 209 3oy 409 Soy 6wy NOVO 
120 mk 5 140 - 
aAkb = EE sen para k ímpar, axp = O p 122.48 
20 Ra 101,98 
parak par, bkp = mk [1- cos(km)] 100 1 90 y 90 97,26 só 
parak ímpar, bxp = O para k par 80 
(e) 60 4 
Es 40 À 
25 + og > (- senZZ cosmo! ) V, 
Tt >=An 2 20 | 
n=1 
120 & 1 na 
0e 
z E (sen 2 cosnwst +2senmaut) V 0 o o Som dom Son Gay ibo 


(b) 
4 
ICI(A) 1375 
35] 


3 
2,5 
2 
15 


0,945 4] 0,945 


0,1325 0,161 e ri já 0,5 
f 


0.398 
0,271 0,199 0,161 0,1325 
/ dra 


6-5 -4-3-2-1 0 123 4 5 6N 
. 150 
8 122,48 
97.26 
100 
50 


101,98 
90 | | 
2 3 4 


| 


—100 


—150 
400 8 2 2 
16.57 (a) 313º 2.000 rad/s, 16 x 10º rad“/sec 


(b) -80 cos w t — 0,50 cos(3w,t + 91,07º) + 
0,17 cos(5 wo t + 90,60º) V 


Capítulo 17 


1 (a) j 2A |wr cos(wr/2) E 2sen(wr/2) 
T (0) 
(b) O 
(c) 


T T T T T O 
200 —-150 —100 —50 O 50 100 150 200 


2(aº — w?) 
(02? — 32) 


175 (a) 


(b) -j 48aw 


1719 


1728 


1730 
1740 
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(c) 2 +(w- vg) já a? +(w+ og)? 
—ja ja 

(a) 2 +(w- og)? á a2+(w+ og)? 

(e) erivto 

(a) 


T senl(o+ wo)r/2] 7 senl(w- wo)r/2] 
2 (w+ wvo)(T/2) 2 (w- wo)(T/2) 
(b) Mw) > m[d(w — w5) + S(w + wp)] 
(a) [416,67e7º! — 250100 u(t) + 
166,67e!0% (1) V 
(b) 166,67 V 
(c) 166,67 V 
(d) (416,678! — 250€ 1005 u(t) V 
(e) Sim 
1 cos(5.000t + 90º) A 
(a) [-24e* + 32e2]u(t) + Se'u(-t) V 


(b) lu (00)| 
60 


10 


-5-4-3-2-10 123 4 5 


(c) 


(d) 900 3 
(e) 3203 
(1) 95,95% 
(g) 99,75% 
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Capítulo 18 
18.2 2,,=1390;72,=120; 
Z9, = 12 O; 25, = 16 0 
18.10 a, =-4x104a,,=-20 O; 
4,,=-0,5 48; a, = —0,02 
18.13 g,=1254uS;g=15; 
851 = 250; 85, = 50 MO 
18.14 (a)y,,=204S;y,,=30n5; 
Y1 = 5 US; = 2008 


(b) y, =20 4uS;y,= 30n5; 
Y)/ = 5 US; ),) = 20108 
18.21 a, =3;a,,=40 0;a,, = 80+j60ms; 
4, = 2,4 + 0,8 
18.31 (a) 28 V(et) 
(b) 11,20 mW 
(c) 2,88 uW 
18.33 12,5 
18.38 3,75 V 


A 


Abordagem indireta, análise da resposta ao degrau, 309 
Admitância (Y), 356, 385 


Álgebra matricial para soluções de equações simultâneas, 


792-795, 800-808 
Amperímetro de dArsonval, 70-72 
Amperímetro, 70-72,80 
Amplificador de caixa preta, 758, 779 
Amplificadores integradores, 265-268, 271,320-324, 327 
análise da resposta de, 324-3277, 346-347 
chaveamento sequencial e, 259 
circuitos de primeira ordem com, 244-245,251 
circuitos de segunda ordem com, 292-295,297 
ligações em cascata, 320-324, 327 
resistores de realimentação e, 322-324 
Amplificadores operacionais (amp ops), 157-188, 625-677 
características de transferência, 160 
circuito amplificador inversor, 164-166, 174-175, 178 
circuito amplificador não inversor, 167-169, 175-176, 178 
circuito amplificador somador, 166-167, 178 
circuito de amplificador diferencial, 169-174, 178 
controle de volume de graves, 626, 662-665 
correntes (i), 159-164 
em cascata, 634-644, 665-666 
encapsulamento dual em linha (DIP), 159 
equivalentes (modelo realista), 174-176, 178 
extensômetros para, 158, 177-178 
filtros de banda larga, 635-642, 665-666 
filtros de Butterworth, 647-656, 665-666 
filtros de ordem superior, 642-656, 665-666 
filtros de primeira ordem, 627-631 
filtros passa-altas, 629-630, 655, 665-666 
filtros passa-baixas, 627-629, 647-655, 665-666 
filtros passa-faixa, 634-638, 656-659, 665-666 
filtros rejeita-faixa, 638-642, 656, 659-662, 665-666 
filtros, 625-677 
ganho (A), 160, 165, 172-173, 178 
modelo realista (equivalente), 174-176, 178 
mudança de escala, projeto de, usando, 632-634 
realimentação negativa, 161-162, 178 
resistência (R) e, 158, 177-178 
restrições de entrada, 161-162,178 
símbolo de circuito para, 160 
simplificados, 159-174, 178 
tensões (v), 159-163, 178 
terminais, 159-163 
Análise de abordagem direta, 309-310, 696-698 
resposta ao degrau, 309-310 
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resposta em regime permanente, 696-698 
Análise de circuitos de divisão de tensão, 68-70, 80 
Análise de circuitos divisores de corrente, 68-70, 79-80 
Análise de circuitos Y-Y, 449-454, 471 
Análise de circuitos Y-A, 456-458 
Análise de circuitos, 10-11,31-34,38-47,50,68-69,76-78,79-80, 
94-156, 174-176, 352-369, 380-385, 520-579, 7769-774 
amplificador inversor, 174-175 
amplificador não inversor, 175-176 
amplificadores, 105-106, 113-114, 129-130 
circuitos com fonte dependente, 44-48, 102-103, 110-112, 
126-127 128-129 
circuitos com fonte independente, 128 
circuitos não planares, 96-97 
circuitos planares, 96-97 
circuitos quadripolos, 769-775 
circuitos resistivos, 76-78, 79-80 
componentes de circuito ideais, 10 
diagramas fasoriais para, 380-383 
divisão de corrente, 68-69, 80 
divisão de tensão, 68-69, 80 
domínio da frequência, 353-369, 384 
domínio s, 424-561,562 
equações simultâneas para, 97-99 
equivalente de Norton, 123, 125, 140, 363 
equivalente de Thévenin, 123-125, 140, 363-365,533-535 
função de transferência H(s) em, 539-554, 562 
função impulso Kô(t) em, 554-561, 562 
impedância (Z), em série e em paralelo, 354-359 
lei de Ohm, 31-33, 50, 524-525 
leis de Kirchhoff, 38-43, 50, 352-354, 425 
máxima transferência de potência, 131-133, 140 
método das correntes de malha, 96, 107-119, 140, 368-369 
método das tensões de nó, 96,99-106,115-119,140,366-367 
modelo conceitual, 10-11 
modelos de amplificador operacional (amp op), 174-176 
protótipo físico, 10-11 
regime permanente senoidal, 353-369, 380-384 
sensibilidade, resistores, , 136-139 
superposição para, 133-136, 140, 537-539 
terminologia para, 96-97 
transformações de fonte, 119-123,125-127, 140, 362-364 
transformações A-Y, 76-78, 80, 359-362 
transformada de Laplace em, 520-579 
Análise de pulso de tensão, 735, 748-750 
Análise de regime permanente, veja análise de regime per- 
manente senoidal 
Análise de sensibilidade, resistores, 95, 136-139 
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Análise do regime permanente senoidal, 3377-399 
cálculos de potência, 400-444 
circuito de distribuição residencial, 338, 383 
circuito equivalente de Norton, 362 
circuito equivalente de Thévenin, 362-365 
diagramas fasoriais para, 380-382 
domínio da frequência, 345, 349-354, 362-376, 384 
elementos de circuito passivo, 349-352 
fasores, 344-349, 380 
fontes, 339-342, 379 
impedância (Z), 351, 354-364, 369, 379, 384 
leis de Kirchhoff, 352-353 
método de correntes de malha, 368-369 
método de tensões de nó, 366-367 
energia standby (vampira), 401, 430-431 
reatância, 351 
relações tensão-corrente (v-i), 349-352 
resposta, 343-344, 384 
transformações de fonte, 362-365 
transformações A-Y, 354-356 
transformador ideal, 374-379, 384 
transformadores, 3774-383, 400 

Análise qualitativa, 584-586, 593, 598-599, 610 
circuitos de filtro ativo (banda estreita), 657-658 
circuitos de filtro passivo, 601, 603, 611, 615 
fator de qualidade (0), 601, 603, 611, 615, 657-658 
filtros passa-altas, 593 
filtros passa-baixas, 584-586 
filtros passa-faixa, 598-599 
filtros rejeita-faixa, 610 

Análise quantitativa, 587-588, 593-594, 599-601, 610-614 
filtros passa-faixa, 599-601 
filtros rejeita-faixa, 610-614 
filtros passa-altas, 593-594 
filtros passa-baixas, 587-588 

Ângulo de fase (9), 339 

Atenuação, 589 

Autoimpedância (Z), 370-371 

AutoindButância, 205-206,210-211,213 


Bobina de corrente, 466 


G 


Cálculos de potência, 400-444, 460-466, 471, 699-702, 711 
análise de regime permanente senoidal, 400-444 
cargas ligadas em Y, 460-461 
cargas ligadas em 4, 461-462 
cargas não especificadas, 464-465 
cargas paralelas, 417-719 
circuitos capacitivos, 405-406 
circuitos indutivos, 405 
circuitos resistivos, 404 
circuitos trifásicos equilibrados, 462-467, 471 
circuitos trifásicos, 462-467, 471 
consumo de energia de eletrodomésticos, 408-409 
equações para, 414-422 
equilíbrio de um circuito ca, 420-421 


fator de potência (fp), 406, 431 
fator reativo (fr), 406, 432 
funções periódicas e, 699-702, 711 
máxima transferência de potência, 422-429, 432 
potência aparente, 423, 432 
potência complexa ($), 411-416, 432, 461 
potência instantânea, 402-403, 432 
potência média (real) (P), 403-409, 415-419, 432, 460-461, 
699-702, 7112 
potência reativa (0), 403-409, 415-417, 732 
potência standby (vampira), 401, 430-431 
valor eficaz, 409-411 
Caminho, definição, 96-97 
Capacitância (C), 189, 197, 197-201,217-219 
combinações série-paralelo, 202-204, 2218-219 
corrente de deslocamento, 197 
equações terminais para, 197-202, 219 
parâmetro de circuito de, 189, 197218 
telas de toque, 217-218 
tensão inicial equivalente, 204 
Capacitores, 189, 197-201,218-217,316-317,351,523-524, 554- 
556, 562 
combinações série-paralelo, 202-204,219 
comportamento de, 189 
corrente (i), 197-200,218-219 
corrente de deslocamento, 197 
domínio da frequência, 351 
domínio s, 523-524, 562 
energia (w) em, 199-201,218 
equações terminais para, 197-202,219,523-524 
função impulso (7) em, 554-556 
operação de chaveamento, 554-556 
potência (p) em, 198-199,218 
relações corrente-tensão (i-v), 197-198, 351-352 
relações tensão-corrente (v-i), 198, 351-351 
resposta a um degrau de tensão de circuitos RLC em série, 
315-317 
símbolo do circuito para, 197 
telas de toque, 190191,217-218 
tensão (v), 198-201,218-219 
transformada de Laplace usada para, 524-525, 554-556, 
562-563 
Cargas ligadas em Y, potência em, 460-461 
Cargas ligadas em 4, potência em, 461-462 
Cargas, 65, 416-421 
cálculos de potência para, 414-419 
circuitos trifásicos equilibrados e, 445-450 
definição, 65 
ligadas em delta (A), 456-457 
ligadas em Y, 448-449 
não especificadas, 464 
Centelhamento, 192 
Chaveamento sequencial, 259-263, 267,271 
amplificador integrador com, 265 
circuitos resistor-capacitor (RC), 240, 244 
circuitos resistor-indutor (RL), 244-246 
respostas de circuito de primeira ordem e,244-248,251,270 
Circuito aberto, 36 
Circuito amplificador inversor, 164-166, 174, 175 


Circuito amplificador não inversor, 167-169, 175-176, 178 
Circuito amplificador somador, 166-167, 178 
Circuito de distribuição residencial, 338, 383 
Circuito de malha, resposta ao degrau do, 531-533 
Circuito do amplificador diferencial, 169-174, 178 
análise de, 155-156, 178 
entrada de modo comum, 170-172, 178 
entrada de modo diferencial, 170-172, 178 
fator de rejeição de modo comum (FRMC), 172-174, 178 
Circuito elétrico, definição, 5 
Circuito equivalente do tipo T, 815-816 
Circuito equivalente do tipo 7 para T, 76-78 
Circuito equivalente do tipo 7, 816-819 
Circuito equivalente A-Y, 76-78, 80 
Circuito fechado (caminho), 40, 50 
Circuitos amplificadores, 105-107, 113-115, 113-115, 164-176, 
265-267, 627, 758 
análise de, 105-107, 113-114, 129-130, 264-265, 320-325 
caixa preta, 758 
equivalente de Thévenin em, 129-130 
integradores, 265-269,271,320-325 
método das correntes de malha para, 113-115 
método das tensões de nó para, 105-107 
operacional (amp op), 157-176 
respostas e, 264-265, 270, 320-325, 326-327 
Circuitos capacitivos, cálculos de potência para, 405-406 
Circuitos de filtro ativo, 625-665 
controle de volume de graves, 626, 663-665 
de ordem superior, 642-652 
de primeira ordem, 627-642 
diagramas de blocos, 635-636 
diagramas de Bode, 628-631 
em cascata, 643-647 
filtros com amp ops, 625-665 
filtros de banda estreita, 656-662 
filtros de banda larga, 635-641,657 
filtros de Butterworth, 647-655 
filtros passa-alta, 627-631, 655 
filtros passa-baixa, 627-631, 647-649 
filtros passa-faixa, 634-642, 655-659 
filtros protótipos, 643-645, 662 
filtros rejeita-faixa, 634-642, 655, 657, 659-662 
gráficos de resposta de frequência, 627-630 
mudança de escala, 632-634, 658 
Circuitos de filtro passivo, 580-624 
análise qualitativa, 584-586 
análise quantitativa, 587-589 
capacidades de filtragem de, 582-584 
definição, 582-584 
fator de qualidade (0), 598, 601, 611,615 
filtros passa-altas, 584-584, 592-597, 615 
filtros passa-baixas, 584-592, 615 
filtros passa-faixa, 584, 597-609, 615 
filtros rejeita-faixa, 584, 609-613, 615 
frequência central (de ressonância) (w,),597-599,611-612,615 
frequência de corte (w ), 582-583, 585-586, 594, 596, 600, 
611-612,615 
frequências de faixa de passagem, 582-584, 615 
frequências de faixa de rejeição, 582-584, 615 
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função de transferência H(s) para, 582, 591, 596-597, 608, 
610-611,613-614 
gráfico de amplitude, 583 
gráfico de ângulo de fase, 583 
gráficos de resposta de frequência, 582-583 
largura de banda (8), 597, 600, 611-612,615 
relação entre domínios da frequência e do tempo, 591,608 
resposta de frequência e, 580, 
telefones de teclas, 521, 616 
Circuitos de frequência seletiva, 580-677 
atenuação, 581 
categorias de filtro, 582-584, 615 
circuitos de filtro ativo, 525-677 
circuitos de filtros passivos, 580-624 
definição, 580, 615 
gráficos de resposta de frequência para, 582-583, 560-563 
símbolos de circuito para, 584 
telefones de teclas, 581-582, 614-615 
Circuitos de parâmetros concentrados, 496-498, 526, 541 
Circuitos de segunda ordem, 292-333 
amplificadores integradores, 320-324, 327 
definição, 320 
resistor-indutor-capacitor (RLC), 292-333 
resposta ao degrau de, 297-306, 308-309 
resposta natural de, 290-303, 307-311,315 
solução geral de equações diferenciais, 293-297 
Circuitos de telefone de teclas, 581-582, 614-615 
Circuitos divisores de corrente, 66, 79 
Circuitos divisores de tensão, 64-65, 68 
Circuitos elétricos de radiadores, 27, 48-50 
Circuitos equivalentes de Norton, 125, 140, 362-363 
análise de, 125, 140 
definição, 125 
impedância (Z) em, 362-363 
transformações de fonte no domínio da frequência, 362-363 
transformações de fonte utilizadas para, 125 
Circuitos equivalentes de Thévenin, 123-129, 140, 337-339, 
533-534 
análise de transformada de Laplace e, 533-534 
análise de, 123-129, 140 
circuito amplificador usando, 129-130 
definição, 123 
determinação de equivalente de, 124-125 
domínio da frequência, uso de em, 522-523 
fonte de resistência (Ry,), 123-125 
fonte de tensão (V,), 123-125 
fonte de teste para, 128 
fontes dependentes, 110, 117 
fontes independentes, 128-129 
impedância (Z) em, 351-353 
no domínio da frequência, 352-353 
transformações de fonte usadas para, 125-126, 362-363 
Circuitos equivalentes, 61-64, 76-78, 79-80, 123-130, 140, 
174-176, 202-205, 219, 354-366, 384, 533-535, 
análise de regime permanente senoidal, 354-366, 384 
análise de transformada de Laplace de, 533-535 
capacitores, 202-205,219 
combinações série-paralelo, 61-64,76,202-205,219,354-359 
de amplificador operacional (amp op), 174-176 
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de Norton, 125, 140, 362 

de Thévenin, 123-130, 140, 362-365, 533-535 

enrolamentos magneticamente acoplados e, 535-536 

indutores, 202-205, 219 

no domínio da frequência, 354-366, 384 

resistores, 61-64, 79 

transformação de, 76-73, 76, 125-127 

transformações de fonte, 125-127 362-366 

A-Y,76-78,71,359-362 

q para T, 76-78 
Circuitos indutivos, cálculos de potência para, 414-415 
Circuitos invariantes no tempo, 544-545, 556 
Circuitos ligados em paralelo, 62-64,79,202-205,219,356-358, 

7715-776. Veja também Circuitos RLC em paralelo 

capacitores, 204-205,219 

circuitos quadripolos, 775-276 

impedâncias combinadas em, 354-356 

indutores, 202-203,219 

lei de Kirchhoff para, 62, 64 

lei de Ohm para, 62 

resistores, 62-64, 79 
Circuitos ligados em série,41,50,61,79,202-204,218,354-358, 

710. Veja também Circuitos RLC em série 

capacitores, 197-198,218 

circuitos quadripolos, 775 

conceito de caixa preta, 61 

impedâncias combinadas em, 354-358 

indutores, 191-192, 218 

lei de Kirchhoff das correntes para, 39,50, 61 

posições de nó, 39, 50 

resistores, 61, 79 
Circuitos monofásicos equivalentes, 451-452, 471 
Circuitos não planares, 96-101 
Circuitos planares, 96-97 
Circuitos quadripolos com carga em seus terminais, 769-773 
Circuitos quadripolos simétricos, 768, 780 
Circuitos quadripolos, 757-786 

amplificador de caixa preta, 758, 779 

análise de, 769-773 

com cargas em seus terminais, 769-773 

conversão de parâmetro para, 764-766 

conversão de parâmetros, 765-767 

equações terminais para, 758 

imitância, 762-763 

ligados, 775-778 

parâmetros de transmissão, 762 

parâmetros de, 759-765, 775 

parâmetros híbridos, 762 

parâmetros Z, 759-760, 7169-773 

portas, 757 

recíprocos, 767-768, 780 

simétricos, 768, 780 
Circuitos RC, veja Circuitos resistor-capacitor (RC) 
Circuitos recíprocos quadripolos, 767-768, 780 
Circuitos resistivos, 59-90, 384 

análise de divisão de corrente, 68-70, 80-81 

análise de divisão de tensão, 68-70, 80 

cálculos de potência para 409 

carga, 65 


divisor de corrente, 66, 70 

divisor de tensão, 64-65, 70 
equivalente do tipo 7 para T, 76-78 
equivalente A-Y, 76-78, 80 

fontes (cc) constantes, 60 

ligada em série, 61,79 

ligados em paralelo, 62-64, 79 
medição de tensão e corrente em, 70-73, 80 
ponte de Wheatstone, 74-75, 80 
resistores, 59-62, 80 

telas touch, 60, 78-80 


Circuitos resistor-capacitor (RC), 231,239,240-244, 2249-246, 


262, 264, 497-498, 580-586 
análise de transformada de Laplace, 483-484 
análise qualitativa de série, 592-593 
análise quantitativa de série, 593 
chaveamento sequencial, 259, 261 
constante de tempo (7), 235, 270 
definição, 231 
domínio da frequência, 520-521 
expressão derivada de tensão (v), 305 
filtros passa-altas, comportamento de como, 592-594 
filtros passa-baixas, comportamento de como, 584-585 
frequência de corte, 586, 588 
gráfico de resposta de frequência de, 583 
resposta ao degrau, 244-251,270 
resposta indefinidamente crescente, 264-265 
resposta natural, 231-232, 240-245, 270, 526-527 
símbolos de circuito para, 339, 357 


solução geral para respostas de, 251-256, 293 


Circuitos resistor-indutor (RL),231,233-239,240-244,251-258, 
270, 584-587, 591-593 
análise qualitativa de série, 584-585 
análise quantitativa de série, 587-588 
chaveamento sequencial, 259-261 
constante de tempo (7), 235-236, 270 
corrente (i), deduzindo expressão para, 233-235 
definição, 231 
filtros passa-altas, comportamento de como, 592-594 
filtros passa-baixas, comportamento de como, 584-587 
frequência de corte, 586-588, 594 
gráficos de resposta de frequência de, 583-584 
resposta ao degrau, 231-232, 244-249,251 
resposta em regime permanente, 236 
resposta natural, 231-232, 240-245, 270 
resposta transitória, 236 
símbolo de circuito para, 339 
solução geral para respostas de, 251-256, 293 
Circuitos resistor-indutor-capacitor (RLC),290-329,528-531, 
580-592 
análise qualitativa de série, 584-585, 592 
análise quantitativa de série, 587-588, 593-596 
circuitos seletivos de frequência, 581-583 
domínio da frequência, 528-531 
em paralelo, 290-309, 326, 528-531 
em série, 290-294, 315-316 
equação característica para, 293, 298-299, 316, 326 
filtros passa-faixa, comportamento de como, 597-605 
filtros rejeita-faixa, comportamento de como, 609-613 


frequência angular de ressonância (w,), 295-296, 326 
frequência de corte (w.), 583, 586-587 
frequência de Neper (a) para, 294-295, 316 
função de transferência H(s) para, 597, 599-600, 603, 607 
gráficos de resposta de frequência, 583, 627-628 
resposta ao degrau, 290-299, 308-309, 528-532 
resposta natural, 290-303, 315-319,326 
resposta subamortecida de tensão, 295,301-304,316,317-318, 
326-328 
resposta transitória de, 481-482 
respostas de tensão criticamente amortecidas, 295,305-306, 
307 311,326-327 
respostas superamortecidas de tensão, 295, 297-299, 302, 
304, 326-327 
símbolos de circuito para, 339, 359-360 
sincronização do relógio do computador, 291, 325-326 
transformada de Laplace, análise de, usando, 483-486 
Circuitos RL, veja Circuitos resistor-indutor (RL) 
Circuitos RLC em paralelo, 292-315, 326-327, 528-531 
abordagem direta para, 310 
abordagem indireta para, 309-310 
análise de transformada de Laplace, 521-531 
domínio da frequência, 521-531 
equação característica para, 293, 295-297, 326 
frequência angular de ressonância (w,), 294-296 
frequência de Neper (a) para, 294-296 
resposta ao degrau, 308-315, 326-327, 528-529 
resposta natural, 292-308, 326 
resposta transitória, 530-531 
respostas criticamente amortecidas, 295, 305-307, 326, 326 
respostas subamortecidas, 295, 301-305, 326, 326 
respostas superamortecidas, 295, 297-301, 326, 326 
símbolos de circuito para, 290-291, 308 
solução geral de equações diferenciais, 292-297 
Circuitos RLC em série, 315-319,325-326 
equação característica de, 316, 325 
frequência angular de ressonância (w,), 316 
frequência de Neper (a), 316 
resposta ao degrau, 315-319,325-326 
resposta criticamente amortecida, 305 
resposta natural, 315-319 
resposta superamortecida, 316 
respostas subamortecidas, 316-318 
símbolos de circuito para, 315-316 
tensão do capacitor em, 316-317 
Circuitos RLC, veja Circuitos resistor-indutor-capacitor 
(RLC) 
circuitos trifásicos equilibrados, 445-481 
análise de circuitos Y-Y, 449-455, 471 
análise de circuitos Y-A, 456-459 
cálculos de potência em, 460-466, 472 
cargas ligadas em Y, 460-461 
cargas ligadas em 4, 461-462 
cargas não especificadas, 464 
circuitos equivalentes monofásicos, 451, 470 
condições para, 450 
corrente de fase, 452, 452-455 
corrente de linha, 452, 452-455 
energia elétrica, transmissão e distribuição de, 446,470-471 
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fontes de tensão trifásica, 447-449 
leis de Kirchhoff para, 451-452, 452-453 
método dos dois wattímetros para medição de energia, 
467-470, 472 
potência complexa em, 461 
potência instantânea em, 462-463 
potência média em, 460-461, 472 
símbolos de circuito para, 448-449 
tensão de fase, 452, 452-455 
tensão de linha, 452, 452-455 
tensões (v), 446-447, 471 
tensões de fase senoidal para, 448-449, 47 
terminal neutro para, 448 
Circuitos trifásicos, veja circuitos trifásicos equilibrados 
Circuitos, 1-93, 231-336, 338, 383, 445-480, 482, 496-497, 
511-513, 522-524, 543-544, 562, 580-677, 757-786. Veja 
também Circuitos do amplificador; Análise de circui- 
tos; Circuitos equivalentes; elemento básico ideal de 
circuito, 
abertos, 36 
convenção passiva de sinal, 13 
curto-, 36 
de corrente (i), 11-14, 27-34, 38-44 
de filtro ativo, 625-677 
de filtro passivo, 580-624 
de fontes (cc) constantes, 60 
de fontes dependentes, 27-29, 30, 44-48, 50 
de primeira ordem, 231-289 
de radiadores elétricos, 27, 48-50 
de segunda ordem, 290-336 
de seletividade de frequência, 580-677 
de tensão (v), 11-13, 28-30, 33-34 
distribuição residencial, 338, 383 
domínio s, 522-524, 562 
efeitos transitórios em, 482, 511-512 
elementos básicos ideais, 12-14, 26-58 
energia e, 15-17 
engenharia elétrica e, 1-8 
invariantes no tempo, 543, 562 
lei de Ohm, 31-32, 50 
leis de Kirchhoff, 38-44, 50 
ligados em paralelo, 62-64, 79 
ligados em série, 41,50, 61,79 
modelos de, 10-11, 18-19,36-38 
parâmetros concentrados, 496-497, 512 
potência (p) e, 15-17 
quadripolos, 757-786 
resistência elétrica, 31-34 
resistivo, 59-93 
respostas de, 231-336 
sincronização do relógio do computador, 291-292,325-326 
Sistema Internacional de Unidades (ST) para, 8-10 
transformada de Laplace e, 522-524, 544, 562-563 
trifásicos equilibrados, 445-480 
variáveis de, 1-25, 
Coeficiente de acoplamento, 214,219 
Conceito de caixa preta, 61 
Condições de Dirichlet, 681 
Condutância (G), 32, 63,356 
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Conexões em cascata, 320-325, 326,634-638, 642-646,650-656, 


665-666, 775-778 
amplificadores integradores, 320-325, 326-327 
circuitos quadripolos, 775-778 
filtros ativos, 624-638, 643-646, 650-656, 665-666 


razão de transformação, 3776-379, 384 
resposta natural e, 233-235, 316 
restrições de entrada, 161-162, 178 
tensão (v) e, 11-13, 192-194 

trifásica, 452, 456-459,471 


filtros de Butterworth, 650-665, 665-666 
filtros de ordem superior, 643-646 
filtros de primeira ordem, 624-638 
filtros idênticos, 643-646 
filtros passa-baixa, 643-646, 665 
filtros passa-faixa, 624-638 
função de transferência H(s) e, 643-646 D 
ordem dos filtros, 644, 652-655, 665-666 Decibéis (dB), 823-824 
Configurações de fonte em Y, 448-449 Deslocamento, transformadas operacionais para, 491-492,737 
Configurações de fonte em A, 448-449 Determinante do numerador, 788-789 
Conjugado de números complexos, 810-811 Determinante menor, 789 
Constante de tempo (7), 2235-236, 240, 270 Determinantes, 789-791, 792 
circuitos resistor-capacitor (RC), 231,269 Diagramas de Bode, 627-631, 635-636, 643, 825-842 
circuitos resistor-indutor (RL), 231-232, 269 componentes de filtro com amp op de, 635-636 
Consumo de energia de eletrodomésticos, 407-409 filtros idênticos em cascata, 643 
Controle de volume de graves, 626, 662-665 resposta de frequência, 627-631 
Convenção de pontos, 206-209,212-213,219,377-378 uso de análise de filtro ativo, 627-631, 635-636 
indutância mútua (M), 206-209,212-213,219 Diagramas fasoriais, 380-383, 452, 457 
polaridade de enrolamentos mutuamente acoplados, Diferenciação, transformadas operacionais para, 492-493,736 
206, 219 Domínio da frequência, 344-346,349-354,362-380,384, 494-497, 


Corrente de deslocamento, 197 
Corrente de fase, 452, 456-459 
Corrente de linha, 417, 451-452 
Corrente de malha, definição, 107 
Curto-circuito, 36 


procedimento para, 207-208 
transformadores ideais, 377-378 
Convenção de sinal passivo, 13, 19 
Convolução, 545-551, 563, 737-738 
integral para função de transferência e, 545-551, 563 
transformadas de Fourier operacionais para, 737-738 


Corrente (i),11-13,19,27-34,38-44,50,70-74,80,108,159-164, 
178, 192-194, 197-200, 202-204, 218-219, 233-235, 316, 


339-341, 352-353, 376-379, 452, 456-459, 471 
amperímetros, 70-72, 80 
amplificadores operacionais (amp ops), 159-164, 178 
análise de circuitos Y-A e, 456-459 
capacitores, 197-200, 218-219 
características variáveis terminais, 159-164, 178 
carga elétrica e, 11-13 
de deslocamento, 197 
de fase, 452, 456-459 
de linha, 452, 456-459 
de malha, 108 
definição, 12,19 
determinação de, 192-194 
direção de referência, 13 
domínio da frequência, 352-353, 3776-379, 384 
em circuito RC, 233-235 
em circuito RLC,316 
fonte senoidal, 339-341, 384 
fontes de, 27-30, 50 
indutância equivalente, 203 
indutores, 192-194, 202-203,218-219,234 
lei de Kirchhoff (LKC), 38-43, 50, 352-353, 456 
lei de Ohm, 31-32, 50 
medição de, 70-74, 80 
polaridade de, 377-379 
potência em um resistor, 33-34, 50 


591,608, 736-738. Veja também Domínio s 
análise de regime permanente senoidal e, 344, 349-354, 
362-380, 384 
circuito equivalente de Norton, 362 
circuito equivalente de Thévenin, 362-365 
circuitos de filtro passivo e, 591, 608 
combinações de impedância em paralelo, 356-358 
combinações de impedâncias em série, 354-359 
conversão em, 494, 736 
convolução em, 738 
definição, 344 
elementos de circuito passivo em, 349-352 
impedância (Z), 352, 354-366, 379, 384 
leis de Kirchhoff, 352-354 
método das correntes de malha, 368-369 
método das tensões de nó, 366-367 
notação no domínio s para funções de Laplace, 496-497 
reatância, 352 
relações no domínio do tempo, 591, 608 
relações tensão-corrente (v-i), 349-352 
transformação fasorial inversa, 345-3346, 384 
transformação fasorial, 344, 384 
transformações de fonte e, 362-366 
transformações no domínio do tempo, 344-346, 384 
transformações operacionais em, 494-495, 736-738 
transformações A-Y, 359-32 
transformada de Laplace para, 494-497 
transformadas de Fourier para, 736-738 
transformadores, 369-380, 384 


Domínio de s, 492-506, 508-509,512-513,522 


análise de circuito em, 483-497, 520 

capacitor em, 523-524,555 

equações terminais de tensão-corrente em, 522-524, 562 
equivalente de Thévenin, uso de em, 533-534 


expansão em frações parciais, 500-510, 513, 542-545, 562 
função de transferência H(s) em, 539-552, 562 
função impulso Kó(t) em, 512-513,554 
indutância mútua em, 535-536 
indutor em, 510-511,522 
lei de Ohm em, 521-522 
leis de Kirchhoff e, 521 
notação de, em transformada de Laplace, 483-484 
polos (polinômio denominador), 507-508, 513 
resistor em, 522, 562 
respostas de circuitos em, 481-493 
símbolos de circuito para, 359-360, 483-484,509-510,547,653 
superposição, uso de em, 537-539 
teorema do valor final, 508-510, 513 
teorema do valor inicial, 508-510, 513 
transformada de Laplace e, 481-494, 496-497, 511-512,520 
transformada inversa de Laplace e, 481-491,511 
zeros (polinômio numerador), 507-508, 513 
Domínio do tempo, 3145-347, 384, 482-486, 591, 608, 694-695, 
1725-726, 1735-736 
cálculos de energia, 699-705 
circuitos de filtro passivo e, 584, 615 
convergência da integral da transformada de Fourier e, 
7126-728 
convolução em, 737-738 
deslocamento em, 493-494, 737 
diferenciação em, 736 
equações íntegro-diferenciais para, 493-495 
integração em, 736 
mudança de escala em, 736 
relações no domínio da frequência, 591, 608, 737 
Teorema de Parseval para, 742-748 
transformação fasorial inversa, 345-346, 384 
transformação fasorial, 345, 384 
transformações no domínio da frequência, 345-347, 384 
transformada de Fourier e, 723-725, 728-732, 1739-745 
transformada de Laplace e, 481-485 
transformadas operacionais para, 481-482, 7735-739 


Efeitos transitórios em circuitos, 482, 511-512 
Elemento de circuito ativo, 29 
Elementos básicos ideais de circuitos, 12-14, 19, 26-57, 
189-235 
ativos, 29 
autoindutância, 205-211,213-214,219-220,228 
capacitores, 189,204-211,218 
circuito fechado (caminho), 37, 50 
combinações série-paralelo, 202-204,218 
construção de modelo, 35-37 
convenção do ponto, 206-208,212-213 
convenção passiva de sinal, 13, 18,191 
corrente (i), 13, 26-33, 38-43 
definição, 12-13, 19 
direção de referência, 13 
em série, 41,50 
equações terminais para, 191-196, 198-202, 216 
fontes, 26-29, 44-47, 50 
indutância mútua, 189, 205-206,210-211 
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indutores, 202, 204-210,218-219,231 
leis de Kirchhoff, 38-42, 50 
ligados em série, 59 
nós, 38-39, 50 
passivos, 29, 190, 216 
radiadores elétricos, 27, 48-49 
referência de polaridade, 206-212 
resistência elétrica, 31-34, 50 
resistores, 31-34, 50 
sensores de proximidade, 217 
tensão (v), 13, 26-29, 33-34 
Elementos de circuito em série, veja Circuitos ligados em série 
Elementos passivos de corrente, 29, 191,218, 349-318 
capacitores, 191,218, 351-352 
definição, 29 
domínio da frequência, 349-352 
fontes ideais, 29 
impedância (Z), 351-352 
indutores, 191,218, 350-361 
reatância, 351-352 
relações tensão-corrente (v-i), 349-351 
resistores, 349 
Encapsulamento dual em linha (DIP), 159 
Energia (w), 15-18, 194-196,199-201,214-216,218-219,742-750 
cálculos no domínio do tempo, 742-750 
capacitores, 199-201,218 
indutância mútua e armazenamento de, 214-216,219 
indutores, 194-196, 218 
potência (p) e, 14-17 
Teorema de Parseval para, 742-750 
Energia elétrica, transmissão e distribuição de, 445-446, 
470-471. Veja também Circuitos trifásicos equilibrados 
Energia standby (vampira), 401, 430-431 
Energia vampira (standby), 401, 430-431 
Engenharia elétrica, 2-8 
papel de, 2-3 
resolução de problemas de, 3, 6-8 
sistemas de computação, 3-4 
sistemas de comunicação, 3 
sistemas de controle, 4 
sistemas de potência, 5 
sistemas de processamento de sinais, 4-5 
teoria de circuitos, 5-6 
visão geral de, 4-8 
Enrolamento (primário e secundário), 370 
Enrolamento do primário, transformadores, 370 
Enrolamento do secundário, transformadores, 370 
Enrolamento potencial, 466-467 
Enrolamentos magneticamente acoplados, 206,210-213,219, 
256-259, 374-376, 815-822 
circuito equivalente do tipo T, 815-816 
circuito equivalente do tipo 7, 816-819 
circuitos equivalentes para, 819-822 
indutância mútua (M) de, 206, 210-213,219 
resposta ao degrau de, 256-259 
transformadores ideais e, 3374376, 819-822 
Entrada de modo comum, 171-172, 178 
Entrada de modo diferencial, 170-172, 178 
Entrada de onda quadrada de senoides, 680, 709-711 
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Equação característica, 293, 295-296, 316, 326-327 
circuitos RLC em paralelo, 293, 293-296, 326-327 
circuitos RLC série, 315-316, 326-327 
definição, 293 
raízes de, 293, 295-296, 316, 326-327 

Equação de potência, 15 

Equação de tensão de nó (VN), 449-450 

Equações íntegro-diferenciais, 493-496 

Equações simultâneas, 97-99, 759-780 
abordagem sistemática por meio de, 98-99 
análise de circuitos usando, 94-96 
avaliação de determinante para, 759-762 
determinação do número de, 97-98 
determinante característico, 760 
determinante numerador, 760-761 
matriz algébrica para, 763-767, 7771-775 
matrizes para, 763-764, 768-773 
método de Cramer, 650 
solução de, 759-780 

Espectro de amplitude, 706-709 

Espectro de fase, 706-709 

Espectro de linha, 707 

Estratégia de resolução de problemas, 2, 6-8 

Expansão em frações parciais, 498-507 512, 542-545, 562 
análise de transformada de Laplace e, 542-545, 562 
circuitos invariantes no tempo, 544-545, 562 
função de transferência H(s) em, 542-554, 562 
função racional imprópria, 478, 506-507 
funções racionais adequadas, 497-498, 512 
pares de transformada de Laplace para, 506 
raízes complexas distintas de D(s), 500-502 
raízes complexas repetidas de D(s), 504-506 
raízes reais distintas de D(s), 498-500 
raízes reais repetidas de D(s),502-504 
transformadas inversas de Laplace em, 497-507, 512 

Extensômetros, 158, 177-178 
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Fasores, 344-348, 384 
análise de regime permanente senoidal e, 344-348, 384 
definição, 344 
domínio da frequência e, 349, 384 
transformação inversa, 345-348, 384 
transformada de, 311, 384 

Fator de amortecimento (coeficiente), 302 

Fator de escala de amplitude (k ), 632, 665 

Fator de escala de frequência (k,), 632, 665 

Fator de potência (fp), 406, 432 

Fator de potência adiantado, 406 

Fator de potência atrasado, 406 

Fator de rejeição de modo comum (FRMC), 172-174, 178 

Fator reativo (fr), 406, 432 

Filtragem de sinal digital, 724, 750 

Filtragem de sinal digital, 724,751 

Filtro supressor de faixa duplo-T, 659-662 

Filtros ativos de ordem superior, 642-655, 666-667 

Filtros ativos de primeira ordem, 627-642 
amplificador integrador, análise de, 265-269,271 
chaveamento sequencial, 259-264, 268, 271 


constante de tempo (7), 235-236, 240,271 
definição, 233,271 
marca-passos, 232-233, 269-2270 
resistor-capacitor (RC), 231, 233, 240-244, 249-259, 
262-263, 270 
resistor-indutor (RL), 231,233-239, 2244-249, 251-262, 270 
resposta ao degrau de, 232, 224-236, 2270-271 
resposta em regime permanente de, 270 
resposta indefinidamente crescente de, 264-265,271 
resposta natural de, 232, 2233-244, 251-259,270 
resposta transitória de, 236 
soluções gerais para, 251-259,270 
Filtros de alto O, 657-662, 666, 709-711 
Filtros de banda estreita, 657-662, 666 
fator de qualidade (O) e, 657-662 
filtro supressor de faixa duplo-T, 659-662 
filtros passa-faixa, 657-659 
rejeita-faixa, 659-662 
Filtros de banda larga, 635-642, 665 
Filtros de Butterworth, 647-649, 665-666 
função de transferência H(s), 647-649, 655-656, 665 
ordem de cascata, 652-655 
passa-alta, 655-656, 665-666 
passa-baixa, 647-649, 668-669 
passa-faixa, 655-656, 666 
projeto de circuitos, 648-649 
rejeita-faixa, 655-656, 666 
Filtros passa-altas, 582-583,592-595,608,610-611,615,618-619 
amplificador operacional (amp op), 627-628, 631 
análise qualitativa, 592-593 
análise quantitativa, 593 
circuitos de filtro ativo, 627-628, 630-631, 668 
circuitos de filtro passivo, 584-585, 630-634, 665 
circuitos RC em série, 592-596 
circuitos RL em série, 594-596 
de Butterworth, 647, 655-656 
frequência de corte (w ), 583, 585 
função de transferência H(s) para, 589-590, 596 
gráficos de resposta de frequência, 583, 627-628 
Filtros passa-baixas, 580-588, 610, 615-616, 627-628, 634-635 
amplificador operacional (amp op), 627-629, 650-654 
análise qualitativa, 584-585 
análise quantitativa, 587-588 
circuitos de filtro ativo, 627-629, 641-642, 659-660 
circuitos de filtro passivo, 584-592, 615 
circuitos RC em série, 584-585 
circuitos RL em série, 584-587 
de Butterworth, 647-653, 655-656 
definição, 583-584, 615 
frequência de corte (mw), 585-586 
função de transferência H(s) para, 539, 562 
gráficos de resposta de frequência, 583-586, 627-630 
idênticos em cascata, 635, 643-646 
regiões de frequência, 589 
relação entre domínios da frequência e do tempo, 554 
Filtros passa-faixa,582,597-609,615,634-638,655-659,665-666 
amplificador operacional (amp op), 635-638, 655-659, 
665-666 
análise qualitativa, 598-599 


análise quantitativa, 599-601 
banda estreita, 657-659 
banda larga, 634-641, 665 
Butterworth, 655, 666 
circuitos de filtro ativo, 634-637, 655-659, 665-666 
circuitos de filtro passivo, 669, 597-604, 615 
circuitos RLC como, 598-608 
diagrama de Bode, componentes de, 634-638 
em cascata, 634-638 
fator de qualidade (0), 597-598, 601, 615, 657-658 
filtros de alto O, 657-659, 680, 661-662 
frequência central (de ressonância) (w,), 597-598, 615 
frequência de corte (w,), 597, 615 
função de transferência H(s) para, 608, 613, 639,657 
gráficos de resposta de frequência, 583, 597 
largura de faixa (/8), 597-598, 597-598, 615 
relação entre domínios da frequência e do tempo, 608-609 
Filtros rejeita-faixa, 582, 609-613, 615, 638-642, 655, 659-662, 
665-666 
análise qualitativa, 610 
análise quantitativa, 610-613 
circuito RLC em série como, 610-613 
circuitos de filtro ativo, 638-642, 655-656, 659-662, 665-666 
circuitos de filtro passivo, 582, 609-613, 615 
diagrama de Bode, componentes de, 642-643 
fator de qualidade (0), 612 
filtro supressor de faixa duplo-T, 659-662 
filtros com amplificador operacional (amp op), 638-642,656 
filtros de alto Q, 659-662 
filtros de banda estreita, 659-662 
filtros de Butterworth, 656, 666 
frequência central (de ressonância) (w,), 611-612 
frequência de corte (w,), 611-612 
função de transferência H(s) para, 611, 613, 615,639 
gráficos de resposta de frequência, 583, 610 
largura de banda (B), 611-612 
Filtros, 582-584, 614-615. Veja também Circuitos de filtro 
ativo; Circuitos de frequência seletiva; Circuitos de 
filtro passivo 
Fontes (cc) constantes, 60 
Fontes cc (constantes), 59 
Fontes controladas, 28 
Fontes dependentes, 27-28, 30, 44-48, 50, 102-103, 110-112, 
126-127, 128-129 
análise de circuitos com, 102-103,110-112,126-127,128-129 
elementos ideais de circuito de, 27-28, 50 
equivalente de Thévenin de circuitos com, 126-127,128-129 
ligações de, 27 
método de correntes de malha para, 110-112 
método de tensões de nó para, 102-103 
Fontes independentes, 26, 28, 30, 133-134 
elementos ideais de circuito, 26, 50 
equivalentes de Thévenin de circuitos com, 123-124 
ligações de, 29 
Fontes senoidais, 339-342, 370, 482,511-512 
análise de regime permanente, 343-346, 369 
ângulo de fase (7), 339 
corrente (i), 339-340, 368 
período, 339 
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resposta completa de circuito de, 482, 511-512 
tensão (v), 339-341, 368 
transformada de Laplace para, 482, 511-512 
valor eficaz, 338-340 
Fontes, 26-29, 44-47, 49,59, 308-311,362, 401-402, 432, 467-468, 
510-513 
configurações Y, 448-449 
configurações 4, 448-449 
constantes (cc), 60 
controladas, 28 
de corrente ideal, 28-31, 50 
de tensão ideal, 28-31, 50 
de tensão trifásica, 448-449 
dependentes, 28-29, 31, 44-47, 50 
elemento ativo de, 29 
elemento passivo de, 29 
impulsivas, 554-557 
independentes, 28, 31,50 
ligação de 30-31 
resposta completa de circuito e, 482,511-512 
senoidal, 339-342, 370, 448, 482-483 
transformada de Laplace e, 480, 512-513, 539-542 
Forma exponencial da série de Fourier, 703-706, 712 
Forma polar de números complexos, 809-810 
Forma retangular (cartesiana) de números complexos, 809 
Formas de onda, 679-681 
Frequência (w),6,582-584,586-587,589,593,596-600,614-615, 
680-681,711 
alta, 584 
baixa, 584 
central ou de ressonância (w ), 597-599,5 
crescentes a partir de zero, 589 
de corte (w,), 582-584, 586-587, 593, 596, 600, 5 
definição, 6 
faixa de passagem, 582-584, 615 
faixa de rejeição, 582-584, 615 
fundamental, 681,711 
harmônica, 681,711 
infinita, 589 
regiões, 591 
zero, 589 
Frequência angular amortecida, 301 
Frequência angular de ressonância (w,), 295-296, 326. Veja 
também Frequência central (w,) 
Frequência central (w,), 597-600, 611-612, 615 
Frequência de corte (w), 582-584, 586-587, 593, 596, 601, 
611613,5 
definição, 586-587, 5 
filtros passa-altas, 593, 596 
filtros passa-baixas, 586-587 
filtros passa-faixa, 601 
filtros rejeita-faixa, 611-613 
frequência central, relação com, 601, 612 
frequência de meia potência, 586-587 
largura de banda, relação com, 601, 612 
Frequência de corte, 748 
Frequência de meia potência, 587 
Frequência de Neper (a) para, 294-295, 316 
Frequência fundamental, 681,711 
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Frequência harmônica, 725, 681 
Frequência infinita, 589 
Frequência zero, 589 
Frequências altas, 585 
Frequências baixas, 585 
Frequências da faixa de rejeição, 583-584, 609 
Frequências de faixa de passagem, 582-583, 615 
Função de ponderação, memória e, 550-551 
Função de transferência H(s), 520-533, 537, 539, 540-541, 
545-546, 551-553, 582, 585-592, 596-597, 601 
análise de circuitos de transformada de Laplace e, 
520-533, 537 
análise de circuitos, 520-533, 537 
Circuitos de filtro ativo, 627, 630-635, 642, 665 
circuitos de filtro passivo e, 584,596-597615,625-626, 665-666 
circuitos invariantes no tempo, 544-545, 556 
definição, 539 
expansão por frações parciais, uso de em, 498-501,513 
filtros de Butterworth, 647-650, 652, 655 
filtros idênticos em cascata e, 643-646 
filtros passa-altas, 592-593, 615 
filtros passa-baixas, 584, 615 
filtros passa-faixa, 584, 597, 615, 634 
filtros rejeita-faixa, 609-610,612,614 
função de ponderação, 550-551 
integral de convolução e, 545-549, 563 
memória e, 545-546 
polos de, 541 
resposta em regime permanente senoidal e, 551-553, 561 
zeros de, 541 
Função degrau Ku(t), 484-485,512 
Função degrau unitário u(t), 484, 512, 732 
Função exponencial, 486-487 
Função impulso (1), 486-488, 506, 554-560, 561 
análise de circuito capacitivo, 554-555 
análise de circuitos por meio de, 554-560, 562 
circuito indutor e, 510-513 
definição, 486, 512 
derivadas de, 486 
equações para Kô(t), 486-488, 512 
fontes impulsivas, 558-561 
força (K) de, 587 
função de parâmetro variável, 487-488 
função exponencial, 487-488 
operações de chaveamento para, 484-486, 554 
propriedade de filtragem, 488 
símbolos de circuito para, 520-521 
transformada de Laplace e, 481-483, 489, 496-502, 512 
unidade ô(t), 486, 512 
Função impulso unitário ô(t), 489,513 
Função parâmetro variável, 487-488 
Função racional F(s), 497-508, 513-514 
definição, 497 
expansão em frações parciais, 498-507 513 
polos de, 507-508, 513 
zeros de, 507-508, 513 
Função sinal, transformada de Fourier de, 731 
Funções aperiódicas, 724-726 
Funções cosseno, 691-693, 7732-733 


Funções periódicas, 678-681, 685-691, 693-703, 706-709, 
1711-712, 7724-726 

aplicação de séries de Fourier de, 693-699 
cálculos de potência média, 699-703, 713 
coeficientes de Fourier e, 681, 685-691 
definição, 678, 711 
efeitos de simetria de, 685-691,711 
espectro da fase de, 706-709 
espectro de amplitude de, 706-709 
formas de onda, 678-680 
representação de séries de Fourier de, 681 
resposta de regime permanente usando, 693-699 
transformadas de Fourier e, 724-726 
transição de função aperiódica a partir de, 724-726 
valor eficaz, 702-703, 712 

Funções racionais impróprias, 498, 506-507 

Funções seno, 680-681 


Ganho (A) de malha aberta, 165, 178 
Ganho (A), 160, 165, 172-173, 178 

de malha aberta, 165, 174 

de modo comum, 1772-173, 178 

de modo diferencial, 172-173, 178 

de tensão em amps ops e, 160 
Gráfico de amplitude, 583 
Gráficos de amplitude em linha reta, 826-829, 835-839 
Gráficos de ângulo de fase em linha reta, 831-833 
Gráficos de ângulo de fase, 583, 831-833, 839-842 
Gráficos de resposta de frequência, 582-586, 593, 598-599, 

627-631 

circuitos RC em série, 593 

circuitos RL em série, 584-586 

circuitos RLC em série, 598-599 

diagramas de Bode, 627-631 

gráfico de amplitude, 582-583 

gráfico de ângulo de fase, 582-583 


Identidades trigonométricas, 700 

Imitância, 762-763 

Impedância (Z), 351, 354-355, 357, 362, 370-371,379-383 
admitância (Y), 356, 384 
análise do regime permanente senoidal e, 337-349 
auto, 3370-371 
cálculos de potência em regime permanente senoidal e, 

400-401,411-415 

casamento por meio de transformadores ideais, 379 
circuito equivalente de Norton, 362 
circuito equivalente de Thévenin, 362-364 
combinadas em série e em paralelo, 354-358 
de carga (Z,), 379-380 
definição, 352 
equivalência de, 354-364 
máxima transferência de potência e, 422-426 
potência complexa (S) e, 411-412 
reatância e, 351 
refletida (Z,),371,372 


susceptância (B), 356 
transformações de fonte e, 362-365 
transformações de fontes no domínio da frequência, 362-374 
transformações A-Y, 360-362 
transformadores e, 369-370 
Impedância de carga (Z, ), 400-401 
Impedância refletida (Z,),371,384 
Impulso, definição, 486 
Indutância (L), 189, 191,202-215,218-219 
auto, 205-206,210-211,214 
centelhamento e, 192 
combinações série-paralelo, 202-204, 217 
corrente equivalente inicial, 202 
lei de Faraday, 210-212 
mútua, 189, 205-216,218 
parâmetro de circuito de, 191, 197218 
Indutância mútua (M), 191,205-216,219,535-536 
análise de transformada de Laplace e, 535-536 
armazenamento de energia (w) e, 213-216,219 
autoindutância e, 210-211,213-214,219 
coeficiente de acoplamento e, 214,219 
convenção de pontos para polaridade, 206-209,212-213,219 
domínio da frequência usando, 535-536 
enrolamentos magneticamente acoplados e,206,211-213,219 
equações de correntes de malha para, 206-209 
parâmetros de circuito de, 189-190,213-196,219 
Indutores, 189, 191-197, 202-204, 218-219, 325-326, 482-483, 
510-512,519, 632 
combinações série-paralelo, 202-203, 218 
comportamento de, 190 
corrente (i) em, 191-193,210 
domínio da frequência, 345-346 
domínio de s, 492-493, 497 
energia (w) em, 194-196,210 
equações terminais para, 191-196,216,522-523 
função impulso (7) em, 520-521 
operação de chaveamento, 554-556 
potência (p) em, 194-196,218 
relações tensão-corrente (v-i), 192-193, 339-340 
símbolo de circuito para, 197 
tensão (v) em, 191-192,210 
transformada de Laplace para análise de, 481-482,520-522,526 
valores de componentes, 710 
Integração, transformadas operacionais para, 491-492, 736 
Interruptores, 192 
amplificador integrador com, 265 
análise de transformada de Laplace e, 488, 520-524, 526 
centelhamento, 192 
chaveamento sequencial, 259-263, 271 
circuitos capacitivos, 554-555 
circuitos indutivos, 192, 556-558 
circuitos RL e RC,231-239,251 
funções impulso criadas por, 554-558 
supressores de surto, 521,561 
Inversa de uma matriz, 725 


L 


Largura de banda (8), 597, 600, 611-612, 615 
Lei de Faraday, 210-211 
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Lei de Ohm, 31-32, 50, 62, 525-526 
aplicações no domínio s, 525-526 
resistência elétrica e, 31-32, 50,62 
Leis de Kirchhoff, 38-42, 50, 61-62, 64, 352-353, 452-453,525 
aplicações no domínio da frequência das, 520 
circuito fechado (caminho) para aplicação de, 40, 50 
circuitos trifásicos equilibrados por meio de, 445-446, 450 
corrente (LCK), 39-43, 49, 353-354, 456 
domínio da frequência, 352-353 
nós, 38-39, 50 
resistores ligados em paralelo, 62, 66 
resistores ligados em série, 61 
tensão (LTK), 40-43, 48, 353, 451-452 
Ligação de fontes, 28-29 
Ligação do tipo T, 76 
Ligação do tipo 7, 76 
Ligação em paralelo-série de circuito quadripolos, 775 
Ligação em Y, 76 
Ligação em 4, 76 
Ligação série-paralelo de circuitos quadripolos, 775 


Malha, definição, 96-97 
Malha, definição, 96-97 
Matriz de identidade, 700-701 
Matriz linha, 750 
Matriz quadrada, 750 
Matriz, definição, 791 
Matrizes, 791-792, 7795-797 
Máxima transferência de potência, 131-133, 140,423-429,432 
análise de circuitos e, 131-133, 140 
análise de regime permanente senoidal e, 423-429, 432 
impedância (Z) restrita, 425-427 
impedância de carga (Z, ) para, 422-424 
potência média (P, ,,) absorvida, 424 
transformador ideal, 428-429 
Medição, 8-10, 70-75, 80, 466-470, 471, 823-824 
amperímetro, 70-72, 80 
corrente, 70-74 
de transmissão de potência, 823-824 
decibel (dB) usado para, 823-824 
medidores analógicos, 71, 80 
medidores digitais, 70, 80 
método de dois wattímetros, 467-470, 471 
movimento do amperímetro de dArsonval, 70-71 
ponte de Wheatstone, 74-75, 80 
potência média (P), 466-470, 471 
resistência, 74-75, 80 
Sistema Internacional de Unidades (SI), 8-10 
tensão, 70-72, 80 
voltímetro, 70-71, 80 
wattímetro, 466-470, 472 
Medidores analógicos, 71 
Medidores digitais, 70, 80 
Medidores, veja Medição 
Memória e a função de ponderação, 500-501 
Método de correntes de malha, 96, 107-119, 140, 205-209, 
368-369 
análise de circuitos usando, 96, 107-119, 140 
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análise de regime permanente senoidal usando, 368-369 
análise do circuito amplificador por meio de, 113-115 
casos especiais de 112-115, 

circuitos no domínio da frequência, 368-369 


Parâmetros z, circuitos quadripolos, 759-760, 764-765 
Partição matricial, 798-800 

Período, fontes senoidais, 339 

Polaridade, 15-16, 205-207,212-213,218,377-378 


equações, 107-110, 119, 208-209 
fontes dependentes e, 110-112 
indutância mútua (M) e, 205-209 
método das tensões de nó, comparação de, 115-119 
ramos essenciais e, 112-113 
supermalha, 113 

Método de Cramer, 788 

Método de tensões de nó, 96, 99-107, 115-110, 140, 366-368 
análise de circuito amplificador por meio de, 105-106 
análise de circuitos usando, 96, 99-107, 115-119,140 
análise de regime permanente senoidal usando, 366-368 
casos especiais para, 103-107 


convenção de pontos para, 205-207,212-213,218 
indutância mútua, 205-207212-213,218 
referências de potência, 15-16 

relações de tensão e corrente, 377-378 
transformadores ideais, 377-378 


Polos (raízes), 507-508, 513, 541, 825-826, 833-834 


complexos, 833-834 

definição, 452 

diagramas de Bode e, 825-826, 833-834 
função de transferência H(s), 484 
função racional F(s), 452-453, 457 
reais, de primeira ordem, 825-826 


circuitos no domínio da frequência, 366-368 

equações, 99-100, 140 

fontes dependentes e, 102-103 

método de correntes de malha, comparação de, 115-119 
nós essenciais e, 103-104 


Polos e zeros complexos, 833-834 

Polos e zeros reais de primeira ordem, 825-826 

Ponte de Wheatstone, 74-75, 80 

Portas, 757 

Potência (p), 15-19, 32-33, 50, 131-132, 140, 197-196, 198-201, 


supernó, 104-105 
Modelo de circuito para uma lanterna, 35-37 
Modelos reais, veja Circuitos equivalentes 


Modelos, 10-11, 19-20, 35-38. Veja também Circuitos 


equivalentes 

circuito, 19-20, 35-38 

concepção de, 10-11 

construção de, 35-38 

de lanterna, 35-37 

equilíbrio de potência, 19-20 

matemáticos (circuito), 11 

protótipos físicos, 11 
Modulação de amplitude, 737 
Modulação, transformadas operacionais para, 737 
Mudança de escala, 632-634, 665 

fator de amplitude (k, ), 632, 665 

fator de frequência (k,), 362, 665 

projeto de filtros com amp ops por meio de, 645-646 


Nó essencial, 96-97, 103-104 
Nós, 38-40, 50, 96-101,99-101 


218, 401, 430-431, 446, 466-468, 472 
decibel (dB) usado para, 823-824 
definição, 16, 19 
do capacitor, 198-201,218 
elétrica, transmissão e distribuição de, 446, 470-471 
energia (w) e, 15-18 
equilíbrio, modelo para, 18-19 
indutores, 194-196, 218 
máxima transferência, 131-133, 140 
medição de, 466-768, 472, 823-824 
referências de polaridade, 16-17 
resistores e, 32-33, 50 
sinais algébricos de 16-17, 
standby (vampira), 401, 430-431 
wattímetro, 466-468, 472 


Potência aparente, 401,416 
Potência complexa (S), 411-416, 432, 461 


cálculos de regime permanente senoidal de, 411-416, 432 
circuitos trifásicos, 461 

equações para, 411-416 

impedância (Z) e, 415-416 

potência aparente (magnitude de), 412, 432 


de tensão, 99-101 
definição, 38, 96-97 
elemento de circuito, 38-40, 50 


Potência instantânea real, 402 
Potência instantânea, 402-403, 431 
Potência inteira de números complexos, 813 


essencial, 97 
Notação de asterisco (*), 547 
Números complexos, 809-814 


Oitava, 831 
Operação de refletir, 547-551 


P 


Parâmetros de circuitos quadripolos, 759-769,780-779 
Parâmetros de transmissão, 762 
Parâmetros híbridos, 762 


convergência das transformadas de Fourier, 723-725, 726 
convolução, 545-546, 549 

equações de, 846 

função de transferência H(s) e, 539-543, 551 

funções no domínio do tempo, 491, 736-738 

Integrais, 494-495, 509, 681-682, 723,726-727 

notação de asterisco (*) para, 525 

operação de refletir, 547-550 


Potência média (P), 400, 402, 403-406, 423, 460-461, 466-469, 


471,699-702, 712 
análise de série de Fourier para, 699-701 
cálculos de regime permanente senoidal de, 402-409,414-416 


cargas ligadas em Y, 460-461 
circuitos capacitivos, 405 
circuitos indutivos, 405 
circuitos resistivos, 404 
circuitos trifásicos equilibrados, 460-461, 462-466 
consumo de energia de eletrodomésticos, 407-409 
equações para, 403-407 
fator de potência (fp), 406 
funções periódicas, cálculos com, 699-702 
instantânea, 402-403 
máxima transferência de potência (P 
medição de, 466-469 
método dos dois wattímetros, 467-469 
valor eficaz, 409-411 
Potência real, veja Potência média 
Potência reativa (0), 403-407, 417-419,432. Veja também Cál- 
culos de potência 
Propriedade de filtragem, 488 
Propriedade de mudança de escala, transformadas opera- 
cionais, 495, 736 


), 423 


Q 


Quantidade por fase (q), 453 
Queda de tensão, 60, 68-69 


Raízes, 498-508, 513, 813-814 
complexas distintas, 500-502 
complexas repetidas, 504-506 
expansão em frações parciais de D(s), 498-507, 513 
números complexos, 483-491,813-814 
pares de transformada de Laplace para, 490 
polos (polinômio denominador), 507-508, 513 
reais distintas, 498-499 
reais repetidas, 502-504 
zeros (polinômio numerador), 507-508, 513 
Ramo essencial, 96-97, 112-113 
Ramo, definição, 96-97 
Reallimentação, amplificadores operacionais, 160-161, 178 
Reatância, impedância e, 351 
Relações corrente-tensão (i-v), 192-193, 197-198, 352 
Relações tensão-corrente (v-i), 190-191, 194, 349-351,354 
análise do regime permanente senoidal e, 337-338, 346 
capacitores, 197 351-352 
domínio da frequência, 345-348 
impedância (Z) de, 351 
indutores, 191-192, 350-351 
reatância de, 351 
resistores, 349-350 
Representação gráfica de números complexos, 348-349 
Resistência (R), 31-34, 50, 71-72, 121-123, 158, 1772-173 
amplificadores operacionais (amp ops), 157, 164-165 
condutância (G) e, 32,105 
equivalente de Thévenin (R,). 123-125 
equivalente de, 59-61, 68-69 
extensômetros para, 158, 177-178 
lei de Ohm, 31-32, 50 
medição de, 70-71 
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resistores como modelos de, 31-34, 50 


Resistência equivalente, 61-64, 68-69 
Resistores de realimentação, amplificadores integradores 


com, 322-325 


Resistores, 31-34, 50, 61-64, 75, 95, 136-139, 322-324, 325-326, 


522,533,846 
amplificadores integradores com, 320-322 
análise de sensibilidade, 95, 136-139 
análise de transformada de Laplace para, 481,512 
caixa preta, 61 
condutância (G) e, 32 
definição, 31, 50 
domínio da frequência, 345-346 
domínio da frequência, 482, 512 
elementos do domínio do tempo e da frequência, 522 
ligados em paralelo, 62-64, '79 
ligados em série, 61,79 
realimentação, 322-324 
relações tensão-corrente (v-i), 349-350 
resistência (R) e, 31-34, 50 
resistência elétrica e, 31-34, 48-49 
símbolo de circuito para, 31 
terminais de potência de, 33-34, 50 
valores de componentes, 710 


Resposta ao degrau, 231, 244-256, 270, 290-299, 308-309, 


528-529 
abordagem direta, 310-311 
abordagem indireta, 309 
análise de transformada de Laplace e, 528-529 
circuito de múltiplas malhas, 531-533 
circuitos de primeira ordem, 231, 244-256, 270 
circuitos resistor-capacitor (RC), 240-247,249 
circuitos resistor-indutor (RL), 233-237, 244-249,253 
circuitos resistor-indutor-capacitor (RLC),290-299,308-309 
circuitos RLC em paralelo, 290-295, 308-309, 528-530 
circuitos RLC em série, 315-319, 326-327 
definição, 231,270 
enrolamentos magneticamente acoplados e, 256-257 
método de cálculo, 256 
solução geral para, 251-256, 293 
subamortecida, 312, 295, 301-302 
tensão criticamente amortecida, 295, 305-306 
tensão do capacitor em circuitos RLC em série, 317-318 
tensão superamortecida, 295, 304-305 


Resposta de frequência, definição, 580 
Resposta de regime permanente, 236, 482, 520-521,551-553, 


582-583, 678-679, 693, 696 
abordagem direta para, 696-698 
análise da transformada de Laplace e, 551-553, 583 
análise de séries de Fourier, 678-682, 693 
circuitos de primeira ordem, 236 
definição, 236 
efeitos transitórios e, 482, 520-521 
função de transferência H(s) e, 551-553, 583 
funções periódicas usadas para, 678-678 
senoidal, 551-553, 582-583, 696 
supressores de surto e, 521,561 
transformada de Fourier para, 696 
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Resposta indefinidamente crescente, 264-265, 271 
Resposta natural, 231,233-244,251-259,271,292-308,315-320, 


soluções gerais para, 251-256, 293 
transformada de Fourier para, 723-725 


326,526-527 

análise de transformada de Laplace e, 526-527 

circuito RLC em paralelo, 292-308, 227 

circuitos de primeira ordem, 231, 233-244,251-259,271 

circuitos resistor-capacitor (RC), 240-244, 251-259, 271, 
526-527 

circuitos resistor-indutor (RL), 233-239,251-259,271 

circuitos resistor-indutor-capacitor (RLC), 282-308, 
313-320, 326 

circuitos RLC em série, 313-320, 326 

constante de tempo (7), 235-236, 240,271 

corrente (i) determinada para, 233-235, 316 

de tensão criticamente amortecida, 295, 305-306, 316, 326 

definição, 231,270 

formas de, em circuitos RLC,297-308 

método de cálculo, 252 

solução geral para, 251-259,271,282-297 

tensão (v) determinada para, 240 

tensão subamortecida, 295, 304-305, 315-319, 326 

tensão superamortecida, 295, 297-300, 316, 326 

Resposta senoidal, 343-344, 384, 481,520-522,551,553,678 

análise de regime permanente e, 343-344, 384 

componente de regime permanente em, 343 

componente transitório de, 343 

função de transferência H(s) e, 539-541, 544 

supressores de surto, 521,561 

transformada de Fourier para, 723 

transformada de Laplace para, 481,511-513,520 

Resposta transitória, 236, 530-531, 7739-740 

definição, 236 

transformada de Fourier para, 739-740 

transformada de Laplace para, 530-531 

Resposta,231-289,290-291,384,481,511-512,520-532,544-546, 
549-550, 580, 696-698 

amplificadores integradores, 265-268, 271, 320-324,327 

ao degrau, 231, 244-246, 251, 290-299, 308-309, 528-532 

chaveamento sequencial, 259-263, 267, 271 

circuitos com múltiplas malhas 531-533, 

circuitos de marca-passos, 232, 269-270 

circuitos de primeira ordem, 231-289 

circuitos de segunda ordem, 292-336 

circuitos resistor-capacitor (RC),231,239,240-244,249-256, 
262, 264, 497-498 

circuitos resistor-indutor (RL) circuitos, 231, 233-239, 
240-244, 251-258, 270 

circuitos resistor-indutor-capacitor (RLC),290-336,528-531 

circuitos RLC em paralelo, 292-311,315-316,528-531 

circuitos RLC em série, 315-319, 326-327 

completa, 482, 511-512 

de frequência, 580 

de regime permanente, 236, 481, 520-521,551-552, 679 

função de transferência e, 520-522, 539-540, 710 

indefinidamente crescente, 264-265,271 

natural, 232, 234-244, 251-256, 270, 290-303, 305-309, 315, 
526-527 

senoidal, 343-344, 384, 520-522, 530-531,723 

sincronização do relógio do computador, 291, 325-326 


transformada de Laplace usada para, 481, 483-484,489-502, 
511-513,520 
transitória, 236, 481, 530-531, 7739-740 


Respostas criticamente amortecidas, 295, 305-306, 312, 316, 


326-327 
circuitos RLC em paralelo, 295, 305-306, 312,226 
circuitos RLC em série, 316, 226 
equações de resposta a um degrau, 316, 227 
equações de resposta natural, 305-306, 326-327 


Respostas de circuitos de marca-passos, 232-233, 269-270 
Respostas subamortecidas, 295,301-304,312,316-317,326-327 


características de, 301 

circuitos RLC em paralelo, 297, 300-301, 305, 315 
circuitos RLC em série, 315-317, 326 

equações de resposta ao degrau, 308, 311 
equações de resposta natural, 305-306, 315 

fator de amortecimento (coeficiente), 302 
frequência angular amortecida, 301 


Respostas superamortecidas, 295, 297-301, 310-311, 316, 


326-327 
circuitos RLC em paralelo, 295, 295-301,310-311,326 
circuitos RLC em série, 316, 326 
equações da resposta ao degrau, 316, 327 
equações da resposta natural, 297-301,326-327 


S 


Sequência de tensão de fase negativa (acb), 447 
Sequência de tensão de fase positiva (abc), 447 
Série de Fourier, 678-722 
análise, 680-681 
aplicação de, 693-699 
cálculos de potência média, 699-702, 712 
coeficientes de, 680-691,711 
condições de Dirichlet, 681 
efeitos de simetria, 685-691, 711 
entrada de onda quadrada de senoides, 680, 7709-711 
espectro de amplitude, 706-709 
espectro de fase, 706-709 
filtros de alto Q, 680, 709-711 
forma alternativa trigonométrica de, 691-693, 711 
forma exponencial de, 703-706,6712formas de onda, 678-679 
frequência fundamental, 681,711 
frequência harmônica, 681,711 
funções periódicas e, 678-680, 685-690, 693-703, 706-709, 
7111-712 
resposta em regime permanente, 693-699, 712 
valor eficaz, 702-703, 712 
Simetria de função ímpar, 686-687, 690, 711 
Simetria de funções pares, 685-686, 711 
Simetria de meia onda, 687-688, 697 
Simetria de quarto de onda, 689-690, 711 
Simetria, 685-690, 711 
coeficientes de Fourier, efeitos sobre, 685-690, 711 
função ímpar, 686-687, 690, 713 
função par, 685-686, 713 
meia-onda, 687-688, 713 
quarto de onda, 689-690, 711 


Sinal de alimentação x(t), 545-546 
Sincronização do relógio do computador, 291-292, 325-326 
Sistema de parâmetros concentrados, 6-7 
Sistema Internacional de Unidades (ST), 8-10 
Sistemas de computação, 3 
Sistemas de comunicação, 3 
Sistemas de controle, 4 
Sistemas de potência, 4 
Sistemas de processamento de sinais, 5-6 
Supermalha, 113 
Supernó, 104-105 
Superposição, 133-136, 140, 537-539 
análise de circuitos usando, 133-136, 140 
análise de transformada de Laplace e, 537-539 
definição, 133 
domínio da frequência, 537-539 
Supressores de surto, 521, 561 
Susceptância (B), 356 


T 


Telas touch, 60, 78-80, 190,217-219 
capacitância de, 190,217-219 
circuitos resistivos de, 60, 78-80 
Tensão (v), 11-13,19,27-30,33-34, 40, 43-44,50, 68-72,80,119- 

121,157-161,171,189-192,197-200,202,212-213,231,292- 
293,320-321,327,349-351,355, 405-412,431,486-489,521 

amplificadores operacionais (amp ops), 157-161, 174 

análise de circuitos Y-Y, 449-454,471 

capacitância equivalente em, 204 

capacitores, 197-198, 218-219, 298-299, 470-471,523 

características terminais variáveis, 190-194, 203 

características de transferência de, 160-161, 178 

carga elétrica e, 11-12 

circuitos RC, dedução de expressões para, 240 

configurações em Y e 4, 448-449 

corrente (i) e, 11-13, 189-191, 482-483 

de fase a, b e c, 447,451 

definição, 12, 19 

determinação de, 192-193 

direção de referência, 13 

domínio da frequência, 345, 349-351, 353 

equação de tensão de nó (TN), 450-451 

equações no domínio da frequência para, 512-513,536 

equivalente de Thévenin (V,,), 123-125 

fase, 447, 453-455 

fonte senoidal, 339-341,410 

fontes, 26-29, 50, 410-421 

ganho (4), 160 

indutores, 191-194, 218, 511-512,521 

lei de Kirchhoff (LTK), 38-41,50, 352, 451-452 

linha, 452-454 

medição de, 70-73, 80 

polaridade de, 377-378 

potência em um resistor, 33-34, 50 

razão de transformação, 497-499, 507 

resistores, 521, 562 

resposta ao degrau do capacitor de circuito RLC em série, 
315-316 

resposta natural e, 232 
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restrições de entrada, 160-161, 178 
sequência de fase positiva (abc), 447 
sequência de fase senoidal, 447-448 
sequência negativa (acb), 447 
trifásica, 448-455, 461 
Tensão da linha, 452-454 
Tensão de fase a, b e c, 447, 451-452 
Tensão de fase, 447, 451-455 
Teorema de Parseval, 742-750 
análise de pulso retangular de tensão usando, 746-750 
aplicações de filtro, 745-746 
cálculos de energia no domínio do tempo, 742-750 
interpretação gráfica de, 744-745 
transformada de Fourier e, 742-750 
Teorema do valor final, 508-511,513 
Teorema do valor inicial, 508-510,513 
Teoria de circuitos, 5-6 
Terminais, 30-31, 36, 157-161, 177, 189-193,216,510-512, 699 
amplificadores operacionais (amp ops), 157-161, 174 
características variáveis (tensão e corrente), 160-164, 178 
circuitos quadripolos, 757 
equações de capacitores, 204-208, 218, 523-524 
equações de indutores, 191-196, 218, 522-523 
medições para construção de circuito, 35 
potência do resistor em, 33-34 
restrições de entrada de corrente (i), 160-161, 163 
restrições de entrada de tensão (v), 160-161, 166 
Terminal neutro, 448 
Tolerância, 66 
Transdutores (extensômetros), 158, 177-178 
Transformações de circuito, 76-78, 80, 119-123, 125-127, 140, 
327-329 
circuito de Norton equivalentes, 125, 3363 
circuito de Thévenin equivalente, 124-125,362-365 
circuitos equivalentes, 76-78, 80 
fonte, 119-123, 125-127, 140 
Transformações de fonte, 119-123, 125-126, 140, 362-365 
análise de circuitos usando, 119-123, 125-126, 140 
circuito equivalente de Thévenin, 123-124, 362-364 
circuitos equivalentes de Norton, 123, 362 
definição, 119 
domínio da frequência, 362-365 
impedância (Z) e, 362-365 
Transformações de Laplace funcionais, 484, 489-491,512 
Transformações A-Y, 359-362 
Transformações, veja Transformações de circuito 
Transformada de Fourier, 723-756 
aplicações de circuito, 739-741 
convergência da integral de, 726-728 
definição, 724-725 
derivação de, 724-726 
filtragem de sinais digitais 724, 750, 
função cosseno, 7732-733 
função degrau unitário, 732 
função sinal, 731-732 
funções elementares, 733 
funções no domínio do tempo de, 726-728, 751 
integral e funções no domínio do tempo, 726-728, 7751 
inversa, 725 
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processo de limite para, 731-733 

propriedades matemáticas de, 733-735 

resposta de regime permanente senoidal determinada por 
meio de, 740-741 

resposta transitória determinada por meio de, 739-740 

Teorema de Parseval, 742-750 

transformações operacionais, 735-739 

transformadas de Laplace usadas para determinar, 729-731 

transição de espectro de amplitude, 725-726 

transições de funções aperiódicas, 724-726 


Transformada fasorial inversa, 345-347, 349 

Transformada inversa de Fourier, 725 

Transformada inversa de Laplace, 481-491, 500 
expansão por frações parciais, 481-491, 498 
função racional F(s), 497, 506 
funções racionais próprias, 498-499, 513 
funções racionais impróprias, 498, 506-507 
raízes complexas distintas de D(s), 500-4502 
raízes complexas repetidas de D(s), 504-506 
raízes reais distintas de D(s), 498-499 


Transformada de Laplace unilateral, 483-484 
Transformada de Laplace unilateral, 483-484 
Transformada de Laplace, 481-576, 7723-726 


raízes reais repetidas de D(s),502-504 
Transformadas operacionais, 484, 491-496, 513, 735-739 
adição, 491, 7735-736 


análise de circuitos usando, 520-576 

aplicações de circuito de parâmetros concentrados, 496-498, 
501,526 

aplicações de, 496-498, 520-522 

circuitos invariantes no tempo e, 544-545, 556 

conceito de, 483-484 

de um lado (unilateral), 483-484 

definição, 483, 512 

deslocamento no domínio do tempo, 493-496 

domínio da frequência e, 491 

domínio da frequência, 494-507, 510-512, 520-539,541 

efeitos transitórios em circuitos, 482, 511-512 

equivalente de Thévenin, uso no domínio da frequência, 
533-534 

expansão por frações parciais, 481-491, 498, 506-509, 513 

fontes senoidais e, 481, 511-512 

função de transferência H(s), 539-552,562 

função degrau Ku(t), 484-485, 512 

função degrau unitário Ku(t), 484,512 

função impulso Kô(t), 486-488, 512, 554-560, 561 

função impulso unitário, 486, 512 

função racional F(s), 497-498, 506-507 

funções racionais próprias, 498-499, 513 

funções racionais impróprias, 498, 506-507 

indutância mútua, análise de um circuito com, 535-536 

integral de convolução, 545-546, 549 

inversa, 497-507, 513 

pares, 490-491, 502 

polos (polinômio denominador), 507-508, 513, 528 

resposta ao degrau usando, 528-532 

resposta completa de circuito usando, 483, 511-512 

resposta de regime permanente senoidal, 520-522,551 

resposta natural por meio de, 526-527 

resposta transitória por meio de, 530-531 

superposição, uso no domínio da frequência, 537-539 

supressores de surto, 521, 561 

teorema do valor final, 508-510,513 

teorema do valor inicial, 508-510, 513 

transformadas operacionais, 481, 491-496, 513 

transformadas de Fourier determinadas por meio de, 
728-731 

transformadas funcionais, 484, 489-490, 513 

unilateral, 483-484 

zeros (polinômio numerador), 507-508, 513, 528 


convolução, 737-738 
de Fourier, 735-739 
de Laplace, 488, 491-497 512 
definição, 484 
deslocamento, 493-494, 737 
diferenciação, 492-493,736 
funções no domínio da frequência, 494, 737 
funções no domínio do tempo, 493-494, 7737 
integração, 493, 736 
modulação de amplitude, 37 
modulação, 737 
mudança de escala, 495,736 
multiplicação por uma constante, 491,735 
subtração, 491,735-736 
tipos de, 495, 738 
Transformador linear, 369-372, 382 
Transformadores ideais, 337, 374-378, 380, 384-386, 445-450 
análise do regime permanente senoidal, 337, 344-349, 366 
casamento de impedâncias por meio de, 379 
circuitos equivalentes, 757-763 
convenção de pontos para, 3777-378 
definição, 374 
domínio da frequência, 345, 349-354, 362 
enrolamentos magneticamente acoplados e, 3774-376, 
535-536 
máxima transferência de potência com, 422-423 
polaridade das tensões e relações de correntes, 377-378 
propriedades de, 374 
relações de tensões e correntes, 376-378, 3482 
valores limites de 374-3375 
Transformadores, 369-378, 384, 679-680 
análise de regime permanente senoidal, 337-346, 353 
autoimpedância (Z), 370-371 
circuitos equivalentes e, 757-763 
convenção de pontos para, 3777-378 
definição, 369 
domínio da frequência e, 362-371,384 
enrolamento (primário e secundário), 370 
ideais, 369, 3774-379, 384, 738-745 
impedância refletida (Z,),371,384 
lineares, 369-372, 384 
relações de tensão e corrente, 349-351, 352 
valores limites de, 3774-376 
Transposição de matriz, 448 
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U W 

Unidades derivadas, 8 Watt (W), unidade de, 402, 432 
Wattímetro, 466-468, 472 

V 
Z 


Valor eficaz (ef), veja Valor (rms) root mean square 
Valor rms (root-mean-square), 338-340, 409-410, Zeros (raízes), 507-508, 513, 541, 7742-743, 760-761 


702-703,712 complexos, 541-542 
cálculos de potência e, 400-401 definição, 508 
fontes senoidais, 338-340 diagramas de Bode e, 628-629, 634-636 
funções periódicas, 678-679, 687 função de transferência H(s), 539 
valor eficaz (ef) como, 409-410 função racional F(s), 497-498, 506 
Volt-amp reativo (VAR), unidade de, 405, 412 reais, de primeira ordem, 705-706 


Volt-amps (VA), unidade de, 405, 412 
Voltímetro, 70-71, 80 
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